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Bedingter Varianzoperator, gegeben Informationen bis zum Zeitpunkt ¢
Brown’sche Bewegung in der Dynamik von f(-) unter Q
Standardisierte Brown’sche Bewegung in der Dynamik von r unter P
Standardisierte Brown’sche Bewegung in der Dynamik von r unter Q
Standardisierte Brown’sche Bewegung in der Dynamik von S unter P
Standardisierte Brown’sche Bewegung in der Dynamik von S unter Q
Gewichtungsmatrix bei der GMM

Gewichtungsmatrix bei der GMM

Standardisierte Brown’sche Bewegung in der Dynamik von x unter P
Standardisierte Brown’sche Bewegung in der Dynamik von « unter Q
Standardisierte Brown’sche Bewegung unter P

Standardisierte Brown’sche Bewegung unter Q

Komponente von Z

Komponente von z

Standardisierte Brown’sche Bewegung unter Qp

Griechisches Alphabet

Funktion der ersten Alterskoeffizienten

Drift in der Dynamik von f(-) unter Q

Erster Alterskoeffizient von Individuum 3

Zinsunabhingiger Teil des Drifts in der Dynamik von r unter P
Schatzwert fiir «,.

Schatzwert fiir «,. in Iterationsschritt v

Erster Alterskoeffizient der Altersgruppe = im LEE & CARTER (1992)-
Modell

Schatzwert fiir o,

Schatzwert fiir o, in Iterationsschritt v
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Op.d Schatzwert fiir o, fiir Geschlecht d

Qag Drift in der Dynamik von In S unter P

Qg Drift in der Dynamik von In S unter Q

Qg Schatzwert fir ag

M Drift in der Dynamik von & unter P

Qe Drift in der Dynamik von & unter Q

Qe Schatzwert fiir

B(--) Funktion weiterer Alterskoeflizienten

Bi Vektor weiterer Alterskoeffizienten von Individuum ¢

Br Sensitivitdt des Drifts auf das aktuelle Zinsniveau in der Dynamik von r
unter P

B, Sensitivitdt des Drifts auf das aktuelle Zinsniveau in der Dynamik von r
unter Q

B, Schitzwert fiir 8, oder 3,

AT(»V) Schatzwert fiir 5, in Iterationsschritt v

Be Zweiter Alterskoeffizient der Altersgruppe x im LEE & CARTER (1992)-
Modell

Bm Schétzwert fiir 5,

5(1) Schitzwert fiir 8, in Iterationsschritt v

Bz,d Schatzwert fiir 8, fiir Geschlecht d

Y Bedingte Volatilitéitselastizitdt der Zinsverdnderung in der Dynamik von r

Ay Schétzwert fiir ~,

’yﬁy) Schéitzwert fiir v, in Iterationsschritt v

Oy Dummy-Variable im Modellrahmen von CHAN ET AL. (1992) mit Struktur-
bruch

ba Verschiebungsparameter fiir o,

o Verschiebungsparameter fiir 3,

0y Verschiebungsparameter fiir ~,

0o Verschiebungsparameter fiir o,

€r Storgrofe im diskretisierten Modell von r

€adi Adjustierte Storgrofie im diskretisierten Modell von r

€z Storgrofe fir Inm, im LEE & CARTER (1992)-Modell

€s Storgrofie im ARIMA-Modell von In S

€s,t Schétzwert fiir €g¢

€x Storgrofe im ARIMA-Modell von &

€r t Schétzwert fiir €, ;

Ny Konstante in A,

Mw Konstante in A,

0 Parametervektor bei der GMM

0, Parametervektor (a., Bmar,rto)/

0* Wahrer Parametervektor bei der GMM

0} Schitzwert fiir 6,

Or Schatzwert fiir 6*
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é(T" ) Schatzwert fiir 8* in Schritt v

K Zeitindex im LEE & CARTER (1992)-Modell

K Vektor der %, aller Zeitrdume ¢

Rt Schitzwert fir k;

ﬁ;ﬁ”) Schitzwert fiir x; in Iterationsschritt v

fot Schitzwert fiir k; im linearisierten LEE & CARTER (1992)-Modell

A Marktpreis des Risikos fiir Z beim Mafkwechsel von P nach Q

Ar Marktpreis des Risikos fiir W,. beim Mafiwechsel von P nach Q

Ak Marktpreis des Risikos fiir W, beim Maifswechsel von P nach Q

AB Marktpreis des Risikos fiir Z beim Mafkwechsel von P nach Qg

AWang Parameter der Wang-Transformation

7% Sterblichkeitsintensitdt von Individuum ¢

s Sterblichkeitsintensitit von Altersgruppe z

e, d Sterblichkeitsintensitidt von Altersgruppe = und Geschlecht d

fla ¢ Schétzwert fir pg ; bzw. mg ¢

Ag/t) Schétzwert fiir u,; bzw. my, in Iterationsschritt v

ﬁz,t Schétzwert fiir pgy; bzw. my, im linearisierten LEE & CARTER (1992)-
Modell

fla,d,t Schétzwert fiir u, , fiir Geschlecht d

v Tterationsschritt

Pr Vektor von Konstanten

Pr Matrix von Konstanten

or Konstante

O Konstante

or(-) Volatilitdt in der Dynamik von f(-)

or Zinsunabhéngiger Faktor der bedingten Volatilitdt der Zinsverdnderung in
der Dynamik von r

o Schitzwert fir o,

&ﬁy) Schitzwert fiir o, in Iterationsschritt v

os Volatilitdt in der Dynamik von In S oder Standardabweichung der eg

s Schitzwert fir og

O Standardabweichung der €, ;

Ok Volatilitdt in der Dynamik von x oder Standardabweichung der e, ;

Or Schatzwert fiir o,

T Todeszeitpunkt

Ti Todeszeitpunkt von Individuum ¢

T Testgrofe des erweiterten Dickey-Fuller-t-Tests ohne Trend und ohne Drift

T Testgrofe des erweiterten Dickey-Fuller-t-Tests mit Drift, ohne Trend

T3 Testgrofe des erweiterten Dickey-Fuller-t-Tests mit Drift und Trend

Ui,1 Erstes MA-Element im ARIMA-Modell von #

1&,@,1 Schétzwert fiir ¢, 1

(] Parameterraum von 6

II Wert, eines Derivats
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Wert, eines Survivor Caplets

Wert eines Survivor Forwards

Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung

Testgrofe des erweiterten Dickey-Fuller-F-Tests mit Drift, ohne Trend
Testgrofe des erweiterten Dickey-Fuller-F-Tests mit Drift und Trend
Testgrofe des erweiterten Dickey-Fuller-F-Tests mit Drift und Trend
Verteilungsfunktion der Student-t-Verteilung

Stichprobenraum






Kapitel 1
Einleitung

Seit den 1990er Jahren gewinnen Versicherungsderivate, sogenannte Insurance-linked Se-
curities, immer mehr an Bedeutung. Allein der Markt fiir entsprechende Anleihen wuchs
zwischen 1998 und 2007 um ca. 40% p.a. auf ein ausstehendes Volumen von 32 Mrd. USD
(EUROMONEY, 2008; HELFENSTEIN & HOLZHEU, 2006, S. 24 ff.).

Dieses starke Wachstum ldsst sich leicht erkliren: Erstens erlaubt der Transfer von Versi-
cherungsrisiken an den Kapitalmarkt dem abtretenden Unternehmen, zusétzliches Kapital
aufzunehmen und seine Risikokapazitdt zu ggf. glinstigeren und stabileren Konditionen als
durch traditionelle (Riick-)Versicherung zu erhéhen. Zweitens bieten Versicherungsderivate
Investoren aufgrund der aktuellen Unvollstindigkeit des Markts Zugang zu weiteren Risiko-
faktoren und die Méglichkeit, zusitzliche Risikoprimien zu verdienen.!

Trotz dieser Vorteile scheint insbesondere der Markt fiir Sterblichkeitsderivate nur wenig
entwickelt.? So wurden bisher weniger als ein Dutzend Katastrophenanleihen fiir kurzfris-
tige Sterblichkeit und nicht eine einzige Langlebigkeitsanleihe erfolgreich begeben.® Dabei
ist gerade fiir Sterblichkeitsrisiken die Mdoglichkeit, Risiken iiber den Kapitalmarkt abzusi-
chern und so zusétzliche Risikokapazitét zu schaffen, angesichts des vor allem fiir Langlebig-
keitsrisiken begrenzten Riickversicherungsmarkts (SCOTTI & EFFENBERGER, 2007, S. 46)

! Ausgehend von unvollstindigen Mérkten, untersuchen z.B. Liu & Pan (2003) und Muck (2010) die
Auswirkung neuer Derivate auf die Portfolioallokation und den Investorennutzen.

2Mit dem Begriff Sterblichkeitsderivate sind hier lediglich solche Finanzprodukte gemeint, die primir
auf die Ubertragung und Absicherung von Sterblichkeitsrisiken abzielen. Insbesondere die hauptsichlich
der Kapitalaufnahme bzw. regulatorischen Arbitrage dienenden Embedded-Value- und XXX-/A-XXX-
Verbriefungen (fiir Erliuterungen vgl. HeLFENSTEIN & HoLzHEU, 2006) werden nicht betrachtet.

3 Andere Sterblichkeitsderivate wie Swaps und Optionen existieren und werden beispielsweise von Gold-
man Sachs und JP Morgan aufierbdrslich gehandelt; allerdings sind dazu nur wenig Informationen sind
offentlich zuganglich.
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besonders wichtig.

Nicht nur Solvency II hat diesen Absicherungsbedarf in den vergangen Jahren weiter ver-
starkt: Fiir kurzfristige Sterblichkeitsrisiken spielen vor allem die angesichts von z. B. SARS
und AIDS gestiegene Angst vor Pandemien und die wachsende Zahl von Natur- oder anderen
Katastrophen eine Rolle.* Bei Langlebigkeitsrisiken besteht die Problematik hauptséichlich
darin, dass der Anstieg in der Lebenserwartung in der Vergangenheit regelmifig unterschitzt
wurde (DOwWD ET AL., 2008). Dies kann insbesondere bei niedrigen Zinsen und Policen mit

Optionen zu schweren Verlusten fiir Rentenversicherer und Pensionsfonds fiihren.

Dariiber hinaus sollten die steigende Lebenserwartung und die Reformen der gesetzlichen
Rentensysteme die Nachfrage nach privaten Leibrenten und damit auch das Langlebigkeitsri-
siko von privaten Rentenversicherern weiter steigern. Die Moglichkeit der Riickversicherung
wird dabei durch die Langfristigkeit des Risikos, seine schwere Abschétzbarkeit und die im
Vergleich zu kurzfristigen Sterblichkeitsrisiken begrenztere regionale Diversifikation zusétz-

lich eingeschrénkt.

Sowohl kurzfristige Sterblichkeits- als auch Langlebigkeitsrisiken koénnten mit Hilfe von
Sterblichkeitsderivaten {iber den Kapitalmarkt abgesichert werden. Die Entwicklung des
Markts erfordert jedoch neben passenden Derivatstrukturen vor allem addquate Bewertungs-
modelle. Eine Vielzahl unterschiedlicher Modelle wurde zu diesem Zweck vorgeschlagen. Bei
den meisten handelt es sich um Arbitragemodelle, bei welchen die Bewertung bekannter-
mafsen durch Summieren der Erwartungswerte der diskontierten Zahlungsstrome unter dem
dquivalenten Martingalmaf erfolgt. Da in den Erwartungswert neben der Dynamik der re-
levanten biometrischen und finanzmarktbezogenen Grofen auch ihre Abhéngigkeit einfliefst,
ist eine Annahme zur Abhingigkeit zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt, insbeson-
dere zwischen Sterblichkeit und dem risikolosen Zins, erforderlich. Bei den meisten Autoren

lautet sie: Unabhéngigkeit.

Wihrend diese Annahme in der traditionellen Lebensversicherungsmathematik mit ihren
deterministischen Sterblichkeiten einleuchten mag, kann sie bei stochastischer Sterblichkeit
nicht unbedingt beibehalten werden. Zum einen sind Abhéngigkeiten zwischen Sterblichkeit
und dem Finanzmarkt grundsétzlich vorstellbar und durch verschiedene direkte und indirek-
te Effekte theoretisch erklirbar.? Zum anderen gibt es erste empirische Anhaltspunkte fiir sie:
So wurden u.a. Zusammenhénge zwischen Sterblichkeit und der allgemeinen Wirtschaftslage

nachgewiesen (vgl. NEUMAYER, 2004). Auch lassen hohe Zinsspannen von Sterblichkeitsan-

4F{ir die Entwicklung der Anzahl von Katastrophen und ihrer Opfer vgl. ZANETTI ET AL. (2007, S. 4 ff.)

5Die Sterblichkeit kénnte den Finanzmarkt z.B. iiber das Investitionsverhalten, der Finanzmarkt die
Sterblichkeit iiber das Konsumverhalten beeinflussen. Beide konnten aufierdem durch dritte Grofen wie die
Wirtschaftlage beeinflusst werden.



leihen eine Abhingigkeit vermuten.®

Zugegebenermafen ist eine Beriicksichtigung von Abhéngigkeiten zwischen Sterblichkeit und
dem Finanzmarkt in Bewertungsmodellen auf Basis existierender epidemiologischer oder de-
mographischer Untersuchungen nicht ohne Weiteres mdglich. So verfolgen bestehende Un-
tersuchungen aus der epidemiologischen Forschung ein anderes Ziel: die Bestimmung und
Messung der Einflussfaktoren menschlicher Sterblichkeit und Gesundheit. Als zu erklérende
Variable wiihlen sie dabei teilweise todesartspezifische Sterblichkeiten oder die Lebensdauer,
als Erkldrungsvariablen meist keine Finanzmarkt-, sondern allenfalls verwandte Grofen wie

das Bruttoinlandsprodukt oder Arbeitslosigkeit.

Beitréage aus der demographischen Forschung untersuchen zwar zum Teil tatséchlich den Zu-
sammenhang zu Finanzmarktgrofen wie Renditen oder Pramien. Als demographische Grofe
wiahlen sie dann jedoch hiufig Grofen, die die Altersstruktur einer Bevolkerung anstatt ih-
rer Sterblichkeit beschreiben. Auferdem liegt der Schwerpunkt oft auf Aktien statt auf den
fiir die Bewertung von Sterblichkeitsderivaten besonders relevanten Zinsen. Dariiber hin-
aus fokussieren sich sowohl epidemiologische als auch demographische Forschungsbeitrige
i.d.R. auf den Nachweis einzelner Aspekte des Wirkungszusammenhangs. Sie verwenden

dazu vielfaltige, zusédtzliche Erklarungsvariablen.

Fiir die Beriicksichtigung einer eventuellen Abhéingigkeit bei der praktischen Bewertung von
Sterblichkeitsderivaten sind die Ergebnisse existierender Untersuchungen deshalb nur be-
dingt hilfreich: Erstens ist fiir die Bewertung der Zusammenhang zwischen Sterblichkeit und
bestimmten Finanzmarktgrofen relevant und nicht derjenige zwischen beispielsweise Sterb-
lichkeit und Arbeitslosigkeit oder der Altersstruktur und Risikoprdmien am Kapitalmarkt.
Zweitens spielen — sofern der Zusammenhang als bestidndig angesehen werden kann — der

kausale Zusammenhang und Mechanismus nur eine untergeordnete Rolle.

Drittens miissten bei Anwendung des bei der Empirie verwendeten Modells zur Bewertung
auch die weiteren Erkldrungsvariablen modelliert werden, d.h. insbesondere ein Modell fiir
ihre Entwicklung spezifiziert und die Abhéngigkeitsstruktur festgelegt werden. Dies wiirde
nicht nur zu einem komplexeren Bewertungsmodell fiihren, fiir das eine komplizierte Ab-
héngigkeitsstruktur zu kalibrieren und das aufwéndiger zu simulieren ist, sondern wiirde
besonders problematisch, wenn keine einfachen und gleichzeitig zuverlassigen Modelle fiir

die zusétzlichen Erklarungsvariablen existieren.

Dementsprechend beschrinken sich die wenigen Autoren (z.B. BARBARIN, 2008; BAUER,
2006, 2008; MILTERSEN & PERSSON, 2006), die bei der Bewertung von Sterblichkeitsde-

6Im Fall einer Unabhingigkeit zwischen biometrischen und Finanzmarktrisiken miissten diese allein durch
Neuheits- und Liquiditétspramien oder durch vom Bewertungsmodell abweichende Markterwartungen erklért
werden.
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rivaten in ihren Modellen grundsitzlich eine Abhiingigkeit erlauben, auf eine allgemeine
modelltheoretische Formulierung. Sie spezifizieren die Art und den Grad der Abhéngigkeit
nicht weiter und geben noch nicht einmal an, ob Sterblichkeit und Zinsen positiv oder negativ

korreliert sein sollen. Auch vernachlissigen sie sie bei eventuellen Modellimplementierungen.

Um Bewertungsmodelle fiir Sterblichkeitsderivate auch bei ihrer Anwendung um eine Ab-
héngigkeit zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt zu erweitern oder sie auf Basis
empirischer Untersuchungen in dieser Hinsicht vereinfachen zu konnen, soll im vorliegen-
den Forschungsvorhaben der Zusammenhang zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt
empirisch bestimmt und sein Einfluss auf die Preise von Sterblichkeitsderivaten untersucht
werden. Die Arbeit soll so einen Beitrag zur Entwicklung adiquater Bewertungsmodelle und
zur weiteren Entwicklung des Markts fiir Sterblichkeitsderivate leisten. Der Fokus liegt da-
bei auf Langlebigkeitsrisiken. Die Analyse beschrinkt sich auf die Existenz, die Richtung
und den Grad einer eventuellen Abhingigkeit sowie deren Auswirkung auf die Bewertung;
die Kausalitdt und Wirkungsweise des Zusammenhangs werden nicht untersucht. Besondere
Beachtung wird der leichten Anwendbarkeit der empirischen Ergebnisse auf die Bewertung
von Sterblichkeitsderivaten geschenkt.

Das Vorgehen erfolgt in zwei Schritten: Zunéchst wird der historische Zusammenhang zwi-
schen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt fiir Deutschland und die USA analysiert. Dazu
werden Modelle fiir die Sterblichkeit sowie — stellvertretend fiir den Finanzmarkt — fiir breite
Aktienindizes und mdglichst risikolose Kassazinsen geschétzt und die Residuen dieser Mo-
delle auf eine Abhangigkeit untersucht. Dann werden gefundene Abhingigkeiten in einem
Arbitragemodell beriicksichtigt, ihre Auswirkung auf die Preise verschiedener Sterblichkeits-
derivate bestimmt und eventuelle Implikationen fiir Derivatstrukturen und die Entwicklung
des Sterblichkeitsderivatemarkts abgeleitet. Die Angemessenheit von Arbitragemodellen an-
gesichts des zurzeit noch sehr unvollstidndigen Markts fiir Sterblichkeitsderivate ebenso wie
ein Vergleich zu alternativen Modellansétzen sind nicht Teil des Forschungsvorhabens. Auch
die Frage, wie das Martingalmafs auszuwéhlen ist und welche Preisspannen mit Arbitrage-

freiheit vereinbar sind, soll nicht untersucht werden.

Die Arbeit gliedert sich in sieben Kapitel. Kapitel 1, die Einleitung, beschreibt Motivation,
Zielsetzung und Gliederung der Arbeit. Kapitel 2 stellt die grundlegenden Eigenschaften
menschlicher Sterblichkeit vor, klassifiziert existierende Modelle zur Bewertung von Sterb-
lichkeitsderivaten und diskutiert das Modell von LEE & CARTER (1992) als bekanntesten
Vertreter des Short-Rate-Ansatzes. Kapitel 3 gibt einen knappen Uberblick iiber die wesent-
lichen Aktien- und Zinsstrukturmodelle und stellt die wichtigsten Short-Rate-Modelle sowie
den Ansatz von CHAN ET AL. (1992) im Detail vor.



Kapitel 4 schafft den theoretischen Rahmen fiir die in Kapitel 5 und 6 folgenden empiri-
schen Analysen und Modellanwendungen. Es leitet Hypothesen zum Zusammenhang zwi-
schen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt ab, strukturiert sie und stellt erste empirische
Anhaltspunkte aus der epidemiologischen und demographischen Forschung vor. Dariiber
hinaus wird die Relevanz einer Abhéingigkeit fiir die Bewertung von Sterblichkeitsderivaten
begriindet. Kapitel 5 detailliert den Gegenstand und das Vorgehen der folgenden empirischen
Untersuchungen und fasst ihre Ergebnisse zusammen. Dies beinhaltet sowohl die Ergebnisse
der einzelnen Modellschiitzungen als auch die Ergebnisse der Abhéngigkeitsanalysen ihrer
Residuen. Hier zeigt sich deutlich, dass Sterblichkeit und der Finanzmarkt nicht unabhingig
sind.

Kapitel 6 schlidgt deshalb ein Short-Rate-Modell zur Bewertung von Sterblichkeitsderivaten
vor, das eine Abhéngigkeit zwischen der Sterblichkeit und dem Momentanzins erlaubt. Mit
einem an historischen Sterblichkeitsdaten und der Zinsstrukturkurve kalibrierten Spezialfall
dieses Modells werden die Preise eines Survivor Forwards und eines Survivor Caplets be-
stimmt und ihre Abhéngigkeit von der Laufzeit, dem Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos
und der Korrelation untersucht. Kapitel 7 fasst die Arbeit zusammen und zeigt Raum fiir

weitere Forschung auf.






Kapitel 2
Sterblichkeitsmodellierung

Trotz des noch sehr jungen und kleinen Markts fiir Sterblichkeitsderivate hat sich in den ver-
gangenen Jahren eine Vielzahl von Arbeiten mit der Modellierung von Sterblichkeitsrisiken
und der Bewertung entsprechender Derivate befasst. Zu ihrer Beurteilung ist ein grundlegen-
des Verstiandnis der statistischen Eigenschaften menschlicher Sterblichkeit notwendig. Die
wichtigsten Eigenschaften werden daher im Folgenden diskutiert. Im Anschluss werden die
wichtigsten Sterblichkeitsmodelle klassifiziert und das Modell von LEE & CARTER (1992)

als eines der bekanntesten im Detail vorgestellt.

2.1 Eigenschaften menschlicher Sterblichkeit

Fiir die Modellierung von Sterblichkeitsrisiken und die Beurteilung entsprechender Modelle
sind neben der offensichtlichen Nichtnegativitdt und Stochastizitét der Sterblichkeitsintensi-
tit vor allem die Kenntnis von Faktoren, mit denen Sterblichkeit zusammenhéngt, und eine

Einschitzung moglicher zukiinftiger Entwicklungen von Bedeutung.

2.1.1 Bestimmungsfaktoren menschlicher Sterblichkeit

Verschiedene Faktoren hingen mit der Sterblichkeit eines Individuums zusammen. Sie las-
sen sich grob in demographische und nicht demographische Faktoren unterscheiden. Dariiber
hinaus scheinen zwischen bestimmten Indivduuen Abhéngigkeiten zu bestehen. Die zugrun-
de liegenden Mechanismen und die Kausalitit des Zusammenhangs sind aufgrund seiner

Komplexitit, aufgrund von Korrelationen zwischen verschiedenen Faktoren und aufgrund
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von Zeitverzogerungen dabei i. d. R. nicht vollstindig geklart.

2.1.1.1 Demographische Faktoren

Zu den wichtigsten demographischen Faktoren gehoren Alter, Geschlecht und Hautfarbe
bzw. ethnische Herkunft. Sie werden im Folgenden am Beispiel der USA und auf Basis von
Daten von ARIAS (2010) diskutiert.

Alter

Der Graph der altersspezifischen Sterberaten wird meist als eine Art ,J“ beschrieben: Im
Séuglingsalter sind die Sterberaten relativ hoch, sie fallen wahrend der Kindheit und nehmen
ab einem Alter von ungefihr zehn Jahren wieder zu (vgl. Abbildung 2.1). In Bezug auf das
Alter gelten Sterblichkeitsintensitéten daher im Allgemeinen als streng monoton steigend.
Die beiden Ausnahmen sind die friithe Kindheit und der vor allem bei Ménnern starke,
unfallbedingte Anstieg der Sterblichkeit bei einem Alter von ca. 20 Jahren (HARTMANN,
1987; HELIGMAN & POLLARD, 1980).

Interessanterweise verlduft der Anstieg der logarithmierten Sterberaten ab einem Alter von
30 Jahren ann#hernd linear. Diese Eigenschaft der Sterblichkeitsintensitdt wurde bereits im
19. Jahrhundert von GOMPERTZ (1825) erkannt und beschrieben. In hohem Alter neigt das
GOMPERT?Z (1825)-Gesetz jedoch dazu, die Sterberaten zu iiberschitzen. Obwohl sie noch bis
mindestens zu einem Alter von 100 Jahren weiter ansteigen, nimmt die Stérke des Anstiegs
ab einem Alter von 80 Jahren ab (VAUPEL, 1997).

Sterberaten
100 5 T T T T T T T T T T T T T T —E
10-1 E E
1072 4
1073
Maénner 1
10~4 ¢ —— Frauen
I L I L I L I L I L I L I L I L I L I L I E|

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Alter [Jahre]

Abbildung 2.1: Sterberaten in den USA, 2006
Quelle: ARr1AS (2010)
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Geschlecht

Dass Frauen in Industrielindern eine hohere Lebenserwartung als Manner haben, ist weit
bekannt (vgl. z. B. Daten der HUMAN MORTALITY DATABASE, 2010). Der Unterschied in
der periodenbasierten Lebenserwartung betrug 2006 in den USA bei Geburt 5,1 Jahre und
im Alter von 65 Jahren immerhin noch 2,7 Jahre (ARI1As, 2010). Dies resultiert aus der
Tatsache, dass Ménner in fast jedem Alter eine hohere Sterblichkeitsintensitdt haben als
Frauen (vgl. Abbildung 2.1). Der relative Unterschied in den Sterberaten hangt allerdings

vom Alter ab.

Hautfarbe und ethnische Herkunft

Auch mit Hautfarbe bzw. ethnischer Herkunft héingen Sterblichkeitsintensititen zusammen.
In den USA sind die altersspezifischen Sterberaten fiir Schwarze im Allgemeinen deutlich
hoher und fiir Menschen aller anderen Hautfarben oder ethnischer Gruppen deutlich nie-
driger als fiir Weie (WILLIAMS & COLLINS, 1995). Ahnlich wie die relativen Unterschiede
zwischen Ménnern und Frauen hingen die relativen Unterschieden in den Sterberaten jedoch

vom Alter ab.

Eine wesentliche Ursache fiir die beobachteten Unterschiede in der Sterblichkeit von Men-
schen verschiedener Hautfarben und ethnischer Gruppen sind laut WiLLiAMS & COLLINS
(1995) Unterschiede im soziookonomischen Status. Bei Beriicksichtigung des soziotkonomi-
schen Status verringern sich die Unterschiede in der Sterblichkeit und im Gesundheitszustand
deutlich (COOPER, 1993; KRIEGER & FEE, 1994; OTTEN ET AL., 1990), in manchen Stu-
dien sogar vollstindig (BAQUET ET AL., 1991; ROGERS, 1992). Auch PRESTON & TAUBMAN
(1994) kommen 7zu dem Schluss, dass der grofte Teil des Unterschieds in der Sterblichkeit
zwischen Schwarzen und Weifsen durch Unterschiede in sozio6konomischen Gréfsen wie Ein-

kommen und Bildung erklért werden kann.

2.1.1.2 Nicht demographische Faktoren

Sterblichkeit hingt auch mit einer Reihe von nicht demographischen Faktoren zusammen.

Dazu zahlen soziookonomische, genetische, verhaltensbedingte und andere Faktoren.

SozioGkonomische Faktoren

Soziodkonomischer Status ist im Allgemeinen deutlich negativ mit Sterblichkeit korreliert.
Der Zusammenhang wird normalerweise mit einer Reihe von soziodkonomischen Indikato-
ren wie Einkommen, Bildungsstand, Beruf, Familienstand und Haushaltsgrofie gemessen.
SORLIE ET AL. (1995) weisen fiir die USA anhand dieser Grofen hohere alters- und ge-
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schlechtsspezifische Sterblichkeit fiir Menschen ohne Arbeit, mit geringerem Einkommen,

geringerer Bildung und fiir Alleinstehende nach.

Als Ursachen fiir diesen Zusammenhang nennen WILLIAMS & COLLINS (1995) u.a. den
schlechteren Zugang zu und die unzureichende Nutzung von medizinischer Versorgung, ein
schlechteres Gesundheitsverhalten, schlechtere Arbeitsbedingungen sowie héhere Umweltri-
siken der soziobkonomisch benachteiligten Bevolkerungsgruppen. Obwohl der Kausalzusam-
menhang — fiihrt geringerer sozio6konomischer Status zu hoherem Sterblichkeitsrisiko oder
andersherum? — nicht ganz geklart ist, legen viele Studien nur einen geringen Einfluss der
Gesundheit auf den soziokonomischen Status nahe (vgl. WiLLiaMs & COLLINS, 1995).

Genetische Faktoren

Selbstversténdlich spielen auch genetische Faktoren eine wichtige Rolle fiir das Sterblich-
keitsrisiko eines Individuums. Wissenschaftler vermuten aufgrund von Zwillings- und Ver-
wandtschaftsstudien, dass genetische Faktoren ca. 25% der Unterschiede in der Lebensdauer
erklaren konnen (HERSKIND ET AL., 1996; TACHINE ET AL., 1998; MCGUE ET AL., 1993).

Verhaltensbedingte Faktoren

Dass verhaltensbedingte Faktoren die Sterblichkeit eines Individuums beeinflussen, ist an-
gesichts der vielseitigen Gesundheitsempfehlungen keine Uberraschung. Laut McGINNIS &
FOEGE (1993) zéhlen der Konsum von Tabak, Alkohol und Drogen, ungesundes Erndhrungs-,
Sport- und Sexualverhalten, Schusswaffen und Autounfille neben Keimen und Giftstoffen
zu den wichtigsten Risikofaktoren fiir Sterblichkeit. 1990 konnten iiber 40% aller Todesfille
in den USA diesen Faktoren zugerechnet werden (McGINNIS & FOEGE, 1993).

Den Einfluss von Rauchen auf die Sterblichkeit verdeutlicht auch WILLETS (2004). Er zeigt,
dass der sogenannte ,,UK cohort effect” — die Tatsache, dass in Grofibritannien die Sterblich-
keit der Geburtsjahrginge von 1925 bis 1945 deutlich stirker zuriickgegangen ist als die der
vorhergegangenen und nachfolgenden Geburtsjahrginge — u.a. durch das Rauchverhalten

dieser Jahrgénge zu erkldren ist.

Andere Faktoren

Es gibt eine Vielzahl weiterer Faktoren, mit denen die Sterblichkeit zusammenhéngt. Dazu
gehoren etwa der Zugang zu und die Qualitdt medizinischer Behandlung (CUTLER ET AL.,
2006). Oft bestehen dabei ein Zusammenhang zu anderen Faktoren oder Selektionseffekte.

Ein wichtiges Beispiel fiir letztere sind die Sterblichkeitsunterschiede zwischen der Allge-

meinbevolkerung und Versicherungsnehmern bzw. zwischen Versicherungsnehmern mit un-
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terschiedlichen Vertragsausgestaltungen. So haben Rentenversicherungsnehmer i.d.R. ein
geringeres Sterblichkeitsrisiko als die Allgemeinbevilkerung (vgl. fiir die USA z. B. BROWN
ET AL., 2000, Abbildung 1). Auch weisen Rentenversicherungsnehmer mit bestimmten Ver-
trigen — z.B. mit solchen, bei denen ein relativ grofier Teil des Barwertes durch spéte
Zahlungen erzielt wird oder die keine bzw. nur kurze Garantiezeiten haben — eine geringere
Sterblichkeit auf als Versicherungsnehmer ohne diese Vertragscharakteristika (FINKELSTEIN
& POTERBA, 2004). FINKELSTEIN & POTERBA (2004) fiihren dies auf Selektionseffekte

aufgrund von Informationsasymmetrien zuriick.

2.1.1.3 Abhingigkeiten zwischen Individuen

Obwohl Todeszeitpunkte verschiedener Individuen in der klassischen Lebensversicherungs-
mathematik normalerweise als von einander unabhéngige Zufallsvariablen modelliert werden,

gibt es Hinweise auf Abhéngigkeiten zwischen Individuen.

So weisen z. B. PARKES ET AL. (1969) nach, dass die Sterbewahrscheinlichkeit fiir Witwer
innerhalb der ersten sechs Monate nach dem Tod ihrer Frau um 40% hoher ist als die fiir ver-
heiratete Manner gleichen Alters erwartete Sterbewahrscheinlichkeit. Interessanterweise war
der relativ grofste Unterschied dabei bei der durch Herzprobleme bedingten Sterblichkeit zu
beobachten — ein weiterer Grund, warum diese Abhéngigkeit auch Broken-Heart-Phénomen

genannt wird.

2.1.1.4 Zeitliche Wirkung der Einflussfaktoren

Nach dem Zeitpunkt des Einflusses auf die Sterblichkeit kénnen die Einflussfaktoren der
Sterblichkeit auch in Perioden- und Kohorteffekte unterschieden werden.

Periodeneffekte sind soziotkonomische, verhaltensbedingte oder sonstige Effekte mit zeitna-
hem Einfluss auf die Sterblichkeit eines Individuums (LINDSTROM & DAVEY SMITH, 2007).7
Sie umfassen z.B. das Ausbrechen von Infektionen (ebd.), den medizinischen Fortschritt
(DOBLHAMMER, 2007) und das Rauch-, Ess- und Sportverhalten (ebd.), sofern diese Fakto-
ren einen direkten Einfluss auf die Sterblichkeit haben.

Kohorteffekte oder Geburtsjahreffekte hingegen bezeichnen langfristige Effekte auf die Sterb-
lichkeit, d.h. den Einfluss vergangener sozio6konomischer, verhaltensbedingter oder sonsti-
ger Faktoren auf das aktuelle und zukiinftige Sterblichkeitsrisiko eines Geburtsjahrgangs

"LiNDSTROM & Davey SmiTH (2007, S. 10) beschreiben Periodeneffekte als ,effects on health and survival
caused by health determinants ...with a short time period between exposure and health/disease outcome®.
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(LINDSTROM & DAVEY SMITH, 2007).% Zu ihnen gehéren z. B. die Risikofaktoren fiir nicht
ansteckende Krankheiten wie Krebs (WILLETS, 2004).

Aufgrund der linearen Abhingigkeit zwischen Geburtsjahr, Alter und Kalenderjahr sind
Kohorteffekte nicht leicht abzuschétzen. Dass die Art und Stérke der Effekte per Definition
geburtsjahrabhéngig sind und auferdem altersabhéngig zu sein scheinen (CAIRNS ET AL.,
2009), erschwert ihre Modellierung weiter. Im Allgemeinen wird durch Beriicksichtigung
von Kohorteffekten die Ubereinstimmung von Sterblichkeitsmodellen mit historischen Daten
aber erhoht (ebd.; CAIRNS ET AL., 2008b).

2.1.2 Entwicklung der Sterblichkeit

Die menschliche Sterblichkeit ist in den vergangenen Jahrhunderten extrem zuriickgegangen.
Die periodenbasierte Lebenserwartung bei Geburt wird z. B. flir das Mittelalter auf ca. 20
Jahre geschitzt (WIiLMOTH, 2000) und hat sich seitdem in vielen entwickelten Léndern
ungefihr vervierfacht (vgl. Tabelle 2.1).

Dieser Anstieg in der Lebenserwartung ist das Ergebnis eines Riickgangs in der Sterblich-
keitsintensitdt aller Altersklassen (vgl. Daten der HUMAN MORTALITY DATABASE, 2010).
Eine genauere Analyse der historischen Sterblichkeitsentwicklung zeigt, dass der Grad des
Sterblichkeitsriickgangs im Zeitablauf stark schwankt und — dhnlich wie Sterblichkeitsunter-
schiede zwischen Individuen — mit einer Reihe von Faktoren zusammenhéngt (ebd.). Fiir die
Sterblichkeitsmodellierung und die Bewertung von Sterblichkeitsderivaten stellt sich die Fra-
ge, ob auch in Zukunft mit einem Riickgang in der Sterblichkeit zu rechnen ist und wie stark
dieser ausfallen wird. BLAKE ET AL. (2008) unterscheiden drei verschiedene Auffassungen

dazu: die der Pessimisten, die der Optimisten und die der anderen Forscher.

Pessimisten wie OLSHANSKY ET AL. (1990, 2001, 2005), CARNES & OLSHANSKY (2007),
MizUNO ET AL. (2004) und LOLADZE (2002) meinen, dass die Lebenserwartung aufgrund
von verhaltens- oder umweltbedingten Faktoren wie Ubergewicht bzw. dem Anstieg an CO»
irgendwann nicht weiter steigen oder sogar sinken wird. In engem Zusammenhang zu dieser
Theorie steht der Glaube an eine natiirliche Begrenzung der Lebensdauer bzw. Lebenser-
wartung. Dazu gibt es laut WiLMOTH (1997, 2000) zwei Hypothesen: die Limited-Lifespan-
Hypothese und die Limit-Distribution-Hypothese.

Die Limited-Lifespan-Hypothese besagt, dass es eine maximale individuelle Lebensdauer

8Der Begriff Kohorteffekt stammt daher, dass verschiedene Geburtsjahrgéinge (englisch: ,birth cohorts®)
wahrend ihres Lebens unterschiedlichen Risiko- und Schutzfaktoren ausgesetzt sind (LinpDsTROM & Da-
VEY SMITH, 2007). Wenn die Faktoren alle Jahrginge in einer dhnlichen Weise betrifen, kénnten sie auch
als verzdgerte Periodeneffekte modelliert werden (HoBCRAFT ET AL., 1982).
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Lebenserwartung [Jahre]

Land Méinner Frauen Gesamt
Deutschland 77,2 82,3 80,0
Frankreich 77,4 84,4 81,1
Grofsbritannien 77,2 81,5 79,5
Niederlande 77,6 81,9 80,0
Norwegen 78,1 82,7 80,6
Schweden 78,7 82,9 81,0
USA 75,5 80,7 78,2
Japan 79,0 85,8 82,7

Tabelle 2.1: Periodenbasierte Lebenserwartung in ausgewahlten Industrieldndern, 2006
Quelle: HUMAN MORTALITY DATABASE (2010)

gibt, d. h. ein Alter, iiber das hinaus kein Individuum iiberleben kann. Da aber in der Ver-
gangenheit das beobachtete, maximale Alter gestiegen ist und Sterberaten im hohen Alter
zudem immer langsamer steigen, scheint diese These laut WILMOTH (1997, 2000) zu diesem
Zeitpunkt widerlegt. Im Gegensatz dazu besagt die Limit-Distribution-Hypothese, dass es
eine Grenzfunktion fiir die Dichtefunktion, Uberlebensfunktion und Sterblichkeitsintensitiit
gibt, der diese sich jeweils asymptotisch anndhern (ebd.). Sofern die Sterblichkeitsintensita-
ten fiir fast alle Lebensalter grofer Null sind, impliziert dies eine maximale durchschnittliche

Lebensdauer, also eine maximale Lebenserwartung.

Die Interpretation dieser Hypothese ist nicht ganz einfach: Die Grenzfunktion kénnte auf-
grund bestimmter fundamentaler biologischer oder umweltbedingter Faktoren gegeben sein
(WILMOTH, 1997). Diese Interpretation ist jedoch schwierig, wenn die Grenzfunktion abhén-
gig von der jeweiligen Referenzbevolkerung ist oder sich aufgrund genetischer oder umweltbe-
dingter Faktoren verdndert (ebd.). AuRerdem lasst sich diese Limit-Distribution-Hypothese
nur schwer nachweisen, da sich weder eine Verlangsamung des Riickgangs in den Sterb-
lichkeitsraten noch eine signifikante, negative Korrelation zwischen der absoluten Hoéhe der
Sterblichkeitsrate und ihrer Verbesserungsrate in verschiedenen Lindern beobachten l&sst
(VAUPEL, 1998; WILMOTH, 1997). WILMOTH (1997, 2000) schlieft daraus, dass eine Ober-
grenze fiir die menschliche Lebenserwartung zwar existieren kann, aber derzeit nicht in Sicht
ist.

Dies entspricht auch der Auffassung der Optimisten um Vaupel und Tuljapurkar (VAUPEL
ET AL., 1998, OEPPEN & VAUPEL, 2002, TULJAPURKAR ET AL., 2000 und TULJAPURKAR,

2005). Sie extrapolieren die Sterblichkeit auf Basis historischer Daten. Im Gegensatz dazu
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stehen andere Forscher wie DE GREY (2006) dem Extrapolationsansatz zwar kritisch gegen-
iiber, halten es aber fiir moglich, dass die Lebenserwartung z. B. aufgrund von Fortschritten

in der medizinischen Forschung weiter stark steigt.

2.2 Klassifizierung von Sterblichkeitsmodellen

Die bisher zur Bewertung von Sterblichkeitsderivaten vorgeschlagenen Modelle lassen sich

hinsichtlich ihres Bewertungsansatzes und ihrer Modellstruktur klassifizieren.

Die Darstellung beschrinkt sich auf Sterblichkeitsmodelle, die zur Bewertung von Sterb-
lichkeitsderivaten vorgeschlagen wurden oder bei denen dies aufgrund ihrer Ahnlichkeit
zu anderen Bewertungsmodellen grundsdtzlich mdglich scheint. Insbesondere werden kei-
ne Sterblichkeitsgesetze und keine deterministischen Sterblichkeitsmodelle betrachtet. Auch
stochastische Modelle, die zwar in anderen Disziplinen wie der epidemiologischen Forschung
erfolgreich eingesetzt werden, aber fiir die Bewertung von Sterblichkeitsderivaten weniger
geeignet erscheinen, werden bewusst ausgeklammert. Fiir einen weiter gefassten Uberblick
sei statt dessen auf TABEAU ET AL. (2001) verwiesen.

2.2.1 Bewertungsansatz

Nach COCHRANE (2005, S.xiiif.) konnen Bewertungsmodelle grundsétzlich nach ihrem Ziel
in normative und positive Modelle sowie nach ihrem grundlegenden Ansatz in absolute
und relative Modelle unterteilt werden. Wiahrend positive Modelle dazu dienen, tatsichliche
Preise zu beschreiben und zu erkldren, treffen normative Modelle eine Aussage dariiber,
wie hoch Preise sein sollten (ebd.). Schon aufgrund des sehr begrenzten Markts und der
daher nur wenigen beobachtbaren Marktpreise verfolgen alle aktuellen Bewertungsmodelle

fiir Sterblichkeitsderivate einen normativen Ansatz.

Absolute Modelle bewerten Finanzinstrumente auf Basis ihres Bezugs zu fundamentalen
makrodkonomischen Risiken, wihrend relative Modelle dazu die Preise anderer Instrumente
heranziehen (ebd.). Die Grenze zwischen beiden Modellkategorien ist fliefend und so lassen
sich auch die meisten Bewertungsmodelle fiir Sterblichkeitsderivate nicht einem der beiden

Extrema zuordnen.’

9Gute Beispiele fiir rein absolute Modelle sind solche, die nur auf Gleichgewichts- oder Nutzeniiberlegun-
gen beruhen. Oft werden jedoch weitere Annahmen zu Marktprdmien und Betas bendtigt (z. B. FRIEDBERG
& WEBB, 2006). Ahnlich kénnen nur auf Arbitrageargumenten basierende Modelle als Reinform der relativen
Modelle aufgefasst werden (z. B. BAUER, 2008, Kapitel 2). Die meisten Arbitragemodelle erfordern jedoch
zusdtzlich Annahmen zum Marktpreis des Risikos und liegen damit ebenfalls zwischen beiden Extrema.
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Zu den eher absoluten Modellen gehoren Gleichgewichtsmodelle und nutzenbasierte Modelle.
Beispiele sind der Capital-Asset-Pricing-Model- und Consumption-Capital-Asset-Pricing-
Model-Ansatz (CAPM- bzw. CCAPM-Ansatz) von FRIEDBERG & WEBB (2006) und die
Indifferenzmodelle von LUDKOVSKI & YOUNG (2008) und EGaMI & YOUNG (2007).

Die eher relativen Modelle umfassen ausschlieflich Arbitragemodelle. Sie stellen den mit
Abstand grofiten Teil der Bewertungsmodelle fiir Sterblichkeitsrisiken und sollten, sobald der
Markt fiir Sterblichkeitsderivate weiter entwickelt ist, leichter an Marktdaten kalibrierbar
sein als absolute Modelle. Auf sie werden sich die weiteren Ausfithrungen beschrénken.

Analog zu Zinsstrukturmodellen lassen sich Arbitragemodelle grob in Short-Rate-Modelle,
Forward-Rate-Modelle und Marktmodelle einteilen (CAIRNS ET AL., 2006a; vgl. auch Ka-
pitel 3.2).1° Die Bewertung erfolgt dabei stets durch Bildung von Erwartungswerten unter
einem sogenannten dquivalenten Martingalmafs. Arbitragemodelle kdnnen daher hinsichtlich
ihres Bewertungsansatzes anhand dreier weiterer Kriterien eingeteilt werden: die Annahme
zur Vollstdndigkeit des Markts bzw. der Eindeutigkeit des Martingalmafies, die Methode
zur Bestimmung von Erwartungswerten unter dem Martingalmaf und die Quelle der zur

Kalibrierung des Martingalmafses verwendeten Marktpreise.

2.2.1.1 Vollstiandigkeit des Markts

Ein vollstdndiger, arbitragefreier Markt impliziert nach dem fundamentalem Asset-Pricing-
Theorem fiir einen gegebenen Numéraire die Existenz eines einzigen zum realen Mafs dqui-
valenten Martingalmafies, anhand dessen sich Finanzinstrumente dann eindeutig bewerten
lassen (DELBAEN & SCHACHERMAYER, 1994; HARRISON & PLISKA, 1981). Da der Markt fiir
Sterblichkeitsrisiken in seiner heutigen Form eindeutig als unvollstdndig anzusehen ist, geht
nur ein sehr kleiner Teil der Arbitragemodelle von seiner Vollsténdigkeit aus (explizit z. B.
BAUER, 2008, Kapitel 2.1).1! Aufgrund der nur begrenzt vorhandenen Marktdaten dient
diese Annahme zudem eher grundsitzlichen, theoretischen Uberlegungen als praktischen
Bewertungen (ebd., Kapitel 2.4).

In einem arbitragefreien, aber unwvollstindigen Markt hingegen existieren bei gegebenem
Numéraire verschiedene dquivalente Martingalmafe (DELBAEN & SCHACHERMAYER, 1994;
HARRISON & PLISKA, 1981), die mit bestehenden Marktpreisen vereinbar sind. Sofern sich

ein bestimmtes Derivat nicht mit Hilfe von anderen Instrumenten replizieren lasst, stellt die

10CAIRNS ET AL. (2006a) nennen positive Sterblichkeitsmodelle als vierte Modellkategorie. Bisher ist
hierfiir jedoch noch kein konkretes Modell vorgeschlagen worden.

1 Die meisten Forward-Rate- und Marktmodelle gehen allerdings von der Existenz bestimmter Derivate
aus (i.d.R. Nullkouponlanglebigkeitsanleihen oder investment- und sterblichkeitsabhéingige Anhleihen), die
am Markt so noch nicht gehandelt werden.
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Auswahl eines spezifischen dieser Mafie daher eine weitere zur Bewertung von Sterblichkeits-

risiken notwendige Modellannahme dar.

2.2.1.2 Methode zur Bestimmung von Erwartungswerten

Zur Bestimmung der Erwartungswerte unter dem betrachteten dquivalenten Martingalmafs
gibt es in der Literatur zwei Verfahren: Entweder erfolgt die Modellierung der erforderlichen
Variablen unter dem realen Mafi mit anschliefender Transformation zum Martingalmaf;
oder die Modellierung erfolgt direkt unter dem Martingalmaf, nachdem die zur Kalibrierung
erforderlichen Datenpunkte im Markt beobachtet oder ggf. durch Transformation vom realen

Maf bestimmt wurden.

Da die Kalibrierung des Modells unter dem dquivalenten Martingalmaf durch die nur be-
grenzt vorhandenen Marktdaten erschwert wird, verfolgen die meisten Modelle den ersten
Ansatz (z.B. BLAKE ET AL., 2006b; CHEN & CoX, 2007; Cox & LiN, 2007; COX ET AL.,
2006; DAWSON ET AL., 2007; DOWD ET AL., 2006; KORN ET AL., 2006; LN & Cox, 2005,
2008). Der zweite Ansatz ist aber in Forward-Rate- und Marktmodellen iiblich (z. B. BAUER
ET AL., 2008; BAUER & RuUss, 2006; CAIRNS ET AL., 2006a; MILTERSEN & PERSSON, 2006;
OLIVIER & JEFFERY, 2004; SMITH, 2005).

Fiir einen Mafswechsel vom realen zum Martingalmaf (oder andersherum) werden zurzeit
zwei Methoden genutzt (BAUER ET AL., 2010; BLAKE ET AL., 2006b): die sogenannte Wang-
Transformation und die Modellierung eines Marktpreises des Risikos.

Die Wang-Transformation (WANG, 1996, 2000, 2002) verzerrt die reale Verteilungsfunktion
des stochastischen Todeszeitpunktes mit Hilfe eines parametrischen Verzerrungsoperators zu
einer dquivalenten Verteilungsfunktion unter dem Martingalmafs. Diese wird dann zur Be-
wertung herangezogen.'? Die Transformation besticht durch ihre Einfachheit — es kénnten
sogar in deterministischen Modellen projizierte Sterbewahrscheinlichkeiten direkt in Wahr-
scheinlichkeiten unter dem #quivalenten Martingalmafl tibersetzt werden — und wird von
einer Reihe von Autoren zur Bewertung von Sterblichkeitsderivaten verwendet (erstmals
von LIN & CoX, 2005; danach z.B. von CHEN & Cox, 2007; Cox & LN, 2007; Cox
ET AL., 2006; DAWSON ET AL., 2007; DOWD ET AL., 2006; LIN & Cox, 2008).

2Der Verzerrungsoperator der Ein-Faktor-Wang-Transformation hat die Form g,\Wang(u) =
©(®(u) — Awang), wobei der Parameter Awang oft ebenfalls als Marktpreis des Risikos interpretiert
und bezeichnet wird. Die Zwei-Faktoren-Wang-Transformation wahlt als Verzerrungsoperator gx,.. (u) =
\I/(<I>_1(u) — )\Wang), basierend auf der Student-t-Verteilung W, und beriicksichtigt dadurch die Parame-
terunsicherheit in der geschétzten Verteilungsfunktion (LN & Cox, 2008). In beiden Féllen wird die Vertei-
lung FQ(t) des Todeszeitpunktes 7 unter dem Aquivalenten Maf aus der realen Verteilung F(t) := P(r < t)
bestimmt durch FQ(t) := Irwang F) () = Gawang (F(1))-
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Der Ansatz wird aber aus mehreren Griinden kritisiert: Zum einen ist nicht klar, wie sich
ein in sich schliissiges Modell aus unterschiedlichen Transformationen fiir unterschiedliche
Altersgruppen ergibt (CAIRNS ET AL., 2006a). Zum anderen zeigt PELSSER (2008), dass die
Wang-Transformation bei allgemeinen stochastischen Prozessen nicht mit arbitragefreien
Preisen vereinbar ist und somit entgegen der Behauptung von WANG (2002) kein allgemein

giiltiges ,,Framework” zur Bewertung von Finanz- und Versicherungsrisiken darstellt.

Als Alternative zur Wang-Transformation ermdglicht die Modellierung eines Marktpreises
des Risikos den Mafiwechsel vom realen zum &quivalenten Martingalmaf. Bei auf Wiener
Prozessen basierenden Prozessen ist die Radon-Nikodym-Ableitung (N1kODYM, 1930) durch
die Girsanov-Dichte gegeben (GIrRsANOV, 1960), wobei der zugrunde liegende adaptierte
Prozess den zu modellierenden Marktpreis des Risikos darstellt. In den bisherigen Bewer-
tungsmodellen fiir Sterblichkeitsderivate (z. B. BLAKE ET AL., 2006b; KORN ET AL., 2006)
wird er als konstant angenommen, da die Kalibrierung angesichts der begrenzten Marktdaten
sich ohnehin schwierig darstellt (BLAKE ET AL., 2006b).13

2.2.1.3 Quelle der verwendeten Marktpreise

Unabhéngig vom Ansatz, der zur Bestimmung der Erwartungswerte unter dem dquivalenten
Martingalmaf gewahlt wird, ben6tigen Arbitragemodelle Marktpreise — sei es zur direkten
Bestimmung von erforderlichen Gréfsen unter dem Martingalmafs oder zur Kalibrierung des

Marktpreises des Risikos bzw. des Wang-Parameters.

Da es bisher nur eine Handvoll Sterblichkeitsderivate mit 6ffentlich zuginglichen Daten gibt
und diese Daten nicht zwingend zur Bewertung anderer Sterblichkeitsderivate verwendbar
sind," nutzen viele Modelle Marktdaten aus dem Primdrversicherungsmarkt. Dabei handelt
es sich um Preise fiir Lebensversicherungen und Annuitaten, ggf. adjustiert um Zuschlage
fiir Verwaltungskosten (z.B. LIN & CoX, 2005). Preise aus dem Rickversicherungsmarkt
wurden bisher noch nicht genutzt — eventuell aufgrund fehlenden Datenzugangs, unzurei-

chenden Detaillevels oder der z. B. durch Schwankungen der Kapitalbasis bedingten, starken

I3BAYRAKTAR, MILEVSKY, PROMISLOW & YouNG schlagen einen Sharpe-Ratio-Ansatz fiir den Wechsel
zum Martingalmaf vor (BAYRAKTAR ET AL., 2009; MILEVSKY ET AL., 2006; YouNg, 2008). BauEr (2008,
Kapitel 3.2.1, S.104) zeigt jedoch, dass dieser scheinbar alternative Ansatz im Falle einer deterministischen
augenblicklichen Sharpe Ratio mit der Annahme eines konstanten Marktpreises des Risikos iibereinstimmt.

141nsbesondere fehlen Marktdaten fiir Langlebigkeitsderivate, da es sich bei den einzigen erfolgreich ausge-
gebenden und 6ffentlich gemachten Derivaten um Katastrophenanleihen fiir kurzfristge Sterblichkeitsrisiken
handelt und daraus gewonnene Informationen zum Martingalmaf nicht unbedingt fiir Langlebigkeitsrisiken
genutzt werden konnen (vgl. MILTERSEN & PERsSON, 2006). Doch auch fiir die Bewertung kurzfristiger Sterb-
lichkeitsrisiken besteht die Problematik, dass sich vorhandene Marktdaten und die impliziten Marktpreise
des Risikos streng genommen nur auf den jeweiligen Zeitpunkt und die jeweils zugrunde gelegte Referenz-
bevélkerung beziehen, d.h. insbesondere die jeweilige Kombination von Geschlechtern, Altersgruppen und
Léandern.
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Preiszyklizitat im Riickversicherungsmarkt.

Statt dessen ziehen manche Autoren andere Mdirkte wie die fiir Aktien und Unternehmens-
anleihen als Vergleichsgrofe oder Grundlage fiir Marktpreise des Risikos heran, obwohl die
Vergleichbarkeit und Eignung durch die Andersartigkeit des Risikos nur bedingt gegeben ist
(BAUER ET AL., 2010). Mit der weiteren Entwicklung des Markts fiir Sterblichkeitsderivate,
z.B. auf Basis von Sterblichkeitsindizes, sollten jedoch zunehmend mehr Marktdaten zur

Bewertung von Sterblichkeitsderivaten zur Verfiigung stehen.

2.2.2 Modellstruktur

Wie bereits festgestellt, erfolgt die Bewertung von Sterblichkeitsderivaten bei Arbitrage-
modellen durch die Bildung von Erwartungswerten unter dem sogenannten &quivalenten
Martingalmaf. Dazu sind sowohl die Prozesse der jeweils modellierten Variablen als auch

eventuelle Abhéngigkeiten zu spezifizieren.

2.2.2.1 Modellierung einzelner Variablen

Bei der Bewertung von Sterblichkeitsderivaten sind alle fiir den Wert wesentlichen Fakto-
ren zu beriicksichtigen, zu denen — abhéngig von der Struktur des Derivats — biometrische
Risiken, Finanzmarktrisiken und ggf. weitere Risiken wie Anderungen in der Referenzbevol-
kerung gehoren. Dies kann durch Modellierung der theoretisch zugrunde liegenden Faktoren
— bei den betrachteten Sterblichkeitsderivaten vor allem Sterblichkeit und Zinsen — oder
durch Modellierung von am Markt beobachteten und durch dieselben Faktoren beeinfluss-
ten Grofen geschehen. Analog zu Zinsstrukturmodellen werden Modelle des ersten Ansatzes
grob in Short-Rate- und Forward-Rate-Modelle unterteilt und Modelle des zweiten Ansat-
zes als Marktmodelle bezeichnet. Bei Sterblichkeitsmodellen geht diese Unterscheidung auf
CAIRNS ET AL. (2006a) zuriick.

Short-Rate-Modelle

Short-Rate-Modelle modellieren die Entwicklung der aktuell wirkenden Sterblichkeit und
— sofern erforderlich — die des Momentanzinses. Als Sterblichkeitsgrofie wihlen sie meist
die Sterblichkeitsintensitét bzw. Sterberate (BROUHNS ET AL., 2002; CHEN & CoX, 2007;
Lee & CARTER, 1992; RENSHAW & HABERMAN, 2003a, 2006) und in manchen Fillen
die einjihrige momentane Sterbe- oder Uberlebenswahrscheinlichkeit (z. B. CAIRNS ET AL.,
2006b, 2008b, 2009).

Mogliche Ausgangspunkte fiir die Sterblichkeitsmodellierung bilden stochastische Sterblich-
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keitsmodelle aus anderen Fachbereichen und Modellansitze aus der Finanzmathematik. Im
ersten Fall bieten sich grundsatzlich Modelle aus der epidemiologischen und der demogra-
phischen Forschung, im zweiten Fall z. B. Zins- oder Kreditmodelle an. Eine klare Trennung

zwischen demographischen und finanzmathematischen Modellen ist nicht immer méglich.

Epidemiologische Modelle

Epidemiologische Modelle modellieren Sterblichkeit in sogenannten Makro- bzw. Mikromo-
dellen entweder mit Hilfe von Risikofaktoren oder auf Basis von Krankheits- und Alterungs-
prozessen (VAN DEN BERG JETHS ET AL., 2001; KEILMAN, 2003). Insbesondere Makromo-
delle beriicksichtigen neben demographischen Faktoren auch nicht demographische Faktoren
(KEILMAN, 2003, S.24f.). Die Entwicklung der zukiinftigen Sterblichkeit hingt wesentlich
von der Entwicklung der gewéhlten Erklarungsvariablen ab.

Aufgrund ihrer anderen Fragestellung — der Fokus liegt auf Gesundheitsrisiken und deren
Implikationen —, der schwierigen Datenlage und des komplexen Zusammenspiels unterschied-
licher Faktoren bzw. Prozesse, sind epidemiologische Modelle nur bedingt zur Bewertung von
Sterblichkeitsderivaten geeignet. Ihr grundlegender Ansatz wurde nur von SHYU & CHANG
in einem recht einfach gehaltenen Faktormodell zur Bewertung eines Sterblichkeitsderivats,

einer hypothetischen Collateralized Insurance Obligation, genutzt.

Demographische Modelle

Im Gegensatz zu epidemiologischen Modellen versuchen demographische Modelle nicht, die
der Sterblichkeit zugrunde liegenden Prozesse und Risiken zu modellieren, sondern die Sterb-
lichkeitsentwicklung der Vergangenheit zu beschreiben und sie fiir die Zukunft durch Extra-
polation oder Interpolation zu einem Zielwert zu modellieren (KEILMAN, 2003; TABEAU,
2001). Dies kann auf Basis der aggregierten oder nach Todesart differenzierten Sterblichkeit
geschehen (CONTINUOUS MORTALITY INVESTIGATION, 2004).

Zur Bewertung von Sterblichkeitsderivaten werden demographische Modelle herangezogen,
die auf dem (vermeintlich) objektiveren Extrapolationsansatz beruhen und nicht nach To-
desursache differenzieren. Der Extrapolationsansatz steht im Einklang mit dem Glauben an
einen weiteren Riickgang in der Sterblichkeit und an eine fehlende positive Untergrenze fiir
die Sterblichkeitsintensitaten (vgl. Kapitel 2.1.2).

Die Modelle verwenden meist Zeitreihenmethoden,'® um die altersspezifische Sterblichkeits-
intensitdt bzw. Sterberate und in manchen Féllen auch die altersspezifische, einjahrige

I5Fin alternativer Ansatz ist der P-Splines-Ansatz (Penalized-Splines-Ansatz) von CUrrie (2006) und
CURRIE ET AL. (2004), in dem die Sterblichkeitsintensitit mit Hilfe von B-Spline-Basisfunktionen modelliert
und fehlende Glitte in den geschitzten Parametern ,bestraft* (englisch: ,penalized”) werden.
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Sterbe- oder Uberlebenswahrscheinlichkeit zu modellieren. Die Altersstruktur ist dabei ent-
weder durch ein Sterblichkeitsgesetz (z.B. MILEVSKY & PROMISLOW, 2001) oder durch
alters- und ggf. geschlechtsspezifische Koeffizienten gegeben (z. B. BROUHNS ET AL., 2002;
CAIRNS ET AL., 2008b, 2009; LEE & CARTER, 1992; RENSHAW & HABERMAN, 2003a, 2006).
Durch Koeffizienten lassen sich neben demographischen Faktoren auch Kohorteffekte leicht
beriicksichtigen; nicht demographische Faktoren werden dagegen {iblicherweise vernachlés-
sigt.

Die wichtigsten Zeitreihenmodelle gehen auf LEE & CARTER (1992) zuriick (vgl. auch Ka-
pitel 2.3). Sie modellieren die logarithmierte, altersspezifische Sterberate mit Hilfe von kon-
stanten, altersspezifischen Koeffizienten und einem allgemeinen, stochastischen Zeitindex.
Das Modell wurde vielfach erweitert (vgl. auch LEE, 2000), z.B. um eine Differenzierung
nach Geschlechtern (CARTER & LEE, 1992), eine Poisson- statt Gauf’sche Fehlerstruktur
(BROUHNS ET AL., 2002), einen zweiten Zeitindex (RENSHAW & HABERMAN, 2003b), um
Kohorteffekte (RENSHAW & HABERMAN, 2006) und um permanente oder voriibergehende
Spriinge (CHEN & Co0X, 2007). Dariiber hinaus formulieren Birris ET AL. (2005a, 2010)
und BIFF1S & DENUIT (2006) es in stetiger statt diskreter Zeit.

Eine andere Klasse von ebenfalls diskreten Zeitreihenmodellen basiert auf CAIRNS ET AL.
(2006b). Im Gegensatz zu LEE & CARTER (1992) modellieren sie die einjidhrige Sterbe-
wahrscheinlichkeit und parametrisieren die Altersstruktur in Anlehnung an das Sterblich-
keitsgesetz von PERKS (1932). Der Logit der altersspezifischen Sterbewahrscheinlichkeit er-
gibt sich als Summe zweier Zeitindizes, von denen einer mit dem Altersunterschied zum
Durchschnittsalter gewichtet wird. Erweiterungen des Modells beriicksichtigen verschiede-
ne Kohort- und Kriimmungseffekte (CAIRNS ET AL., 2008b, 2009). Eine Vielzahl weiterer
zeitreihenbasierter Sterblichkeitsmodelle existiert (z.B. BABEL ET AL., 2007, speziell fiir
deutsche Daten).

Angesichts der urspriinglich rein demographischen Fragestellung erfolgt die Modellierung bei
den beschriebenen Zeitreihenmodellen zunéchst und oft ausschlieflich unter dem realen Maf.
Ein Mafwechsel ist jedoch mit Hilfe des Marktpreises des Risikos und — unter Beachtung
der durch PELSSER (2008) nachgewiesenen Einschrankung — mit Hilfe der Wang-Transforma-
tion moglich. Zwar haben bisher nur wenige Autoren (z. B. CAIRNS ET AL., 2006b; CHEN &
Cox, 2007) den Mafswechsel vorgenommen und das jeweilige Modell zur Bewertung genutzt;
unter dem realen Mafs wurden Zeitreihenmodelle jedoch sehr erfolgreich fiir verschiedens-
te Zeitrdume und Lénder an historischen Sterblichkeitsdaten kalibriert (vgl. z.B. CAIRNS
ET AL., 2009, und CAIRNS ET AL., 2008b, fiir einen qualitativen und quantitativen Vergleich
der wichtigsten Modelle fiir Grofbritannien und die USA).
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Finanzmathematische Modelle

Ausgangspunkt fiir die Anwendung von finanzmathematischen Modellen zur Sterblichkeits-
modellierung ist neben der Handhabbarkeit und Erfahrung mit entsprechenden Bewertungs-
modellen vor allem die modelltechnische Ahnlichkeit zwischen der momentanen Sterblich-
keitsintensitéit und finanziellen Grofien wie der momentanen Default Rate, dem Momentan-
zins oder Aktienkursen. Die wesentlichen Ahnlichkeiten zu den genannten Groken bestehen
in der Stochastizitdt und der Nichtnegativitit; aber auch die grundlegenden Unterschiede
wie z. B. die im Vergleich zur Default-Rate- und Zins-Entwicklung fehlende Mean Reversion

oder Abhéngigkeiten zwischen verschiedenen Altersgruppen miissen beachtet werden (ebd.).

Aus diesem Grund werden manchmal nur der Modellansatz (z. B. die Verwendung affiner
Prozesse in BIrris, 2005; Birris & MILLOSSOVICH, 2006; DAHL, 2004) aus anderen Berei-
chen der Finanzmathematik iibernommen und zur konkreten Modellspezifikation Anderun-
gen vorgenommen oder sogar auf demographische Modelle (vor allem Sterblichkeitsgesetze
wie in MILEVSKY & ProMisLow, 2001) zuriickgegriffen. Deshalb kann auch die Trennung
zwischen eher finanzmathematischen und eher demographischen Modellen schwerfallen. Wie
demographische Modelle beriicksichtigen finanzmathematische Modelle i. d. R. demographi-
sche Faktoren und folgen einem extrapolativen Ansatz; nicht demographische Faktoren hin-

gegen werden normalerweise vernachléssigt.

Die wichtigsten finanzmathematischen Sterblichkeitsmodelle werden im Folgenden vorge-
stellt und ihre Verbindungen zu Kredit-, Zins-, Aktien- und affinen Modellen diskutiert.

Eine Verbindung zwischen Sterblichkeit und Kreditmodellen stellen u.a. MILEVSKY & PRO-
MISLOW (2001) explizit her. Sie interpretieren Kapitallebensversicherungen als ausfallgefahr-
dete Anleihen und die Sterblichkeitsintensitit als Harzard Rate. Letztere modellieren sie in
stetiger Zeit auf Basis einer stochastischen Version des Sterblichkeitsgesetzes von GOMPERTZ
(1825). Der stochastische Teil der altersabhingigen Komponente des Gompertz-Gesetzes
folgt dabei einer zum Mittelwert, zuriickkehrenden Brown’schen Bewegung. Die Modellierung

erfolgt unter dem risikoneutralen Maf; das Modell wird nicht an Marktdaten kalibriert.

DAHL (2004) verallgemeinert den Ansatz von MILEVSKY & PROMISLOW (2001) und mo-
delliert die altersspezifische Sterblichkeitsintensitdt zunéchst als allgemeinen, mehrdimen-
sionalen Diffusionsprozess. Dann beschriankt er sich auf affine Modelle und modelliert die
altersspezifische Sterblichkeitsintensitit analog zum auf CoX ET AL. (1985) aufbauenden
Zinsmodell von HULL & WHITE (1990). Die Sperzifizierung erfolgt zunéchst unter dem rea-
len Mafs, der Wechsel zum Martingalmaf iber den Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos.

BIFFIS (2005) erweitert den affinen Modellansatz von DAHL (2004) und erlaubt Spriinge. Er
formuliert den Ansatz direkt unter dem risikoneutralen Maf und leitet, aufbauend auf den
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Ergebnissen von Kreditmodellen, geschlossene Losungen fiir verschiedene standardméfige
Versicherungsprodukte ab. Er schlégt zwei konkrete, zum Mittelwert zuriickkehrende Pro-
zesse fiir die Sterblichkeitsintensitit vor. Aufbauend auf BIFFIS (2005), leiten BIFFIS &
MILLOSSOVICH (2006) geschlossene Losungen fiir den Wert einer Option auf eine Leibrente
mit festgelegtem Annuitdtenfaktor her. Weder DAHL (2004) noch BIFFIs (2005) und BIF-
FIS & MILLOSSOVICH (2006) kalibrieren ihre Modelle. Weitere affine Sterblichkeitsmodelle
stammen z. B. von SCHRAGER (2006), der sein Modell auf niederléndische Sterblichkeitsda-
ten anwendet, und von LUCIANO & VIGNA (2005), die die gingige Mean-Reversion-Annahme

umgehen.

Einen etwas anderen, aber ebenfalls finanzmathematischen Ansatz, der an einfache Aktien-
kursmodelle erinnert, wihlt die Forschergruppe um Cox. Sie modelliert die einjdhrige, alters-
iibergreifende Sterbewahrscheinlichkeit (Cox ET AL., 2006; LiN & CoX, 2008) bzw. einen
mehrjihrigen altersspezifischen Uberlebensindex (LIN & CoX, 2007) als eine geometrische
Brown’sche Bewegung mit Spriingen. COX ET AL. (2006) beriicksichtigen dabei eine Kor-
relation in der Sprungkomponente verschiedener Lander; LiN & Cox (2008) beschrinken
den Effekt eines Sprungs auf eine Zeitperiode. Im Gegensatz zu Aktienkursmodellen er-
folgt die Modellierung unter dem realen Mafs. Fiir den Mafswechsel verwenden die Autoren
die Ein-Faktor-, die Zwei-Faktoren- bzw. die bivariate Wang-Transformation und berechnen
den Wang-Parameter mit Hilfe der Preise der Katastrophen- und Langlebigkeitsanleihen von

Swiss Re bzw. der European Investment Bank.

Forward-Rate-Modelle

Forward-Rate-Modelle modellieren die Entwicklung der momentanen Forward-Sterblich-
keitsintensitéit und des Terminzinses. Ahnlich wie bei den meisten Short-Rate-Modellen wird
dabei nur die aggregierte Sterblichkeitsintensitét modelliert; Todesursachen und epidemio-

logische Risikofaktoren oder Prozesse werden nicht betrachtet.

Die Modelle beriicksichtigen i.d. R. demographische Faktoren; sie vernachlassigen nicht de-
mographische Faktoren oder modellieren sie nicht explizit. Eine grundsétzliche Aussage zur
Entwicklung der Sterblichkeit in Forward-Rate-Modellen féllt schwer, da sie zum einen nur
selten an tatsédchlichen Daten kalibriert wurden und zum anderen die Entwicklung unter

dem Martingalmaf durch die Drift-Bedingung impliziert wird.

Der Forward-Rate-Ansatz geht auf das Modell von HEATH ET AL. (1992) zur Zinsstruktur-
modellierung zuriick (vgl. Kapitel 3.2.2). Fiir die Sterblichkeitsmodellierung wurde er zuerst
von CAIRNS ET AL. (2006a) vorgeschlagen und dann sukzessive von MILTERSEN & PERSSON
(2006), BARBARIN (2008) und der Forschergruppe um BAUER erweitert und spezifiziert.
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In allen Féllen wird die Forward-Sterblichkeitsintensitit dhnlich definiert und modelliert
wie der Terminzins im urspriinglichen Modell von HEATH ET AL. (1992): Sie stellt i. d. R.
die augenblickliche Verinderung des logarithmierten Preises einer (hypothetischen) Nullkou-
ponlanglebigkeitsanleihe mit der Laufzeit dar, adjustiert um den entsprechenden Terminzins
(vgl. BAUER, 2008, Kapitel 2.1; BAUER ET AL., 2010, 2008; BAUER & Russ, 2006).'¢ Die
Forward-Sterblichkeitsintensititen aller Laufzeiten werden in stetiger Zeit auf Basis einer

gef. mehrdimensionalen Brown’schen Bewegung modelliert.!”

MILTERSEN & PERSSON (2006) erlauben hier als erste eine Abhingigkeit zwischen der
Forward-Sterblichkeitsintensitdt und dem Terminzins. BARBARIN (2008) ergénzt dies um
eine Abhéngigkeit von den tatsichlich realisierten Sterblichkeitsraten der zugrunde liegen-
den Referenz- und der gesamten Bevolkerung und modelliert zeitgleich die Term Structures

flir verschiedene, moglicherweise heterogene Referenzbevilkerungen.

Mit Hilfe der Martingaleigenschaft lésst sich dann fiir den jeweils definierten Intensitatspro-
zess die Drift-Bedingung ableiten. Wie im klassischen Modell von HEATH ET AL. (1992) ist
der Drift unter dem Martingalmafs durch die Volatilitétsstruktur definiert.

Die Kalibrierung erweist sich bei Forward-Rate-Modellen als schwierig. In den meisten Fal-
len erfolgt die Modellierung direkt unter dem risikoneutralen Mafs, so dass zur Kalibrierung
zwar nur die urspriinglichen risikoneutralen Forward-Intensitdten und die Volatilitdtsstruk-
tur benodtigt werden. Doch auch wenn es verschiedene Ideen zur Kalibrierung gibt (vgl.
insbesondere BAUER ET AL., 2008; BAUER & RuUSsS, 2006; MILTERSEN & PERSSON, 2006),
liegt aufgrund der wenigen Marktdaten in der Praxis genau hier die Schwierigkeit. Zu den
wenigen Autoren, die zunéichst unter dem realen Maft modellieren und dann zum risikoneu-

tralen Mafs wechseln, gehdren BAUER ET AL. (2010).

Marktmodelle

Im Gegensatz zu Short- und Forward-Rate-Modellen modellieren Marktmodelle nicht die
zugrunde liegenden Risiken, sondern nur die (theoretisch) am Markt beobachtbaren Grofsen.
Der Ansatz geht insofern auf den Ansatz von BRACE ET AL. (1997), MILTERSEN ET AL.
(1997) und JAMSHIDIAN (1997) zur Zinsstrukturmodellierung zuriick. Zur Modellierung von

16CAIRNS ET AL. (2006a) definieren die Forward-Sterblichkeitsintensitit urspriinglich als Ableitung des
logarithmierten risikoneutralen Erwartungswertes des Uberlebensindex nach der Laufzeit. Bei der von ihnen
getroffenen Annahme der Unabhingigkeit zwischen Sterblichkeit und Zinsen entspricht dies der angegebenen,
allgemeineren Definition. BARBARIN (2008) verzichtet in seiner Definition auf die Subtraktion des Termin-
zinses und modelliert damit die Summe aus der oben genannten Forward-Sterblichkeitsintensitdt und dem
Terminzins. Lediglich MILTERSEN & PERssoN (2006) wihlen einen deutlich anderen Ansatz und greifen bei
ihren beiden Definitionen auf Einmalprdmien fiir Erlebensfall- bzw. Risikolebensversicherungen zuriick.

17Forward-Rate-Modelle umfassen daher shnlich wie in der Zinsstrukturmodellierung alle die Sterblich-
keitsintensitdt modellierenden, zeitstetigen Short-Rate-Modelle.
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Sterblichkeitsrisiken wurde er zuerst von CAIRNS ET AL. (2006a) in stetiger bzw. von Olivier
und Smith (OLIVIER & JEFFERY, 2004; SMITH, 2005) in diskreter Zeit vorgeschlagen.'®

Auch bei Marktmodellen werden demographische Faktoren i.d. R. beriicksichtigt und nicht
demographische Faktoren vernachlissigt. Eine Aussage zur Entwicklung der Sterblichkeit
in Marktmodellen fallt schwer, da die Modellierung unter dem Martingalmaft und unter
Verwendung verschiedener Numeéraires erfolgt und die Modelle bisher nicht an Marktdaten

kalibriert wurden.

CAIRNS ET AL. (2006a) formulieren insgesamt drei zeitstetige Marktmodelle: ein Annuité-
tenmodell und zwei sogenannte Survivor-Credit-Offer-Rate-Modelle (SCOR-Modelle). Das
Annuitatenmodell modelliert den Terminannuitétenfaktor einer Leibrente unter dem Mar-
tingalmafs als geometrische Brown’sche Bewegung ohne Drift. Die SCOR-Modelle definieren
zundchst in Analogie zur London Interbank Offered Rate (LIBOR) eine sogenannte For-
ward SCOR,'? die unter dem entsprechenden Martingalmaf ebenfalls einer geometrischen
Brown’schen Bewegung ohne Drift folgt. Im Gegensatz zu den anderen beiden Marktmodel-
len spezifizieren sie fiir das zweite Modell die Volatilitdtsstruktur, und zwar basierend auf
dem PERKS (1932)-Modell von CAIRNS ET AL. (2006b).

Das erste Marktmodell in diskreter Zeit stammt von Olivier und Smith (OLIVIER & JEFFE-
RY, 2004; SMITH, 2005). Es modelliert die einjéhrige Forward-Uberlebenswahrscheinlichkeit
unter dem Martingalmaf mit Hilfe eines auf einer Gammaverteilung basierten, stochasti-
schen Exponenten. Unrealistischerweise sind dabei die Forward-Uberlebenswahrscheinlich-
keiten aller Lebensalter und Laufzeiten perfekt korreliert. Deshalb erweitert CAIRNS (2006)
das Modell um mehrere alters- und laufzeitspezifische Zufallsvariablen, betrachtet dabei al-

lerdings die Spot-Uberlebenswahrscheinlichkeit.

In den genannten Marktmodellen erfolgt die Modellierung unter dem #dquivalenten Martin-
galmafs. Die zugrunde liegenden Numéraires sind jedoch nicht das Geldmarktkonto, sondern
basieren auf Nullkouponlanglebigkeits- oder auf investment- und sterblichkeitsabhéngigen
Anleihen. Keines der Modelle wurde bisher an Marktdaten kalibriert oder zur Bewertung

genutzt.

18In der Prisentation von OLviER & JEFFERY (2004) wird das Olivier-Smith-Modell urspriinglich zur
Bestimmung von Reserven und nicht zur Bewertung benutzt. CAIRNS ET AL. (2008a) stellen es in einem
Bewertungskontext dar und bezeichnen es als Marktmodell.

19Tm ersten SCOR-Modell stellt die Forward SCOR die einem Rentenversicherungsnehmer fiir den Uber-
lebensfall und ein gegebenes Jahr versprochene Rendite dar und ldsst sich analog zum LIBOR bzw. Forward
LIBOR aus den Preisen von (hypothetischen) Langlebigkeitsanleihen berechnen. Im zweiten Modell ist sie
definiert als fiir den Uberlebensfall versprochene Zusatzrendite iiber die Wertverinderung eines festgelegten,
nicht sterblichkeitsabhingigen Investments. Sie ldsst sich aus den (ebenfalls hypothetischen) Preisen einer
investment- und sterblichkeitsabhingigen Anleihe berechnen.
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Zusammenfassend l&sst sich festhalten: Short-Rate-Modelle stellen den mit Abstand groften
Teil der Modelle zur Bewertung von Sterblichkeitsderivaten dar. Sie wurden — dies gilt zu-
mindest fiir die demographischen Zeitreihenmodellen unter ihnen — haufig und erfolgreich an
historischen Daten kalibriert (vgl. CAIRNS ET AL., 2008b, 2009) und in einigen Fillen (z. B.
CAIRNS ET AL., 2006a) zur Bewertung von Sterblichkeitsderivaten bzw. der Berechnung des

Marktpreises des Sterblichkeitsrisikos herangezogen.

Forward-Rate-Modelle umfassen &hnlich wie in der Zinsstrukturmodellierung alle die Sterb-
lichkeitsintensitdt modellierenden, zeitstetigen Short-Rate-Modelle. Bisher wurden nur we-

nige Forward-Rate-Modelle im Detail spezifiziert oder sogar kalibriert.

Marktmodelle stellen die kleinste Modellkategorie dar. Sie haben theoretisch den Vorteil,
leicht an Marktdaten kalibrierbar zu sein, doch basieren sie zurzeit aufgrund des nur wenig
entwickelten Markts fiir Sterblichkeitsderivate meist auf rein hypothetischen Marktgrofien.
Die bisher vorgeschlagenen Modelle wurden daher noch nicht an Marktdaten kalibriert und

sind nur in Einzelfillen genau spezifiziert.

2.2.2.2 Modellierung von Abhingigkeiten

Insbesondere bei Short- und Forward-Rate-Modellen, aber auch bei manchen Marktmodellen
sind mdogliche Abhéngigkeiten zwischen verschiedenen Zufallsvariablen zu beriicksichtigen.
Sie konnen grob in Abhéngigkeiten in den Todeszeitpunkten verschiedener Individuen und
Abhéngigkeiten zwischen Sterblichkeit und Zinsen bzw. allgemeiner zwischen Sterblichkeit

und dem Finanzmarkt unterschieden werden.

In der traditionellen Lebensversicherungsmathematik wird eine mogliche Abhdngigkeit in den
Todeszeitpunkten verschiedener Individuen vernachléssigt. Bei einer stochastichen Sterbe-
wahrscheinlichkeit, die allen Modellen zur Bewertung von Sterblichkeitsderivaten zugrunde
liegt, muss diese Annahme jedoch weiter differenziert werden: Hier entsteht Unsicherheit be-
ziiglich des Todeszeitpunktes einerseits durch die Stochastizitdt der Sterbewahrscheinlichkeit
und andererseits — analog zum deterministischen Fall — durch Unsicherheit des Todeseintritts

bei gegebener Sterbewahrscheinlichkeit.

Eine Abhéngigkeit zwischen den Todeszeitpunkten verschiedener Individuen kann daher ei-
nerseits durch abhéngige, individuelle Sterblichkeitsintensitdten und andererseits durch eine
Abhéngigkeit der Todesfille bei gegebener individueller Sterblichkeit gegeben sein. Letzte-
re Abhingigkeit ist insbesondere bei Paaren und Haushaltsmitgliedern denkbar und wurde
zum Teil nachgewiesen (z.B. das sogenannte Broken-Heart-Syndrom nach PARKES ET AL.,
1969, vgl. Kapitel 2.1.1.3). Sie wird jedoch in fast keinem Modell zur Bewertung von Sterb-
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lichkeitsderivaten beriicksichtigt.?°

Im Gegensatz dazu wird die erst genannte Abhingigkeit i.d.R. nicht vernachlissigt. Bei
Individuen derselben homogenen Gruppe sind die Sterblichkeitsintensititen identisch und
dadurch perfekt korreliert. Bei Individuen verschiedener Gruppen handelt es sich um eine
weitere Modellentscheidung, die sehr unterschiedlich gehandhabt wird.

Wihrend ein Teil der Modelle irrealistischerweise von einer perfekten Abhingigkeit der
Sterblichkeitsintensititen bzw. Sterberaten verschiedener Gruppen ausgeht (bez. Alters-
gruppen z. B. BROUHNS ET AL., 2002; RENsHAW & HABERMAN, 2003a,c) oder eine ebenso
unrealistische Unabhéngigkeit annimmt,?! versuchen andere Modelle (z. B. RENSHAW & HA-
BERMAN, 2003b, 2006; CAIRNS ET AL., 2006b, und Erweiterungen) z. B. durch Modellierung
von gruppenspezifischen und -unspezifischen Effekten eine nicht perfekte Abhéangigkeit zu

erzeugen.

Eine mogliche Abhdangigkeit zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt wird von der klassi-
schen Lebensversicherungsmathematik ebenfalls vernachléssigt (FISCHER, 2004, 2007). Diese
Annahme wird von den meisten Modellen zur Bewertung von Sterblichkeitsderivaten {iber-
nommen. Nur im Forward-Rate-Ansatz betrachten einzelne Autoren (zuerst MILTERSEN &
PERSSON, 2006 und, darauf aufbauend, BARBARIN, 2008; BAUER, 2006; BAUER, 2008, Ka-
pitel 2.1) den allgemeinen Fall abhéingiger Sterblichkeits- und Zinsprozesse, ohne jedoch die
Art der Abhéngigkeit genauer zu spezifizieren oder in einer eventuellen Implementierung zu

beriicksichtigen.

2.3 Das Modell von LEE & CARTER (1992)

Das Modell von LEE & CARTER (1992) stellt eines der ersten stochastischen Sterblichkeits-
modelle dar und gehort zur Gruppe der extrapolierenden, aggregierenden, demographischen
Zeitreihenmodelle (vgl. Kapitel 2.2.2). Es wurde vielfach angewandt und erweitert (fiir einen
Uberblick iiber die Erweiterungen vgl. ebd. und LEE, 2000). Es ist das bekannteste und wich-
tigste Short-Rate-Modell.

20Eine Ausnahme bildet das Modell von Suyu & CHaNG, die Abhiingigkeiten zwischen Individuen mit
Hilfe einer Clayton Copula modellieren und, basierend auf fiktiven Daten, eine aus zw0lf Policen bestehende
Collateralized Insurance Obligation bewerten. Auf die Frage, warum zwischen den Policen eine Abhingigkeit
bestehen soll und wie der Grad der Abhéngigkeit zu kalibrieren ist, gehen sie nicht ein.

21Beispielsweise wird die Abhingigkeit in den Sterblichkeitsintensititen bzw. Sterberaten von Minnern
und Frauen in fast keinem Modell spezifiziert. I.d. R. wird ein Modell einfach fiir ein Geschlecht kalibriert
und angewandt. Dies entspricht der impliziten (und unrealistischen) Annahme von Unabhiingigkeit zwischen
Minnern und Frauen. Eine Ausnahme bilden CArRTER & LEE (1992), die das Modell von LEE & CARTER
(1992) fiir beide Geschlechter gleichzeitig anwenden.
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Die Hauptgriinde fiir seine Beliebtheit sind die sehr genaue Abbildung der realisierten Ster-
beraten, seine Sparsamkeit, seine Prognose- und Simulationsfahigkeit sowie das fiir extra-
polative Modelle typische Fehlen subjektiver Einschétzungen und positiver Untergrenzen
fiir die Sterblichkeitsintensitéten (LEE & CARTER, 1992). Als wesentliche Einschrénkungen
des Modells sind die unrealistischerweise perfekte Korrelation der Sterberaten verschiedener
Bevolkerungsgruppen (CAIRNS ET AL., 2008a,b) sowie die iiblichen Nachteile extrapolativer
Methoden zu nennen (LEE & CARTER, 1992).

2.3.1 Modellstruktur

Die Idee von LEE & CARTER (1992) ist, die logarithmierte, altersspezifische Sterberate mit
Hilfe von konstanten, altersspezifischen Koeffizienten und einem allgemeinen, stochastischen

Zeitindex zu modellieren. In seiner urspriinglichen Formulierung hat das Modell die Form:
Inmg 4 := oz + Boky + €54 (2.1)

Dabei bezeichnen m, ; die aus Sterblichkeitsdaten geschétzte Sterberate von z-Jahrigen im
Zeitpunkt t,%2 «a, sowie 3, zwei konstante, ggf. geschlechtsspezifische Alterskoeffizienten
von z-Jihrigen,?® k; den allgemeinen, stochastischen Zeitindex und €5+ einen mit (07052)

verteilten Fehlerterm fiir z-J&hrige im Zeitpunkt ¢.

a, beschreibt die allgemeine, d. h. die unabhingig von Periodeneffekten grundsitzlich beste-
hende, Altersstruktur der logarithmierten Sterberaten. x; beeinflusst die Sterberaten einer
bestimmten Periode ¢ fiir alle Altersklassen und bestimmt damit die Entwicklung der allge-
meinen Sterblichkeit im Zeitablauf. 5, gibt die Sensitivitit der logarithmierten Sterberate
der Altersklasse x auf Verdnderungen im Zeitindex an und iibersetzt so die allgemeine Sterb-
lichkeitsentwicklung in altersspezifische Verdnderungsraten. Das LEE & CARTER (1992)-
Modell erklart altersspezifische Sterblichkeiten also mit Hilfe von Alterseffekten, o, und 3,
und einem Periodeneffekt, x;. Der Fehlerterm e, erfasst Abweichungen der vom Modell

vorhergesagten zu den aus historischen Sterbetafeln geschétzten Sterberaten. Da er i.d.R.

22Das Modell geht sowohl hinsichtlich des Alters und des Zeitpunktes von stiickweise konstanten Sterblich-
keitsintensititen aus. Ublicherweise werden zumindest bis zu einem gewissen Alter einjihrige Altersgruppen
betrachtet (vgl. z.B. BROUHNS ET AL., 2002; RENsHAW & HABERMAN, 2003c¢); im Ursprungsmodell model-
lieren Lee & CARTER (1992) fiinfjihrige Altersgruppen.

23Wihrend LEe & CarTER (1992) ihr Modell zunéchst fiir die z-jihrigen Altersgruppen der Gesamt-
bevilkerung anwenden, differenzieren Carrer & Lee (1992) nach Geschlechtern. Dazu schitzen sie zum
einen zwei getrennte Modelle fiir Manner und Frauen und zum anderen ein gemeinsames Modell fiir beide
Geschlechter. Im ersten Fall haben M&nner und Frauen je einen Zeitindex; im zweiten Fall gibt es einen
gemeinsamen Zeitindex, aber im Gegensatz zum Modell von Lee & CAaRTER (1992) geschlechtsspezifische
Altersparameter.
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als normalverteilt angenommen wird, spricht man auch von einer Gauf’schen Fehlerstruktur
(BROUHNS ET AL., 2002).

Um die fiir die Modellschitzung notwendige, aber unrealistische Annahme homoskedasti-
scher und normalverteilter Fehler zu umgehen, schlagen BROUHNS ET AL. (2002) in ihrer
Weiterentwicklung des LEE & CARTER (1992)-Modells eine Poisson’sche Fehlerstruktur vor.
Dazu modellieren sie die Anzahl der Todesfille D, ; als eine Poisson-verteilte Zufallsvariable

mit Intensitét Dx,t = Eg tpia s
D, + ~ Poisson (th) . (2.2)

E, ; entspricht dabei der Exposure der Altersklasse = in der Zeitperiode ¢, d.h. der Summe

der von z-Jahrigen in ¢ gelebten Jahre.

Die hinsichtlich des Alters z und des Zeitpunktes ¢ stiickweise konstante Sterblichkeitsinten-
sitdt py wird in Anlehnung an LEE & CARTER (1992) als

In iy ¢ = 0y + Bokit (2.3)

definiert. Die Interpretation der Parameter entspricht im Wesentlichen der des urspriingli-
chen LEE & CARTER (1992)-Modells. Im Gegensatz zur Gauf’schen Fehlerstruktur werden
Abweichungen zwischen den vom Modell vorhergesagten und den aus Todesfallen und Bevol-
kerungsdaten geschitzten Sterberaten jedoch nicht mehr durch eine additive, normalverteilte
Storgrofe in der logarithmierten Sterberate erklirt; sie kommen vielmehr dadurch zustande,
dass die Anzahl der Todesfélle Poisson-verteilt und daher — ebenso wie die aus den Todes-
fallen geschétzten, historischen Sterberaten — selbst bei gegebener Sterblichkeitsintensitét

stochastisch ist.

Unabhéngig von der gewdhlten Fehlerstruktur ist das Modell in seiner bisherigen Form
unterbestimmt. Um das resultierende Identifikationsproblem bei der Parameterschitzung zu
umgehen, werden i.d. R. folgende Nebenbedingungen gestellt (CAIRNS ET AL., 2009; LEE &
CARTER, 1992):%4

S 8. = (2.4)
S k=0, (2.5)

24Die Wahl dieser Nebenbedingungen bestitigt die oben beschriebene Interpretation der Parameter, ins-
besondere da a, zumindest ndherungsweise dem Durchschnitt von In p. ¢ iber ¢t und damit der allgemeinen
Form der logarithmierten, altersspezifischen Sterblichkeitsintensitat entspricht.
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Wie CAIRNS ET AL. (2009) anmerken, hat die Wahl der Nebenbedingung fiir x; keine Aus-

wirkung auf die Giite der Schéitzung oder Prognosen.

2.3.2 Modellschitzung

Das Vorgehen zur Modellschétzung héngt wesentlich von der Wahl der Fehlerstruktur ab.

2.3.2.1 Modellschitzung bei Gauft’scher Fehlerstruktur

Fiir das Ursprungsmodell mit der Gauf’schen Fehlerstruktur schlagen LEE & CARTER
(1992) eine Modellschétzung in zwei Schritten vor.

Im ersten Schritt wird die Summe der quadratischen Abweichungen e, minimiert. Da 5,
und k; beide unbekannt sind, kann dies nicht iiber eine lineare Regression erfolgen. LEE
& CARTER (1992) empfehlen daher die Singuldrwertzerlegung als Schitzverfahren. Dazu
setzt man den Schitzwert &, des Koeffizienten o, gleich dem Durchschnitt W der
logarithmierten, altersspezifischen Sterberaten iiber Zeit. Dann wendet man die Singulér-
wertzerlegung auf die Matrix Inmg,: — &, an, um den Schétzwert Bw fir B, sowie einen

ersten Schitzwert /%El) fiir k; zu erhalten.

Im zweiten Schritt wird der vorldufige Schitzwert 1%1(51) des Zeitindex neu geschitzt. Dies ist
ratsam, da die aus den geschitzten Sterberaten berechnete Anzahlen an Todesfillen weder
mit den tatséchlichen Anzahlen (LEE & CARTER, 1992) noch mit den erwarteten Anzahlen
iibereinstimmen werden. Letzteres liegt an der Tatsache, dass Elexp(my )] # exp(E[my )
gilt. Dariiber hinaus werden im ersten Schritt zwar die quadratischen Abweichungen der

logarithmierten Sterberaten minimiert, nicht aber die der Sterberaten selbst (ebd.).

Bei der Neuschétzung wird der neue Schétzwert /%EQ) fiir k¢ so bestimmt, dass die Summe
der tatséichlichen Anzahl der Todesfélle D, ; aller Altersklassen x in einer Periode ¢ der
Summe der aufgrund der Exposures E, ; dieser Altersklassen z im Zeitraum ¢ erwarteten

Todesfillen entspricht. Gesucht wird also das /%EQ), fiir das

S Dua 2 Y Eeaexp(an + 575, (2.6)
x x

gilt (ebd.). Das Ergebnis ist der finale Schétzwert fir x;, d.h. &, = /%§2).

WILMOTH (1993) erweitert den Ansatz von LEE & CARTER (1992) um eine Gewichtung.
Dies erlaubt zum einen die Verwendung von unvollstindigen Datensédtzen. Zum anderen

kann, wenn man die Anzahl der alters- und zeitspezifischen Todesfélle D, ; als Gewichte
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verwendet, die Neuschétzung von /?;,El) entfallen (LEE, 2000).

2.3.2.2 Modellschitzung bei Poisson’scher Fehlerstruktur

Im Fall einer Poisson’schen Fehlerstruktur erfolgt die Parameterschitzung mit Hilfe der
Maximum-Likelihood-Methode. Dazu muss zunéchst die zu maximierende Likelihood-
Funktion bestimmt werden. Dann kann ein Algorithmus zur Schitzung der Parameter
entwickelt und angewandt werden. Eine anschliefende Neuschitzung von «; ist im Gegen-

satz zur Gaufs’schen Fehlerstruktur nicht erforderlich (BROUHNS ET AL., 2002).

Likelihood-Funktion

Die zu maximierende Likelihood-Funktion im,t fiir die Anzahl der Todesfélle D, ; in einer
einzelnen Altersgruppe z und einem einzelnen Zeitpunkt ¢ ist bei Annahme einer Poisson-
Verteilung mit Intensitét Dm = Ey 1l gegeben durch (WILMOTH, 1993):

ﬁDz,t
Lx,t (Dac,t) = exp (_Dac,t> Lt . (27)

Unter der Annahme, dass die Todesfille verschiedener Altersgruppen und Jahre bei gege-
bener Intensitdt unabhingig sind (zu Abhéingigkeitsannahmen in der Sterblichkeitsmodel-
lierung vgl. auch Kapitel 2.2.2.2), folgt fiir die gemeinsame Likelihood-Funktion L iiber alle
Altersklassen und Zeitpunkte (WILMOTH, 1993):

L=]]Lat(Dss). (2.8)

Wie in Verbindung mit Gleichungen (2.3) und (2.7) erkennbar, miissen zur Berechnung der
gemeinsamen Likelihood-Funktion L fiir alle z und ¢ die Werte fiir Ha,t, D g und E ¢ gegeben
und ungleich null sein. Mochte man das Modell auch im Fall fehlender Datenpunkte bzw.
von Datenpunkten von null schitzen, kann man in Analogie zur Weighted-Least-Squares-
Methode von WILMOTH (1993) auf Gewichte w, ; zuriickgreifen.

Fiir alle z und ¢ mit fehlenden Werten bzw. Werten von null fiir p, ¢, D, oder E; ; setze
man wy; = 0 sowie py ¢ # 0, Dy # 0 und E, ; # 0. Fiir alle anderen = und ¢ wéhle man

Wz = 1 und maximiere die gewichtete Likelihood-Funktion igew:

igew = H Zm,t (Dxﬂg)wx’t . (29)
x,t
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Wegen der strengen Monotonie des Logarithmus und wegen

In -Z/gew = Z We ¢ In -Z/:v,t (-Dz,t)
z,t
= Z We ¢ (D:L’,t In Da:,t — Dz,t —In (Dz,t')) (210)
z,t

= Z Wy ¢ <Dw,t In Mzt — Da:7t) + Konstante
x,t

kann statt der gewichteten Likelihood-Funktion f;gew auch die Funktion L mit

£ =Y s (Dostpes = Du) .1y
x,t

maximiert werden, wobei zur Erinnerung weiterhin D, ; = E, 1., und nach (2.3) pg; =

Qg + Bkt gelten.

Algorithmus )

Ein geeigneter Algorithmus zur Schiitzung der Parameter muss die Funktion L unter Be-
achtung der Nebenbedingungen (2.4) und (2.5) maximieren. Die Maximierung von L kann
mit Hilfe eines elementaren Newton-Verfahren nach GOODMAN (1979) geschehen, bei dem
nacheinander verschiedene Klassen von Parametern — im Fall des LEE & CARTER (1992)-
Modells a, 8, und k; — jeweils unter Festsetzung der iibrigen Parameter nach dem Newton-
Verfahren aktualisiert werden (BROUHNS ET AL., 2002).%5 Einem Parameter u wird dabei

in Iterationsschritt v + 1 der Schitzwert

AL /ou

av ) =) - ==
92L™) /ou?

(2.12)

zugewiesen, wobei L™ dem mit Hilfe der Schitzwerte aller Parameter in Iterationsschritt v
berechneten Werts der Funktion L entspricht.

Im Fall des LEE & CARTER (1992)-Modells werden die Schitzwerte &, 3%, #{"), ﬂgf’t) =
exp (dgc”) + B;”)/%EV)) und lA)in) = Mﬂ;”t) der Grofen o, By, Kt, g+ Dzw. 13937,5 verwendet.

25 Aufgrund des bilinearen Ausdrucks k¢ in der Funktion L kénnen die Parameter nicht mit einer Poisson-
Regression bestimmt werden (BROUHNS ET AL., 2002).
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Weiter gilt:

oL ~

Doy ; Wat (Dwat - Dw,t) (2.13a)
9 =

gof; == waiDay (2.13D)

aaﬁL —Zwm( z,t ~m) Kt (2.13¢)
2 =

gﬂg == D weiDasr (2.13d)
27 )

% == 2 weuDuiB. (2.13f)

t .

Die Einhaltung der Nebenbedingungen (2.4) und (2.5) kann durch wiederholte Skalierung

der Parameter sichergestellt werden:

A+ = ¢ 4 W) (2.14a)
BYTY = Bl /Zﬂ(”) (2.14b)
A(VJrl — ( l/ ) B;u)’ (214C)

x

wobei R el fiir den Durchschnitt von & A(V) iiber t steht. Es wird deutlich, dass jede Aktuali-

1 ) A ) av)

1 .
sierung von KE” ) und ﬁx eine Reskaherung von Gy~ und K( ") bzw. von Gy, Pz’ und

#") nach sich zieht.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich folgender Algorithmus:

1. Skalierung der Startwerte d;o), 3 und /%EO) gemif Gleichungen (2.14a), (2.14b) und
(2.14c)

2. Aktualisierung von al) gemifs Gleichungen (2.12), (2.13a) und (2.13b) auf

A (V)
Alv+l) . A(v) 2o Wat (Dz,t—Dz,t)
z = Qy, -3, wa, D] (2.15a)
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und Festsetzen von BJ(CVH) = BJ(CV) und /%E”'H) = /%EV)

3. Aktualisierung von /%§V+1) gemaf Gleichungen (2.12), (2.13e) und (2.13f) auf

At D A
~(v+2) ~(v+1) 2o Wat (Dw,t—Drfn,t >>5§cu+1)
Ry =Ry -

_Zt wy tD(vujl)(ﬁ(zy+l))2 (215b)
und Festsetzen von o?éyﬁ) = OQEUVH) und BQ(CH_Z) = Béuﬂ)
4. Reskalierung von &% ™ und 4" " gemif Gleichungen (2.14a) und (2.14c) und Fest-
setzen von A+ = g2
5. Aktualisierung von Bt® gemif Gleichungen (2.12), (2.13¢) und (2.13d) auf
. . > wx,t<Dz,rlA7§ff,+3))'%iu+3)
v+4) . v+3 t N
BT B (re)" (245
und Festsetzen von &8’ = a*+%) und f%i"H) = fz;ﬁ”*?’)

6. Reskalierung von 6% ™, 3% und "™ gemiR Gleichungen (2.14a), (2.14b) und
(2.14c).

Schritte 2 bis 6 des Algorithmus werden solange wiederholt, bis die Zunahme von IZJ(”)
hinreichend klein ist. BROUHNS ET AL. (2002) schlagen dazu eine Toleranzgrenze von 10~ 10
vor. Als Startwerte konnen z. B. d;o) =0, BJ(UO) = 1 sowie /%go) := 0 (ebd.), d&o) = m,
300 .= 1 sowie /%&O) := 0 oder die Ergebnisse der Singuldrwertzerlegung des Gaufs’schen

Modells gew#hlt werden.

2.3.3 Prognose und Simulation

Prognose und Simulation des LEE & CARTER (1992)-Modells erfolgen mit Hilfe eines Auto-
regressive-Integrated-Moving-Average-Modells (ARIMA-Modells) fiir den Zeitindex. Dieses
wird zunéchst geschétzt und dann zur Prognose bzw. Simulation des Zeitindex genutzt. Die
Sterblichkeitsintensitdten bzw. Sterberaten kénnen dann unter Benutzung der geschétzten
Altersparameter und Gleichung (2.1) bzw. (2.3) berechnet werden. Dieses Vorgehen erlaubt
auch die Bestimmung von Konfidenzintervallen fiir die prognostizierten Werte (LEE & CAR-
TER, 1992).

In den meisten Beitrdgen wird der Zeitindex als ARIMA-Modell mit einmaliger Differenzie-
rung, Drift und maximal zwei autoregressiven oder Moving-Average-Elementen (AR- oder
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MA-Elementen) modelliert, (vgl. z. B. BROUHNS ET AL., 2002). Nicht selten wird sogar ein
ARIMA(0,1,0)-Modell (vgl. z.B. CARTER & LEE, 1992; LEE, 2000; LEE & CARTER, 1992)
zugrunde gelegt.

Diese Linearitét des Zeitindex stellt einen wesentlichen Grund fiir die Einfachheit und die
Beliebtheit des LEE & CARTER (1992)-Modells dar, kann aber leider nicht bei jedem Land
und Zeitraum beibehalten werden (BOOTH ET AL., 2002). BooTH ET AL. (2002) schlagen
daher vor, den bei der Modellschitzung zugrunde gelegten Zeitpunkt so zu wihlen, dass
der Zeitindex einen mdglichst linearen Verlauf hat. Dazu vergleichen sie fiir verschiedene
Zeitrdume, wie sehr eine Linearisierung des Zeitindex die Modellschédtzung verschlechtert.
Die Zeitrdume werden dabei allein durch das Startjahr bestimmt; als Endjahr wird stets das

neueste Jahr mit verfiigharen Sterblichkeitsdaten gewahlt.

Als Maf fiir die Giite der linearisierten und der nicht linearisierten Modellschitzung wéhlen
BoorH ET AL. (2002) die Deviance. Dazu modellieren sie die Anzahl der Todesfille D, ;
der Altersklasse x im Jahr ¢ als Poisson-verteilte Zufallsvariable mit Intensitat lA)m im

urspriinglich geschétzten? bzw. ﬁz,t im linearisierten Modell:
Urspriingliches Modell: D, ~ Poisson (Dmt) (2.16a)
Linearisiertes Modell: D, ~ Poisson (ﬁmt) . (2.16b)

Dr,t = Ey tfiz und vat = Ex,tﬁm stellen die im jeweiligen Modell erwarteten Todesfélle

von z-J&hrigen in Jahr ¢ dar, wobei

flz,t 1= €xp (@:p + Bm/%t) (2.17a)

lﬁﬁx,t 1= exp (dx + Bzfit) (2.17b)

gilt. Bei &y, B, und &; handelt es sich um die urspriinglich geschétzten Parameter des

Sterblichkeitsmodells. &, ergibt sich durch folgende Linearisierung von #&;:

fip = oy + (t — ) Dy (2.18)

Die Deviances beider Modelle werden im Vergleich zum vollstdndigen Poisson-Modell be-

26BooTH ET AL. (2002) wihlen fiir ihren Beitrag ein LEe & CARTER (1992)-Modell mit GauR’scher
Fehlerstruktur und schétzen den Zeitindex — als leichte Abwandlung zum urspriinglichen Vorgehen von
Lere & CAarrer (1992) — iiber eine Poisson-Regression neu. Thr Ansatz zur Bestimmung des optimalen
Modellzeitraums ist jedoch leicht auf andere demographische Zeitreihenmodelle und Modellformulierungen
iibertragbar.
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stimmt, bei dem die Intensitit den realisierten Todesfdllen entspricht. Die Likelihood-

Funktionen der drei Modelle fiir die Anzahl Todesfille D, ; von Altersgruppe = im Jahr ¢

sind:
ﬁDm,t
Urspriingliches Modell: ﬁx,t(Dz,t) = exp (ff)m) Dz’t ' (2.19a)
x,t
. R f)Dw
Linearisiertes Modell: Ly (Dyy) = exp ( Dz,t) % (2.19b)
x,t
DPre
Vollsténdiges Modell: Ly (Dyy) =exp(—Dyy) Dzit' (2.19¢)
x,t:
und die Log-Likelihood-Funktionen entsprechend:
In ﬁz,t(Dz,t) = Dz,t In -D:v,t — Dmﬂg —In (Dx,t') (2203.)
ln im,t(Dw,t) = Dw,t ln éw,t — f)m,t — hl (Dm,t') (220b)
lIl Lz,t(Dm,t) = Dm,t lIl Dr,t — Dr{:,t — hl (DTJ') . (220(3)

—

Fiir die Deviances Dev und Dev iiber alle Altersgruppe und Zeitpunkte im urspriinglichen

bzw. linearisierten Modell folgt:

Dev = -2 Z Wt (ln IA/J.J (Dgt) —InLy,( )
o B, (2.21a)
=-2 ;t We,t <Dz,t In Dz’t ( z,t Dz,t))
D;\e\V: fQZwTJ (lnirf(D ¢)—InL, (D )
o b, (2.21b)
= —Q;l%,t <Dw’t In Dz:t ( ,t))

Im Gegensatz zu BOOTH ET AL. (2002) und im Einklang mit den beschriebenen gewichteten
Modellschédtzungen wird hier eine Gewichtung der einzelnen Deviances erlaubt. Fehlende
Datenpunkte oder Datenpunkte von null kénnen so mit null, alle anderen mit eins gewichtet

werden.

Die Entscheidung {iber den optimalen Modellzeitraum treffen BOOTH ET AL. (2002) mit Hilfe

des Verhiltnisses R der durchschnittlichen Deviance des linearisierten zum urspriinglichen
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Modell:

R = @. (2.22)

Dev/DoF
Die durchschnittliche Deviance wird mit Hilfe der Freiheitsgerade der beiden Modelle DoF =
S21(32,1—2) bzw. DoF = (3,1 —1)(>,1—2) als Dev/DoF bzw. Dev/DoF berech-
net. Als optimaler Zeitraum fiir die Modellschitzung wird derjenige angesehen, fiir den das
Deviance-Verhéltnis R wesentlich niedriger ist als fiir die vorhergegangen, langeren Zeitréu-
me (BOOTH ET AL., 2002).



Kapitel 3

Aktienkurs- und

Zinstrukturmodellierung

Eine Abhéngigkeit zwischen Sterblichkeit und Finanzmarktgrofen wie Aktienkursen oder
Zinsen kann Auswirkungen auf den Wert von Sterblichkeitsderivaten haben. Da die Be-
riicksichtigung einer solchen Abhéngigkeit eine explizite Modellierung des Aktienkurs- bzw.
Zinsprozesses erfordert, werden im Folgenden die bekanntesten Aktien- und Zinsmodelle

knapp dargestellt.

Angesichts der Fiille an Literatur zur Aktienkurs- und Zinsstrukturmodellierung sowie der
Tatsache, dass das Thema dieser Arbeit die Bewertung von Sterblichkeitsderivaten ist, kann
der Uberblick nur unvollstindig sein und ist bewusst knapp gehalten. Der Schwerpunkt wird
auf den Ansatz von CHAN ET AL. (1992) und die von ihnen untersuchten Short-Rate-Modelle
gelegt. Thr Beitrag wird ebenso wie das Modell von BLACK & ScHOLES (1973) fiir die spater

folgenden, empirischen Untersuchungen relevant sein.

Fiir einen detaillierteren Uberblick zu Zinsstrukturmodellen sei auf BRIGO & MERCURIO

(2006) verwiesen.

3.1 Klassifizierung von Aktienkursmodellen
Aktienkursmodelle kénnen in solche unterteilt werden, bei denen der Aktienkurs als eine

endogene Variable modelliert wird, und solche, bei denen er eine exogene Variable ist. Im

ersten Fall ergeben sich der Aktienkurs und sein Prozess aus einem zugrunde liegenden

37
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Modell. Dies ist beispielsweise bei Modellen der Fall, die Aktien als Call-Optionen auf den
Firmenwert eines Unternehmens interpretieren (vgl. BLACK & SCHOLES, 1973, S. 6491f.).

Im zweiten Fall wird der Aktienkurs direkt und unabhingig von weiteren erklérenden Va-
riablen modelliert. Der Kurs S einer nicht ausschiittenden Aktie folgt hier i.d.R. einem
Diffusionsprozess. Im einfachsten und bekanntesten Fall handelt es sich dabei um die von
Brack & ScHOLEs (1973) vorgeschlagene geometrische Brown’sche Bewegung mit Drift:

dInS; = agdt +og dW&t (31)
bzw.
dInS; = agdt + og dWs,. (3.2)

Dabei stellen ag bzw. &g einen konstanten Drift, og eine konstante Volatilitit und Wy
bzw. Wy eine eindimensionale, standardisierte Brown’sche Bewegung unter dem realen Mafs
P bzw. unter dem dquivalenten Martingalmaff Q dar. Der Numéraire von letzterem ist das
Geldmarktkonto. In diskreter Zeit entspricht dieser Prozess einem ARIMA(0,1,0)-Modell fiir
den logarithmierten Aktienkurs, In S.

Unter der Annahme eines friktionslosen Markts mit konstantem und bekanntem Momen-
tanzins r leiten BLACK & SCHOLES (1973) mit Hilfe von Arbitrageargumenten aus dem
beschriebenen Aktienprozess geschlossene Losungen fiir européische Call- und Put-Optionen
auf Aktien ohne Dividendenzahlung her. Dazu nutzen sie die Tatsache, dass bei geeigneter
Wahl des Numéraire der Drift unter dem dquivalenten Martingalmafs dem Momentanzins
entspricht, also ag = r gilt.

Der Beitrag von BLACK & SCHOLES (1973) hatte grofen Einfluss auf die Bewertung von
Derivaten und die Entwicklung ihrer Mérkte. Erstmals konnte ein fairer und préferenzfreier
Preis fiir Optionen bestimmt werden, wenngleich nur mit Hilfe sehr restriktiver Annahmen
(OEHLER & UNSER, 2002, S.85). Diese Annahmen haben sich als Marktstandard fiir die
Berechnung der impliziten Volatilitét entwickelt. Dabei handelt es sich um die Volatilitdt, bei
der der beobachtete Marktpreis einer Option mit dem Modellpreis {ibereinstimmt. Dass die
impliziten Volatilitidten i.d.R. weder im Zeitablauf noch fiir verschiedene Ausiibungspreise
konstant sind, spricht jedoch dafiir, dass die Modellannahmen von BLACK & SCHOLES (1973)
in der Realitét nicht zutreffen.

Besonders fragwiirdig sind die Annahmen eines kontinuierlichen Handels ohne Spriinge und
einer Normalverteilung der Aktienrenditen (OEHLER & UNSER, 2002, S.87). Tatsichlich

verfiigt die empirische Verteilung von Aktienkursen iiber mehr Masse in den Enden, als
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von einer Lognormalverteilung vorausgesagt wird (ebd.). Dies veranlasst viele Forscher, den
Aktienprozess von BLACK & SCHOLES (1973) zu erweitern, beispielsweise um Sprungpro-
zesse (7. B. MERTON, 1976), um eine stochastische Volatilitét (z. B. HESTON, 1993) oder um
stochastische Spriinge, Volatilitdt und Zinsen (z.B. BAKSHI ET AL., 1997). Muck (2007)

wendet diese Erweiterungen auf die Bewertung von Turbozertifikaten an.

Auf Basis der Modelle einzelner Aktienkurse kdnnen auch Modelle fiir Aktienindizes ent-
wickelt werden. Dabei kann man den Index entweder als gewichtete Summe seiner Aktien
und deren Prozesse oder als Ganzes mit einem einzigen, sonst fiir Einzelaktien gebrauch-
lichen Prozess modellieren. Letzteren Ansatz verfolgt beispielsweise HULL (2003, S.275f.).
Bei Performance-Indizes kénnen dazu Modelle fiir nicht ausschiittende Aktien verwendet
werden, bei Kursindizes deren Drift im einfachsten Fall um eine konstante Dividendenrate

verringert werden.

Der erste der beiden Ansétze hat den Vorteil, im Einklang mit den Modellen der Einzelaktien
zu stehen und eine explizite Modellierung von Abhéngigkeiten zwischen allen oder Teilen
der Einzelaktien zu erlauben. Der zweite vereinfacht die Modellstruktur und ermdéglicht es,
Ergebnisse bei der Bewertung von Aktienoptionen auf die Bewertung von Aktienindexop-
tionen zu libertragen. Er wird daher bei der spéteren Schitzung der Aktienindexmodelle
verfolgt.

3.2 Klassifizierung von Zinsstrukturmodellen

Wie die Modelle zur Bewertung von Sterblichkeitsderivaten lassen sich Zinsmodelle in drei
Gruppen einteilen: Short-Rate-Modelle, Forward-Rate-Modelle und Marktmodelle.

3.2.1 Short-Rate-Modelle

Short-Rate-Modelle modellieren die Zinsstruktur {iber den Momentanzins. Dies ist der Zins r,
der fiir einen infinitesimal kurzen Zeitraum giltig ist (HULL, 2003, S.537). Aus seiner Dy-
namik ergibt sich bei Existenz eines dquivalenten Martingalmafies aufgrund von Arbitrage-
argumenten fiir alle Filligkeitstermine T' > ¢ der Wert P(T') einer Nullkouponanleihe mit

exp (— /t ! ry ds> )ft] (3.3)

Nennwert 1 im Zeitpunkt ¢ > 0 als

P(T) =E?
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(BRIGO & MERCURIO, 2006, S.51).%7
Insbesondere ist dadurch die gesamte Zinsstruktur festgelegt. EQ[ } stehen dabei fiir den

Erwartungswertoperator unter dem dquivalenten Martingalmaft Q und F; fiir die zum Zeit-

punkt ¢ verfiigbare Information. Der zu Q geh6rende Numéraire ist das Geldmarktkonto B

B o [ o as). (3.4

Eine Vielzahl unterschiedlicher Short-Rate-Modelle existiert. BRIco & MERCURIO (2006,
Kapitel 3, S.511f.) unterscheiden Einfaktor- und Mehrfaktorenmodelle. Einfaktormodellen
liegt ein eindimensionaler Diffusionsprozess zugrunde (ebd., S. XIX). Sind die Modellpara-

mit

meter konstant, sprechen die Autoren von zeithomogenen Modellen (ebd., S.57), ansonsten

von zeitinhomogenen Modellen.

Bei zeithomogenen Einfaktormodellen ergibt sich die Zinsstruktur endogen aus der Modell-
dynamik des Momentanzinses (ebd., S.57f.). Die Parameter konnen an der aktuellen Zins-
strukturkurve kalibriert werden, reichen aber i.d.R. nicht aus, um sie hinreichend genau
abzubilden (ebd.). Bei manchen Modellen lassen sich zudem nicht alle Zinsstrukturformen
erzeugen (ebd.). Einige der bekanntesten zeithomogenen Short-Rate-Modelle werden in Ka-
pitel 3.3.1 vorgestellt, da sie bei den in Kapitel 5 beschriebenen Modellschitzungen und
Abhéngigkeitsanalysen Verwendung finden werden.

Im Gegensatz zu zeithomogenen Modellen modellieren zeitinhomogene Modelle einen Teil
der Parameter in Abhingigkeit der Zeit. Dadurch wird die Zinsstruktur exogen, d.h. sie ist
nicht mehr Ergebnis, sondern eine von aufien vorgegebene Grofe des Modells. Die zeitab-
hangigen Parameter kénnen so gewidhlt werden, dass das Modell die aktuelle Zinsstruktur
genau wiedergibt (ebd., S.55). Beispiele fiir diese exogenen Zinsmodelle sind das von HULL
& WHITE (1990) erweiterte VASICEK (1977)-Modell sowie das Modell von BLACK & Ka-
RASINKST (1991).

Mehrfaktorenmodelle basieren im Gegensatz zu Einfaktormodellen auf einem mehrdimensio-
nalen Diffusionsprozess (BRIGO & MERCURIO, 2006, S. XXI). Dadurch konnen sie eine nicht
perfekte Korrelation zwischen Zinssatzen bzw. Zinsprodukten unterschiedlicher Laufzeiten
modellieren (ebd., S.137ff.). Dies kommt der Realitdt ndher und ist bei der Bewertung

27 Auch wenn fiir die Bewertung von Zinsprodukten das risikoneutrale Maf relevant ist, erfolgt die Formu-
lierung des Zinsprozesses in manchen Féllen zunichst unter dem realen Maf (Brico & MEgrcuUrlo, 2006,
S.511L.). Ein Mafwechsel ist jedoch mit Hilfe des Girsanov-Theorems moglich. Bei geeigneter Wahl des Pro-
zesses fiir den Marktpreis des Risikos bleibt die Modellstruktur auch unter dem dquivalenten Martingalmaf
erhalten (ebd.).
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von Zinsderivaten, deren Wert von der Korrelation unterschiedlicher Zinssitze abhingt, von
grofer Bedeutung. Diesem Vorteil steht eine grofere Modellkomplexitit gegeniiber. Beispiele
fiir Mehrfaktorenmodelle befinden sich in BRIGO & MERCURIO (2006, Kapitel 4, S. 137 ff.).

3.2.2 Forward-Rate-Modelle

Forward-Rate-Modelle modellieren die Entwicklung der momentanen Terminzinsen aller
Laufzeiten. Dies erlaubt die Modellierung einer exogen gegebenen Zinsstruktur sowie kom-

plexer Korrelationsstrukturen zwischen den Zinssdtzen verschiedener Laufzeiten.

Der Ansatz geht auf HEATH ET AL. (1992) zuriick. Der momentane Terminzins f(T') eines
Falligkeitstermins 7' > ¢ im Zeitpunkt ¢ > 0 ist als

om0 () 7]

F(T) T T

(3.5)

definiert (BRIGO & MERCURIO, 2006, S.1841f.). In dem Modellrahmen von HEATH ET AL.
(1992) folgt er unter dem dquivalenten Martingalmaf Q des Geldmarktkonto-Numéraire dem

folgenden Diffusionsprozess:
Afi(T) = a4 (T)dt + o (T) AWy . (3.6)

Dabei sind Wf eine mehrdimensionale Brown’sche Bewegung, o ¢(T') ein entsprechend dimen-

sionierter Vektor adaptierter Prozesse und é(T) ein adaptierter, eindimensionaler Prozess.

Letzterer ist bei Eindeutigkeit des dquivalenten Martingalmafes durch die Prozesse der

Volatilitatsvektoren oy (s), s < T, bestimmt:

T
ap(T) = Uf’t(T)/t o5.(s)ds. (3.7)

Konkrete Volatilitdtsstrukturen wurden z.B. von RITCHKEN & SANAKARASUBRAMANIAN
(1995) und MERCURIO & MORALEDA (2000) vorgeschlagen.

3.2.3 Marktmodelle

Im Gegensatz zu Short-Rate- und Forward-Rate-Modellen modellieren Marktmodelle nicht
momentane, sondern am Markt beobachtbare Grofien. Dies erleichtert nicht nur die Kalibrie-
rung der Modelle, sondern fiihrt bei geeigneter Wahl von Numéraire und Martingalmafl auch

zu einfacheren Modellen und teilweise zu geschlossenen Losungen fiir am Markt gehandelte
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Derivate.

Das LIBOR-Marktmodell von BRACE ET AL. (1997), MILTERSEN ET AL. (1997) und JAM-
SHIDIAN (1997) modelliert den Terminzins zwischen zwei Filligkeitsterminen 77 und 75 mit
Ty < T unter dem &dquivalenten Martingalmaf als geometrische Brown’sche Bewegung mit
gef. zeitabhédngiger Volatilitdt und ohne Drift (vgl. auch Muck & RUDOLF, 2006). Als
Numéraire wihlen die Autoren den Preis P(7%) der Nullkouponanleihe mit Félligkeit T5.
Das entsprechende Maf wird daher als Forward-Maf fiir die Félligkeit T bezeichnet.

Das Swap-Marktmodell von JAMSHIDIAN (1997) modelliert den Termin-Swap-Satz unter
dem sogenannten Forward-Swap- oder Swap-Mafs als geometrische Brown’sche Bewegung
mit deterministischer Volatilitdt und ohne Drift. Der Numéraire ergibt sich dabei als ge-

wichtete Summe der Preise von an den Swap-Terminen auslaufenden Nullkouponanleihen.

Beide Modelle erlauben durch die Annahme von unter dem Forward- bzw. dem Swap-Maf
lognormal verteilter Terminzinsen bzw. Termin-Swap-Raten die Anwendung der Formel von
Brack (1976) fiir Caps bzw. Swaptions (BRIGO & MERCURIO, 2006, S.195). Diese stellt
den Marktstandard bei der Bewertung der genannten Instrumente dar (ebd.). Allerdings
kénnen die Modelle nicht gleichzeitig erfiillt sein, da sich unter den jeweiligen Martingal-

mafsen lognormal verteilte Terminzinsen und Termin-Swap-Raten gegenseitig ausschliefsen
(ebd., S.1951.).

3.3 Der Ansatz von CHAN ET AL. (1992)

In ihrem viel zitierten Artikel im Journal of Finance formulieren CHAN ET AL. (1992) einen
Modellrahmen fiir den Momentanzins, der zahlreiche bekannte zeitstetige und zeithomoge-
ne Short-Rate-Modelle umfasst. Sie schitzen und vergleichen eine Reihe dieser Modelle in
diskreter Zeit mit Hilfe der verallgemeinerten Momentenmethode (englisch: ,,generalized me-
thod of moments*;, GMM) von HANSEN (1982) und leiten Implikationen fiir die Bewertung

von Zinsderivaten sowie die Absicherung von Zinsrisiken ab.

Die von ihnen untersuchten Modelle, das Vorgehen zu Modellschétzung und -vergleich sowie
die Ergebnisse von CHAN ET AL. (1992) werden im Folgenden vorgestellt.
3.3.1 Die untersuchten Zinsmodelle

Bei den von CHAN ET AL. (1992) untersuchten Modellen handelt es sich um neun zeitste-

tige Short-Rate-Modelle, bei denen der Momentanzins r einem stochastischen Prozess mit
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stochastischer Differentialgleichung
dry = (o + Bpry) dt + O'TT;YT dW,. ¢ (3.8)

folgt. Dabei sind «, ein zinsunabhéngiger Drift, 3, die Sensitivitit des bedingten Drifts
auf das aktuelle Zinsniveau, o, der zinsunabhéngige Faktor der bedingten Volatilitat der
Zinsverdnderung, v, ein Parameter, der {iber die Abhéngigkeit der bedingten Volatilitét vom
aktuellen Zinsniveau entscheidet, und W, eine eindimensionale, standardisierte Brown’sche
Bewegung.

Fiir . > 0 und B, < 0 lassen sich —a,./(, als langfristiger Mittelwert des Momentanzinses
sowie —f, als die Geschwindigkeit interpretieren, mit der er zu eben diesem zuriickkehrt.
Unabhingig von den urspriinglichen Modellformulierungen gehen CHAN ET AL. (1992) bei

ihrer Modellierung vom realen Mafs P aus.

Die von CHAN ET AL. (1992) analysierten Modelle kénnen durch geeignete Wahl von «., 5,
o, und/oder ~, als Spezialfille dieses Modellrahmens formuliert werden. Konkret werden

folgende Einfaktormodelle betrachtet:

CHAN ET AL. (1992): dry = (a, + Byre) dt + o1 AW, 4 (3.9a)

MERTON (1973): dr; = a,- dt + o, AW, (3.9b)

VASICEK (1977): dry = (ap + Brre) dt + o AW,y (3.9¢)

Cox ET AL. (1985): dry = (ay + Bpry) dt + o/ AW, (3.9d)

DOTHAN (1978): dry = o,r AW, (3.9¢)

RENDLEMAN & BARTTER (1980): dry = B,y dt + o,r AW, (3.9f)
BRENNAN & SCHWARTZ (1980): dry = (o + Bpry) dt + opry AW, (3.9g)
Cox ET AL. (1980): dry = o) AW, (3.9h)

Cox (1975): dry = Byre dt + opr)” AW, (3.9i)

Wie aus Tabelle 3.1 ersichtlich, sind die Modelle (3.9b) bis (3.9i) nicht nur Spezialfille
von (3.8) bzw. (3.9a), sondern zum Teil auch voneinander. So handelt es sich bei MERTON
(1973) um ein Untermodell von VASICEK (1977), bei DOTHAN (1978) um ein Untermodell von
RENDLEMAN & BARTTER (1980), bei DOTHAN (1978) und RENDLEMAN & BARTTER (1980)
um Untermodelle von BRENNAN & SCHWARTZ (1980) und bei DOTHAN (1978), RENDLEMAN
& BARTTER (1980) und Cox ET AL. (1980) um Untermodelle von Cox (1975).

Zusétzlich zu den genannten Modellen untersuchen CHAN ET AL. (1992) die Moglichkeit
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Zinsmodell ar  Br  or Y
CHAN ET AL. (1992) - - - -
MERTON (1973) - 00 - 00
VASIGEK (1977) - - - 00
Cox ET AL. (1985) - - - 05
DoTHAN (1978) 00 00 - 1,0
RENDLEMAN & BARTTER (1980) 0,0 - - 1,0
BRENNAN & ScHWARTzZ (1980) - - - 10
Cox ET AL. (1980) 0,0 00 - 1,5
Cox (1975) 00 - - -

Tabelle 3.1: Nebenbedingungen der Zinsmodelle
Quelle: CHAN ET AL. (1992)

eines Strukturbruchs in der Zinsentwicklung. Dazu erweitern sie ihren Modellrahmen um

eine Dummy-Variable §; sowie vier Verschiebungsparameter d,, d3, d, und §,:2®

dry = ((ar + 6t6a) + (BT” + 6t6'8)) d

(3.10)
+ (0 + 6:6,) r T AW,

In ihren Analysen betrégt die Dummy-Variable null fiir alle Beobachtungen vor und eins fiir
alle Beobachtungen nach Oktober 1979. Damit mdchten sie der Anderung der Geldpolitik
der Federal Reserve in diesem Monat Rechnung tragen. Fiir die Verschiebungsparameter

setzen sie den urspriinglichen Modellen entsprechende Nebenbedingungen (vgl. Tabelle 3.2).

3.3.2 Modellschitzung und -vergleich

CHAN ET AL. (1992) schétzen die neun beschriebenen Modelle unter dem realen Mafs in dis-
kreter Zeit auf Basis von monatlichen Daten der einmonatigen T-Bill-Renditen im Zeitraum
von Juni 1964 bis Dezember 1989. Die Diskretisierung erlaubt das Schétzen von Zinsmodel-
len, bei denen der bedingte Drift und die bedingte Varianz auf die in den stetigen Modellen
spezifizierte Weise vom Zinsniveau abhéngen. Sie fiihrt allerdings zu dem u. a. durch LONG-
STAFF (1989) beschriebenen temporalen Aggregationsproblem. Die auf Basis der diskreten
Modelle geschiitzten Parameter miissen daher auf ihre stetigen Pendants nicht zwingend
zutreffen. CHAN ET AL. (1992) weisen jedoch darauf hin, dass der Schétzfehler bei kleinen

28Cuan ET AL. (1992, Gleichungen 11 und 12) formulieren diesen Modellrahmen in diskreter Zeit und
modellieren mit §, den Verschiebungsparameter der Varianz statt der Standardabweichung.
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Verschiebungs-

Systemparameter parameter

Zinsmodell o Br or  Yr O o3 do Oy
CHAN ET AL. (1992) - - - - - - - -
MEerTON (1973) - 00 - 00 - 00 - 00
VasicEk (1977) - - - 00 ~— - - 00
Cox ET AL. (1985) - - - 05 - - - 00
DoTHAN (1978) 00 00 - 10 00 00 - 00
RENDLEMAN & BARTTER (1980) 0,0 - - 1,0 0,0 - - 00
BRrRENNAN & ScHwARTz (1980) - - - 1,0 - - - 00
Cox BT AL. (1980) 00 00 - 15 00 00 - 00
Cox (1975) 00 - - - 00 - - -

Tabelle 3.2: Nebenbedingungen der Zinsmodelle mit Strukturbruch
Quelle: CHAN ET AL. (1992)

Schrittgrofen von nachrangiger Bedeutung sein sollte.

Die von CHAN ET AL. (1992) geschitzte, diskrete Version des Modellrahmens ohne bzw. mit
Strukturbruch lautet

TE=Tio1 = Qp + BeTio1 + €y (3.11a)
Eio1lerd] =0 (3.11b)
Eio[e,] = b (3.11c)
bzw.
re —1i—1 = (p + 0i—100) + (Br + 04—108) e—1 + €1t (3.12a)
Ei_1]ernd] =0 (3.12b)
B 1 [€2,] = (00 + 8i_16,)  rp O H0e10), (3.12¢)

Dabei steht Et[ ] fiir den bedingten Erwartungswert unter dem realen Maf, gegeben In-
formationen zur Zinsentwicklung bis zum Zeitpunkt ¢ (vgl. BECKER, 1998, S.20).2% Fiir die
einzelnen Modelle bleiben die Nebenbedingungen aus Tabellen 3.1 und 3.2 bestehen.

Die Modellschitzung erfolgt bei allen Modellen mit Hilfe der GMM; der Modellvergleich
erfolgt auf Basis einzelner fiir die GMM entwickelter oder erweiterter Hypothesentests sowie

weiterer, allgemeiner Kenngrofien.

29CHaN BT AL. (1992) verwenden die Schreibweise E[ - | und weisen nicht explizit darauf hin, dass es sich
um den bedingten Erwartungswert handeln miisste.
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Die Vorteile der GMM gegeniiber anderen {iblichen Schétzverfahren liegen vor allem in
den vergleichsweise geringen Datenanforderungen. So setzt die GMM im Wesentlichen die
starke Stationaritiit und Ergodizitéit der Daten voraus (HALL, 2005, S. 501f.),3° nicht aber,
dass die Verteilungsklasse der Daten bzw. Storgrofsen bekannt sei oder dass sie sogar einer
Verteilung einer bestimmten Klasse folgten. Insbesondere ist der GMM-Schétzer auch bei
bedingt heteroskedastischen oder seriell autokorrelierten Storgrofsen asymptotisch konsistent
(HANSEN, 1982).

Diese Vorteile sind auch fiir die Schitzung der Zinsmodelle bei CHAN ET AL. (1992) relevant.
Hier besteht insbesondere das Problem, dass die Verteilungsfunktion des Momentanzinses
bzw. der Zinsverdnderung vom jeweiligen Modell abhingen. Im Fall von MERTON (1973)
und VASICEK (1977) z.B. sind die momentanen Verinderungen des Momentanzinses nor-
malverteilt, im Fall von Cox ET AL. (1980) entwickeln sie sich proportional zu einer nicht
zentrierten Chi-Quadrat-verteilten Zufallsvariable (CHAN ET AL., 1992). Beides trifft al-
lerdings nur dann zwingend zu, wenn es sich bei W, tatsichlich um eine standardisierte
Brown’sche Bewegung handelt. Dies kann in Wirklichkeit und vor allem in den diskreten
Pendants der stetigen Modelle anders aussehen.

3.3.2.1 Modellschitzung

Die Grundidee der GMM ist folgende: Fiir einen Vektor beobachtbarer, stark stationérer
Zufallsvariablen {v, —oco <t < oo} mit v; € V C R™ (HALL, 2005, S.50, Annahme 3.1)
soll ein durch den nicht beobachtbaren Parametervektor # € ® C R™ parametrisiertes
Modell auf Basis sogenannter Momentenbedingungen geschétzt werden.

Dazu werden mit Hilfe einer bestimmten Bedingungen geniigenden Funktion fyom @ V X
® — R"™, ny < oo, (ebd. S.50f., Annahme 3.2) verschiedene Verteilungsmomente des
Zufallsvektors in Abhingigkeit des Parametervektors 6 als

g% (0) := E[fmom (vt,0)] (3.13)

definiert. Dabei steht E[ - | fiir den Erwartungswertoperator.

Die resultierenden Momentenbedingungen seien fiir den wahren und nur fiir den wahren

30Gelbst die Annahme starker Stationaritéit kann unter bestimmten Umsténden abgeschwiicht werden (vgl.
Kapitel 3.3.3).
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Parametervektor §* € © erfiillt, d.h.,
7 (0") = El fatom (v, )] = 0 (3.14a)
!
9" (0) = E[fsom (ve, 0)] # 0 fiir alle € © mit § # 0* (3.14b)

(ebd., S.51, Annahmen 3.3 und 3.4).3!

Zur Ermittlung eines Schitzwertes 07 fiir 6% werden die Verteilungsmomente aus Gleichung
(3.13) durch die aus einer historischen Realisation {v,t = 1,...,T} des stochastischen Pro-

zesses v berechneten Stichprobenmomente

T
1
gr(0) = % ; Futom (v, 0) (3.15)
ersetzt und die Funktion Q7 : ® — R mit

Qr(0) := gr(6) Wrgr(6) (3.16)

minimiert (ebd., S.14, Definition 1.2). Die Gewichtungsmatrix Wy sei dabei positiv semi-
definit und konvergiere in Wahrscheinlichkeit zu einer positiv definiten Matrix W* von Kon-
stanten (ebd., S.57, Annahme 3.7).

Der resultierende GMM-Schéatzer éT ist durch
fr = argming.g Qr(0) (3.17)

definiert (ebd., S.57) und unter bestimmten Vorraussetzungen konsistent und asymptotisch
normalverteilt (ebd., S.66{f.). Es gilt:

or % @ (9*, ;MS*M’) (3.18a)
mit: M := (G*(19*)’14/*(:*(@*))’1 G*(6*)W* (3.18b)

(ebd., S.71, Satz 3.2). Dabei ist S* := limp_a VAR[ﬁgT(e*)} (ebd., S.70, Annahme
3.11) und G*(0) := 9g* (0) /00’ stellt die Ableitung der Verteilungsmomente g* (6) nach 6’
dar.

Offensichtlich hingt die asymptotische Varianz-Kovarianz-Matrix %M S*M’ im Allgemeinen,
d.h. fiir ny > ng, von der Wahl der Matrizen W* und Wr ab (ebd., S.88f.). Es lasst

31Damit das System nicht unterbestimmt ist, muss ny > ng gelten.
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sich zeigen, dass W* = (S*)_1 die asymptotische Varianz-Kovarianz-Matrix minimiert und
Wr = S7! in diesem Sinne die optimale Gewichtungsmatrix darstellt (ebd.). S sei dabei
ein konsistenter Schétzer von S*.

Die genaue Definition dieses konsistenten Schéitzers héngt von der Autokorrelationsstruktur
von fyom(vt, 6%) ab (ebd., S. 74 1f.). Bei seriell unkorrelierten fyrom (v, 0*) gilt Sr = Sy =
% Zthl SMom (vhHAT) fMom (Ut,éT>l (ebd., S.76). Bei seriell korrelierten fyom(ve, 0*) kon-
nen unter bestimmten Vorraussetzungen in Bezug auf Heteroskedastizitét und Autokorrela-
tion konsistente (englisch: ,heteroscedasticity and autocorrelation consistent”, HAC) Schat-
zer Spac verwendet werden (ebd. S.80ff.). Diese werden als gewichtete Summe der ge-
schitzten Autokovarianzmatrizen von fyom(ve, 0*) definiert, wobei die Gewichtung meist
durch den Bartlett-Kernel von NEWEY & WEST (1987), den Parzen-Kernel von GALLANT
(1987, S.533, S.551, S.573) oder den quadratischen, spektralen Kernel von ANDREWS (1991)
bestimmt wird (HALL, 2005, S.80f.).

Die eigentliche Modellschitzung kann dann u. a. in einem iterativen Verfahren erfolgen (ebd.,
S.89f.): In Schritt ¥ = 1 wird dazu der GMM-Schétzer auf Basis einer suboptimalen Ge-
wichtungsmatrix wie der Einheitsmatrix geschétzt. Mit dem Ergebnis é(Tl ) wird dann ein
konsistenter Schitzer 5‘;1 ) fiir S* bestimmt. In allen folgenden Schritten v > 1 wird der
GMM-Schitzer auf Basis der Gewichtungsmatrix 1/ S”(Tyfl) des vorhergegangenen Schrit-
tes geschitzt und mit dem Ergebnis 6) wiederum ein konsistenter Schitzer S’(Tu) fiir S*

bestimmt.

Wenn die Verdnderung des Parameterschitzwerts zum Vorwert hinreichend klein ist, wird
das Verfahren abgebrochen und oy = é(T” ) gesetzt (ebd., S.90). Wenn dies nach der vorher
festgelegten Hochstzahl an Iterationen nicht geschieht, wird das Verfahren ohne Ergebnis
abgebrochen (ebd.). Der GMM-Schétzer konvergiert in diesem Fall nicht oder nicht in der
gewiinschten Geschwindigkeit.

Da im Fall ny = ngy die genaue Wahl der Gewichtungmatrix fiir die asymptotische Varianz-
Kovarianz-Matrix des GMM-Schétzers keine Rolle spielt, kann die GMM-Schitzung hier
unter Annahme einer beliebigen positiv semidefiniten Gewichtungsmatrix in nur einem
Schritt erfolgen (ebd., S.88).

CHAN ET AL. (1992) schétzen mit der GMM die durch Gleichungen (3.11) bzw. (3.12)
und Nebenbedingungen in Tabellen 3.1 bzw. 3.2 definierten, diskretisierten Zinsmodelle auf

Basis von historischen T-Bill-Renditen. Zwar spezifizieren sie den Prozess des Datenvektors
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v nicht explizit, doch folgt aus den Datenanforderungen der Zinsmodelle, dass fiir diesen
VUVt =Tt (319)
oder

/
Vg = (Tt —Tt—1, T“t—l) (3.20)

gelten muss. 7, steht dabei fiir die untersuchte Zinsrendite im Zeitpunkt bzw. Zeitraum t.

Bei den Modellen ohne Strukturbruch ist der Parametervektor durch

0:=(ar, 6rs 0 ) (3.21)

gegeben.?? Die Verteilungsmomente g*(6) werden analog zu Gleichung (3.13) durch??

9" (0) == Ei—1[fvtom (vt, 0)] (3.22)

und die Funktion fyom als

i
— 2 2,.27 2 2,27
fMom (v, 6) := (em, €rtTt—1, €y — 0717, (ent —oiry ) e ) . (3.23)

definiert. Nach Gleichung (3.11a) gilt dabei fiir die Storgrofen €, , = 1y — -1 — @p — Brry—1.
Die Stichprobenmomente g7 () sowie die zu minimierende Funktion Q7 () sind durch Glei-
chungen (3.15) bzw. (3.16) definiert. Als optimale Gewichtungsmatrix fiir den Fall ny > ng
wihlen CHAN ET AL. (1992) Wr = S‘S}}. Implizit unterstellen sie damit, dass die fyrom (vt, 0*)
seriell unkorreliert seien, ohne diese Annahme jedoch deutlich zu machen. Auch erwdhnen
sie nicht, welches Verfahren zur Bestimmung des GMM-Schétzers und welchen Algorithmus

zur Minimierung von Qr sie verwenden.

Die Schétzung der Modelle mit Strukturbruch erfolgt weitestgehend analog zu der ohne
Strukturbruch. Sie unterscheidet sich lediglich in der Definition des Parametervektors sowie
der Verteilungsmomente. Der Parametervektor ist durch

6 — (ar,ﬁr,UT,%,(sa,éﬁ,(sg,ay)' (3.24)

32CHaN ET AL. (1992) definieren den Parametervektor als 6 := (o, By, 02, %)/.
33CHaN BT AL. (1992) verwenden Gleichung (3.13) und weisen nicht explizit darauf hin, dass der bedingte
Erwartungswert IEt_l[ ] gebildet wird.
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gegeben; die Verteilungsmomente sind durch Gleichung (3.22) und die Funktion

fMom(Ut,e) = (GT,b 62, (Ur+§t 16 )2 2 ’YT_HL 165 )7
€rili—1, (63 — (O + 61-16,)2 PO 0y )) .

(3.25)
€r,t0t—1, (Ez,t — (07 + 01165 )2 Tf('ylﬁét 1o )) 01,

I
2 2 2 A/T+5t 105)
€r,t0¢—1T1—1, (€T7 (or +64—105)" 7 Op—1Ti—1

definiert. Nach Gleichung (3.12a) gilt dabei fiir die Storgrofen €, , = ry—ri—1— (o + §t—10a)—
(Br 4 01—108) Ti—1-

3.3.2.2 Modellvergleich

Fiir den Modellvergleich nutzen CHAN ET AL. (1992) sowohl fiir die GMM entwickelte bzw.

erweiterte Hypothesentests als auch allgemeine Kenngréfsen.

An Hypthesentests fiihren sie den sogenannten Test der iiberidentifizierenden Restriktionen
(auch: J-Test) sowie den Likelihood-Ratio-Test (LR-Test) durch und berechnen die t-Werte
der geschitzten Parameter. Details zu den Tests finden sich in HALL (2005, Kapitel 5,
S.1411f.). CHAN ET AL. (1992) nutzen sie wie folgt: Mit dem J-Test beurteilen sie, inwiefern
die Modelle ohne Strukturbruch fehlspezifiziert sind. Mit dem LR-Test vergleichen sie die
Modelle ohne Strukturbruch mit den ihnen iibergeordneten Modellen ohne Strukturbruch
aufer dem Modell (3.9a) sowie die Modelle mit Strukturbruch mit ihrem jeweiligen Pen-
dant ohne Strukturbruch. Die t-Werte erlauben ihnen Riickschliisse auf die Signifikanz der

Parameter, auch wenn sie hierauf nur selten eingehen.

An allgemeinen Kenngrofien bestimmen CHAN ET AL. (1992) fiir die Modelle ohne Struk-
turbruch zwei Bestimmtheitsmafse. Das erste ist als der Anteil an der Varianz der Zins-
verdnderung definiert, der durch die bedingten, erwarteten Zinsverdnderungen erklirt wird;
das zweite stellt den Anteil an der Varianz der quadrierten Zinsverédnderung dar, der durch
durch die bedingte Varianz der Zinsverdnderung erklirt wird. Sie dienen als Maf dafiir, wie

gut ein Modell die Zinsverdnderung und -volatilitdt prognostizieren kann.

3.3.3 Ergebnisse

CHAN ET AL. (1992) kommen in ihrem Modellvergleich zu folgenden Ergebnissen. Bei den
Modellen ohne Strukturbruch lehnt der J-Test alle Modelle mit 7, < 1 bei einem Konfidenz-
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niveau von 5% ab. Die Modelle von MERTON (1973), VASICEK (1977) und COX ET AL. (1985)
sind demnach fehlspezifiziert. Modelle mit +, > 1 hingegen konnen nicht abgelehnt werden.
Beim Vergleich der Modelle (3.9b) bis (3.91) kann der LR-Test keines der untergeordneten
Modelle ablehnen. Nach den t-Werten des Parametervektors des nicht restringierten Mo-
dells von CHAN ET AL. (1992) ist der Wert fiir ~, signifikant und der fiir 3, nicht signifikant
von null verschieden. Dies spricht fiir eine hohe Abhéngigkeit der bedingten Volatilitdt vom

Zinsniveau, aber gegen eine Mean Reversion.

Das Bestimmtheitsmafy der Zinsverdnderung unterscheidet sich nur unwesentlich zwischen
den Modellen; das der quadrierten Zinsverdnderung, d.h. das der bedingten Varianz, hinge-
gen ist flir Modelle mit hohen Werten fiir v, deutlich grofer als fiir Modelle mit niedrigen
Werten fiir v,.. Modelle die einen vergleichsweise groffen Teil der bedingten Varianz der

Zinsveranderung erkléren konnen, werden auch nach dem J-Test priferiert.

Bei den Modellen mit Strukturbruch konnen die Modelle von CHAN ET AL. (1992), BREN-
NAN & ScHWARTZ (1980), Cox ET AL. (1980) und Cox (1975) ohne Strukturbruch im
LR-Test nicht gegen ihre Pendants mit Strukturbruch abgelehnt werden. In diesen Féllen
scheint die Modellierung der bedingten Heteroskedastizitit der Zinsverdnderung, die eines

Strukturbruchs unnétig zu machen.

CHAN ET AL. (1992) schliefen aus diesen Ergebnissen, dass der wesentliche Unterschied zwi-
schen den Zinsmodellen im Grad der Abhingigkeit der Volatilitdt vom Zinsniveau liegt. Die
Modellierung dieser Abhangigkeit sei fiir die Genauigkeit des Zinsmodells entscheidender als
die anderer Modelleigenschaften wie einer Mean Reversion oder eines Strukturbruchs. Ins-
besondere konnen laut CHAN ET AL. (1992) Modelle mit v, > 1 die Zinsentwicklung besser
modellieren als Modelle mit 7, < 1. Thre nicht restringierte Schétzung fiir -, liegt bei 1,5
und damit deutlich hoher als in den bekannten Zinsmodellen von VASICEK (1977) und Cox
ET AL. (1985). Zudem zeigen CHAN ET AL. (1992), dass die Beriicksichtigung der Abhén-
gigkeit der Volatilitdt vom Zinsniveau bzw. ihre Vernachldssigung starke Auswirkungen auf

die Preise von Call-Optionen auf Kouponanleihen hat.






Kapitel 4

Abhangigkeit zwischen
Sterblichkeit und dem

Finanzmarkt

Wie in Kapitel 2.2.2 erldutert, sind bei der Bewertung von Sterblichkeitsderivaten Annahmen
zu zwei wesentlichen Arten von Abhéngigkeiten zu treffen: Abhingigkeiten in den Todes-
zeitpunkten verschiedener Individuen und Abhéngigkeiten zwischen Sterblichkeit und dem
Finanzmarkt. Wahrend erstere in fast allen Modellen in angemessenem Umfang beriicksich-

tigt werden, werden letztere meist einfach vernachlissigt.

Diese implizite Unabhingigkeitsannahme mag bei deterministischen Sterblichkeiten in der
traditionellen Lebensversicherungsmathematik einleuchten,?* kann jedoch bei stochastischer
Sterblichkeit nicht unbedingt beibehalten werden. Zum einen sind Abhéngigkeiten zwischen
Sterblichkeit und dem Finanzmarkt grundsétzlich vorstellbar und theoretisch erklarbar; zum

anderen gibt es erste empirische Anhaltspunkte fiir sie.

Diese Theorien und Anhaltspunkte werden ebenso wie die Relevanz einer eventuellen Ab-

héngigkeit fiir die Bewertung von Sterblichkeitsderivaten im Folgenden diskutiert.

34Bei deterministischer Sterblichkeit und Unabhingigkeit zwischen Individuen strebt die Unsicherheit in
der realisierten Sterblichkeit eines Portfolios nach dem Gesetz der grofen Zahl fiir viele Individuen gegen
null. Eine de facto sichere Sterberate kann aber nicht mit dem volatilen Finanzmarkt korreliert sein.

53
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4.1 Hypothesen und empirische Anhaltspunkte

Verschiedene Theorien und einzelne empirische Anhaltspunkte lassen einen Zusammenhang
zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt vermuten. Bei ihrer Diskussion ist es hilfreich,

die Hypothesen und Abhéngigkeiten nach drei Kriterien zu klassifizieren.

Als erstes bietet sich dazu eine Differenzierung in Langlebigkeitsrisiken und kurzfristige
Sterblichkeitsrisiken an. Zum einen unterscheiden sich Langlebigkeits- und kurzfristige Sterb-
lichkeitsrisiken trotz des gemeinsamen Bezugs zur Sterblichkeit in der Art des abzusichernden
Risikos, da bei letzteren im Gegensatz zu ersteren der Schwerpunkt auf Katastrophenrisiken
liegt (CAIRNS ET AL., 2006b, S.712). Folglich ist fiir die Bewertung kurzfristiger Sterb-
lichkeitsrisiken die Abhéngigkeit zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt in Extrem-
situationen relevanter als fiir die Bewertung von Langlebigkeitsrisiken. Zum anderen ist
der Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos bei Langlebigkeitsrisiken positiv (vgl. z. B. BAUER
ET AL., 2010; LiN & Cox, 2008) und bei kurzfristigen Sterblichkeitsrisiken negativ (vgl.
z.B. COX ET AL., 2006; LIN & Cox, 2008). Dies ist fiir durch Marktpreise des Risikos

verursachte Abhiingigkeiten von Bedeutung.?®

Als zweites Klassifizierungskriterium dient die Prozesskomponente, iiber die die Abhangig-
keit verursacht wird. Geht man von einem einfachen Sprungdiffusionsprozess fiir die Sterb-
lichkeit und die betrachteten Finanzmarktgrofsen aus, kann eine Abhéngigkeit durch die
Diffusions-, Sprung- und/oder Driftterme entstehen. Diffusionsterme sollten vor allem bei
Langlebigkeitsrisiken, Sprungterme hauptséchlich bei kurzfristigen Sterblichkeitsrisiken von

Bedeutung sein.

Bei den Drifttermen spielen die Marktpreise des Risikos eine besondere Rolle. Denn wenn der
Mafswechsel von oder zum Martingalmaf mit Hilfe des Satzes von GIRSANOV (1960) erfolgt,
dndert sich der Drift um den Marktpreis des Risikos. Eine Abh#ngigkeit der Marktpreise
des Risikos voneinander oder von den anderen Modellkomponenten fiihrt daher zu einer an-
deren Abhéngigkeitsstruktur unter dem realen als unter dem Martingalmaf. BAUER (2006)
argumentiert deshalb, dass bei Abhingigkeit des Marktpreises des Sterblichkeitsrisikos vom
Finanzmarkt eine Abhéngigkeit unter dem Martingalmaft auch bei Unabhéangigkeit unter
dem realen Maf entstehen kann. Auch die spitere Diskussion der Hypothesen unterscheidet

daher zwischen Abhéngigkeiten, die durch die Marktpreise des Risikos verursacht werden,

35Die scheinbar widerspriichlichen Marktpreise des Sterblichkeitsrisikos ergeben sich dann, wenn sowohl
Renten- als auch Risikolebensversicherer fiir die Absicherung ihrer Langlebigkeits- bzw. kurzfristigen Sterb-
lichkeitsrisiken eine Primie zahlen miissen. Eine Erklarung dafiir sehen CAIrRNS ET AL. (2006b, S.711f.)
in Marktunvollkommenheiten, in demographischen sowie nicht demographischen Unterschieden zwischen
Renten- und Risikolebensversicherungsnehmern und in der genannten Andersartigkeit des abzusichernden
Risikos.
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und solchen, die durch andere Prozesskomponenten entstehen.

Als drittes und letztes Differenzierungskriterium dient die Unterscheidung in direkte und
indirekte Effekte. Bei direkten Effekten beeinflusst die Sterblichkeit den Finanzmarkt oder

andersherum. Bei indirekten Effekten werden beide durch eine dritte Grofse beeinflusst.

4.1.1 Langlebigkeitsrisiken

Bei Langlebigkeitsrisiken kénnen Abhéngigkeiten am ehesten durch eine Abhingigkeit der
Diffusionsterme oder der Marktpreise des Risikos entstehen. Die jeweiligen Hypothesen sind
in Tabellen 4.1 bzw. 4.2 zusammengefasst.

Bei den durch die Diffusionsterme verursachten Abhéngigkeiten muss zwischen unterschiedli-
chen Zeitverzogerungen unterschieden werden. So sollte der Zusammenhang zwischen Sterb-
lichkeit und vergangenen Aktienrenditen bzw. Zinsen geméf den Hypothesen langfristig eher
negativ, kurzfristig jedoch positiv sein. Weiter sollte die Abhéngigkeit zwischen aktuellen
Aktien- bzw. Zinsrenditen und der Sterblichkeit positiv bzw. negativ ausfallen. Das Gegen-
teil sollte auf aktuelle Renditen und die vergangene Sterblichkeit zutreffen. Auch bei Ab-
héngigkeiten, die durch die Marktpreise des Risikos entstehen, muss nach Zeitverzégerungen
differenziert werden. So sollte die Abh#ngigkeit zwischen aktuellen Aktien- bzw. Zinsren-
dite und der vergangenen Sterblichkeit negativ ausfallen. Bei fehlender oder nur geringer
Zeitverzogerung hingegen bleibt der Gesamteffekt aufgrund gegenldufiger Effekte unklar.

4.1.1.1 Abhingigkeiten durch Diffusionsprozesse

Bei Langlebigkeitsrisiken sind Abhéingigkeiten iiber die Diffusionsprozesse sowohl durch di-
rekte als auch durch indirekte Effekte vorstellbar.

Direkte Effekte
Direkte Effekte kdnnen bei Langlebigkeitsrisiken durch einen Einfluss des Finanzmarkts auf
die Sterblichkeit oder der Sterblichkeit auf den Finanzmarkt entstehen.

Bei einer Beeinflussung der Sterblichkeit durch den Finanzmarkt konnte der Konsum ge-
sundheitsfordernder und -schidlicher Giiter vom Einkommen und damit vom Finanzmarkt
abhingen. Denn sofern es sich um normale Giiter handelt, sollte ihr Konsum in Zeiten hoher
(niedriger) Realeinkommen steigen (fallen) (NEUMAYER, 2004, S.1039). Und da bei hohen
(niedrigen) Finanzmarktrenditen auch das Realeinkommen ceteris paribus hoch (niedrig)
ausfallt, sollte der Konsum normaler Giiter positiv vom Finanzmarkt abhingen.
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In der Tat sprechen laut NEUMAYER (2004, S.1039) eine Reihe empirischer Studien da-
fiir, dass sowohl gesundheitsfordernde Giiter wie Gesundheitsvorsorge als auch gesundheits-
schidigende Giiter wie Alkohol und Tabak normale Giiter seien. Bei gesundheitsfordernden
Giitern impliziert dies eine negative Abh&ngigkeit, bei gesundheitsschédigenden Giiter eine
positive Abhéngigkeit der Sterblichkeit vom Finanzmarkt. In beiden Fillen sollte es zu einer
deutlichen zeitlichen Verzégerung kommen, bei der die Sterblichkeit nach dem Finanzmarkt

und dem Einkommen reagiert. Der Nettoeffekt bleibt unklar.

Eine Beeinflussung des Finanzmarkts durch die Sterblichkeit konnte iiber das Spar- und In-
vestitionsverhalten erfolgen. Dabei sind zwei Wirkungsweisen zu unterscheiden. Zum einen
konnte die Sterblichkeit die Ersparnis der Bevolkerung, zum anderen ihre Risikoaversitét
und damit die Verteilung der Ersparnis auf verschiedene Anlageklassen beeinflussen. Letz-
teres betrifft die Abhangigkeit der Marktpreise des Risikos unterschiedlicher Anlageklassen
von der Sterblichkeit und wird daher spéter als eine mogliche, zusétzliche Abhingigkeit
durch die Marktpreise des Risikos diskutiert. Bei ersterem miissen zwei gegenldufige Effekte
unterschieden werden (L1 ET AL., 2007): der Effekt der Altersstruktur und der Effekt der

Lebenserwartung.

Denn einerseits kommt es bei unerwartet niedriger (hoher) Sterblichkeit ceteris paribus zu
einer Verschiebung der Altersstruktur: Die Bevolkerung altert stirker (weniger stark) als er-
wartet. Wenn Individuen, wie von der Lebenszyklushypothese des Sparens von MODIGLIANI
& BRUMBERG (1954) vorausgesagt, ihren Konsum zur Maximierung ihres Lebenszeitnut-
zens glitten und dazu in jungen Jahren sparen und im Rentenalter entsparen (vgl. auch
MODIGLIANI, 1986), sollte bei einem hoheren (geringeren) Anteil dlterer Menschen in der
Bevdlkerung die Gesamtersparnis ceteris paribus fallen (steigen). Das Ergebnis wéren fallen-
de (steigende) Aktien- und Anleihenpreise und steigende (fallende) Zinsen, also eine positive
Abhéangigkeit zwischen Sterblichkeit und Aktienrenditen und eine negative Abhéngigkeit
zwischen Sterblichkeit und Zinsen. Sie sollten jeweils ohne Zeitverzogerung auftreten.

Andererseits steigt bei einem unerwartet starken (geringen) Riickgang der Sterblichkeit auch
die Lebenserwartung stirker (weniger stark) als erwartet. Insbesondere wenn die Lebens-
arbeitszeitgrenze nicht ausreichend angepasst wird, sollte dies ceteris paribus den Vorsor-
gebedarf fiir den arbeitenden Teil der Bevolkerung sowie die Notwendigkeit einer langsa-
men Vermogensdekumulation fiir die Rentner erhdhen (verringern). Dies sollte die Gesamt-
ersparnis steigern (reduzieren). Steigende (fallende) Aktien- und Anleihenpreise und fallende
(steigende) Zinsen wiren die Folge. Dies entspriche einer negativen Abhéngigkeit zwischen
Sterblichkeit und Aktienrenditen und einer positiven Abhéngigkeit zwischen Sterblichkeit
und Zinsen, wobei der Finanzmarkt zeitverzogert auf die Sterblichkeit reagieren sollte. Der
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Gesamteffekt von Altersstruktur und Lebenserwartung bliebe damit unklar.

Eine Reihe von Studien liefern empirische Anhaltspunkte fiir die beiden beschriebenen Ef-
fekte. Laut L1 ET AL. (2007) fokussieren sie sich i.d.R. auf den Einfluss von entweder Al-
tersstruktur oder Lebenserwartung auf Ersparnis bzw. Investition und Wachstum. Studien
der zweiten Kategorie wiirden typischerweise einen positiven Effekt von Lebenserwartung
auf Investition nachweisen (z. B. EHRLICH & Lul, 1991), wihrend die Ergebnisse bei erste-
ren keineswegs so eindeutig seien. Insbesondere findet ein Teil der Studien keine oder nur
geringe Anzeichen fiir die von Lebenszyklustheorie vorausgesagte Vermogensdekumulation
im Rentenalter (z.B. POTERBA, 2004). Dies wird regelméfig mit Vererbungsmotiven und
einem angesichts unsicherer Lebenserwartung notwendigen, vorbeugenden Sparen erklirt
(z. B. SCHICH, 2008).

Im Gegensatz zu anderen Studien trennen L1 ET AL. (2007) in ihrem Beitrag die Effekte
von sterblichkeitsbedingter Verschiebung der Altersstruktur, Lebensdauer und Geburten-
rate. Sowohl modelltheoretisch als auch empirisch weisen sie einen negativen Effekt des
Alterskoeflizienten und einen positiven Effekt von Lebenserwartung auf die Ersparnis nach.
Der Alterskoeffizient ist dabei als Verhéltnis der Renten- zur arbeitenden Bevolkerung de-
finiert. Der Gesamteffekt bleibt unklar, kann jedoch laut L1 ET AL. (2007) durchaus null
betragen.

Auch wenn die Ergebnisse von Li ET AL. (2007) den aus der Lebenszyklushypothese des
Sparens abgeleiteten Altersstruktureffekt sowohl modelltheoretisch als auch empirisch zu
bestitigen scheinen, bleibt sein tatséchliches Ausmaf fraglich. Zum einen erlauben die Au-
toren in ihrem Modell weder Vererbungsmotive noch eine unsichere Lebenserwartung. Beides
sollte jedoch die Vermogensdekumulation im Alter und damit den Effekt der Altersstruktur
auf die Ersparnis verringern. Zum anderen verwenden LI ET AL. (2007) zur empirischen
Uberpriifung den Alterskoeffizienten, der nicht nur durch die Sterblichkeit, sondern auch

durch die Geburtenraten fritherer Perioden getrieben wird.

Indirekte Effekte

Eine weitere mogliche Ursache fiir Abhingigkeiten zwischen Sterblichkeit und dem Finanz-
markt ist deren gemeinsame Abhéangigkeit von der allgemeinen Wirtschaftslage. In der Li-
teratur zur Bewertung von Sterblichkeitsderivaten fiihren als erste MILTERSEN & PERSSON
(2006) dieses Argument an; sie treffen jedoch keine Aussagen zum Mechanismus, zum Grad

oder zur Richtung des Zusammenhangs.3®

36MiTeERSEN & PERSsoN (2006) verweisen lediglich auf Studien zum Zusammenhang zwischen politischen
Ereignissen und der Lebenserwartung in Russland sowie zur Sterblichkeitsentwicklung in der ehemaligen
DDR nach der Wiedervereinigung.
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Diese findet man umso mehr in der epidemiologischen Forschung. Dort existiert eine Viel-
zahl von Theorien und empirischen Untersuchungen zum Zusammenhang zwischen der Wirt-
schaftslage und dem Gesundheitszustand bzw. der Sterblichkeit von Individuen und Bevol-
kerungen. NEUMAYER (2004) fasst sie zu zwei grofen Sichtweisen zusammen, nach denen

Sterblichkeit sich anti- bzw. prozyklisch entwickele.

Nach der ersten Sichtweise (z.B. BRENNER & MOONEY, 1983; WATKINS, 1985) wiirden
Rezessionen aufgrund ihrer finanziellen, psychologischen und sozialen Auswirkungen eine
Verschlechterung des Gesundheitszustandes und einem Anstieg der Sterblichkeit bewirken.
Tatséichliche oder drohende Arbeitslosigkeit fithre aufgrund des (befiirchteten) finanziellen
Verlustes zu einer Verringerung von gesundheitsfordernden Ausgaben sowie einer moglicher-
weise schlechteren Erndhrung und aufgrund des Stresses zu gesundheitsschédlichem Verhal-
ten wie z. B. verstidrktem Alkohol- und Drogenkonsum. Auch habe Arbeitslosigkeit aufgrund
der starken sozialen Verdnderungen wie des Verlusts von sozialen Netzwerken und Selbst-

achtung Auswirkungen auf das psychische Wohlbefinden.
Nach der zweiten Sichtweise (z.B. RuHM, 2000, 2005) hitten Rezessionen positive Aus-

wirkungen auf den Gesundheitszustand, da Individuen mehr Zeit auf gesundheitsférdernde
Mafsnahmen wie z. B. medizinische Vorsorge und das Kochen gesunder Mahlzeiten verwen-
deten, da der geringere arbeitsbedingte Stress und das geringere Einkommen die Ausgaben
fiir gesundheitsschidigende Giiter wie Alkohol und Nikotin senkten und da es weniger Ar-

beitsunfille gebe.

Beide Sichtweisen scheinen, durch empirische Untersuchungen bestitigt zu werden.?” So
weisen auf der einen Seite verschiedene Studien mit Hilfe von Mikrodaten einen positiven
Einfluss von Arbeitslosigkeit auf die individuelle, todesartiibergreifende Sterblichkeit sowie
einen Teil der individuellen, todesartspezifischen Sterblichkeiten nach (z. B. GERDTHAM &
JOHANNESSON, 2003; NYLEN ET AL., 2001; VOSS ET AL., 2004). Auferdem zeigt beispiels-
weise BRENNER (2005) auf Basis von Makrodaten, dass niedrige Arbeitslosigkeit und hohes

Wirtschaftswachstum die Sterblichkeit einer Bevolkerung mittel- bis langfristig reduzieren.

Auf der anderen Seite finden jedoch z. B. RunM (2000), NEUMAYER (2004) und GERDTHAM
& RunM (2006) fiir die USA, Deutschland bzw. 23 Lénder der Organisation for Econo-
mic Co-Operation and Development (OECD) einen kurzfristigen, negativen Zusammenhang
zwischen Arbeitslosigkeit und Sterblichkeit. Dies gilt sowohl fiir die todesartiibergreifen-
de als auch fiir eine Reihe von todesartspezifischen Sterberaten. Thre Analysen basieren

auf Makrodaten, doch wird die Sichtweise der Autoren, Sterblichkeit entwickele sich prozy-

37 Als MaR fiir die Wirtschaftslage dienen dabei i. d. R. Mafe fiir die Arbeitslosigkeit und das Bruttoinlands-
produkt, wobei bei letzterem hiufig auf das reale und/oder pro-Kopf-Bruttoinlandsprodukt zuriickgegriffen
wird.
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klisch, auch durch Mikrodaten untermauert. RuaM (2000, 2005) zeigt beispielsweise, dass
in Wirtschaftsaufschwiingen mehr geraucht wird, die Fettleibigkeit zunimmt und sportliche
Aktivitdten eingeschrénkt werden.

Der scheinbare Widerspruch zwischen den beiden Sichtweisen und den empirisichen Unter-
suchungen kann durch vier Argumente entkréftet werden. Erstens miissen sich die beiden
Sichtweisen laut NEUMAYER (2004) nicht gegenseitig ausschliefen; sie koénnten lediglich un-

terschiedliche Facetten eines komplexes Zusammenhangs beschreiben.

Zweitens muss — wie auch CATALANO & BELLOWS (2005) betonen — bei der Interpretation
der empirischen Ergebnisse das Problem des 6kologischen Trugschlusses bedacht werden, bei
dem filschlicherweise von Zusammenhéngen auf der Makroebene auf Zusammenhinge auf
der Mikroebene geschlossen wird.

Im konkreten Fall diirfen beispielsweise die aus aggregierten Daten gewonnenen Ergebnisse
von RUHM (2000), NEUMAYER (2004) und GERDTHAM & RUHM (2006), nach denen stei-
gende Arbeitslosigkeit mit einem Riickgang der Sterblichkeit der Bevolkerung einhergeht,
nicht dahingehend interpretiert werden, dass Arbeitslosigkeit auch im Einzelfall zu geringe-
rer Sterblichkeit fiihre.

Wahrscheinlicher ist laut CATALANO & BELLOWS (2005), dass in Rezessionen bzw. bei stei-
gender Arbeitslosigkeit sich der Gesundheitszustand und die Sterblichkeit zwar fiir die Be-
troffenen verschlechtern, aber gleichzeitig fiir die Beschéftigten verbessern wiirden, z. B. auf-
grund eines gesiinderen und weniger antisozialen Verhaltens®® oder einer geringeren Anzahl
von Arbeitsunfillen. Der Nettoeffekt einer Rezession wére dann eine Reduktion der Sterb-
lichkeit, die sich in dem von beipsielsweise RUHM (2000), NEUMAYER (2004) und GERDTHAM
& RUHM (2006) gefundenem Makrozusammenhang dufsert.

Drittens spielen Zeitverzogerungen eine wichtige Rolle. So argumentiert BRENNER (2005)
zwar, dass starkes Wirtschaftswachstum die Sterblichkeit einer Bevolkerung mittel- bis lang-
fristig reduziere, und sogar, dass es die treibende Kraft hinter Verbesserungen in der Le-
benserwartung sei. Gleichzeitig rdumt er aber ein, dass es die Sterblichkeit kurzfristig — d. h.
innerhalb der ersten Monate — erhthen kénne. Im ersten Fall spricht BRENNER (2005) von

nachhaltigem Trendwachstum, im zweiten Fall von schnellem Wachstum.

Der kurzfristige Effekt liege zum einen an den mit schnellem Wirtschaftswachstum einher-
gehenden Verdnderungen. So miissten Arbeitnehmer sich an neue Arbeitsweisen gewthnen,
neue Fihigkeiten erlernen, mit der Gefahr eines Statusverlusts und mit erhéhter Arbeits-

belastung umgehen. Zum anderen wiirden Arbeitsgeber zu Beginn des Aufschwungs nur

38Verschiedene Studien weisen diesen sogenannten Inhibitionseffekt auf der Mikroebene nach (z. B Cara-
LANO ET AL., 1993).
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zogerlich weitere Mitarbeiter einstellen, so dass die Arbeitsbelastung zusétzlich steige.

Viertens und letztens kann die Verwendung unterschiedlicher statistischer Methoden und
Kontrollvariablen die Unterschiede in den empirischen Ergebnissen erkliren (NEUMAYER,
2004; Runm, 2000).

Zusammenfassend ldsst sich festhalten, dass die Sterberaten der Bevolkerung wahrschein-
lich kurzfristig positiv und mittel- bis langfristig negativ von der Wirtschaftsentwicklung
abhingen. Da Aktienkurse und Zinsen sich prozyklisch entwickeln, bedeutet dies Folgendes

fiir den Zusammenhang zwischen Sterblichkeit und Aktien bzw. Zinsen:

Kurzfristig sollte die Abhéngigkeit zwischen Sterblichkeit und Aktienrenditen bzw. Zinsen
positiv sein. Da der Finanzmarkt die Erwartungen des Markts zum Wirtschaftswachstum
und insbesondere zu der als zeitverzogerte Variable bekannten Arbeitslosenrate vorweg-
nimmt, kann es hier durchaus zu einer leichten Zeitverzogerung zwischen dem Finanzmarkt

und der Sterblichkeit kommen. Der Finanzmarkt sollte dabei vor der Sterblichkeit reagieren.

Langfristig sollte der Zusammenhang negativ sein. Die Zeitverzogerung zwischen Wirtschafts-
entwicklung und Sterblichkeit sollte dabei durch die Vorausschau des Finanzmarkts weiter

verstirkt werden.

4.1.1.2 Abhingigkeiten durch Marktpreise des Risikos

Weitere Abhingigkeiten zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt kénnen durch eine Ab-
hangigkeit zwischen den Marktpreisen der Finanzmarktrisiken und der Sterblichkeit, zwi-
schen dem Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos und dem Finanzmarkt oder zwischen den
Marktpreisen des Sterblichkeits- und der Finanzmarktrisiken entstehen. Dies gilt sowohl fiir

Langlebigkeits- als auch fiir kurzfristige Sterblichkeitsrisiken.

Die Marktpreise des Risikos seien dabei jeweils so definiert, dass ein positiver (negativer)
Marktpreis des Risikos den Drift der jeweiligen Grofe beim Mafwechsel zum Martingalmaf
verringere (erh6he). Bei einem positiven (negativen) Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos wer-
den demnach unter dem Martingalmaf niedrigere (hohere) Sterbewahrscheinlichkeiten bzw.
hohere (niedrigere) Uberlebenswahrscheinlichkeiten angesetzt als unter dem realen Maf.
Dies entspricht nicht immer der Definition anderer Forscher (z.B. Cox ET AL., 2006; LiN
& Cox, 2008).

Bei Langlebigkeitsrisiken konnen die zusitzlichen Abhéngigkeiten durch direkte Effekte
entstehen. Dabei beeinflusst die Sterblichkeit oder der Finanzmarkt die Marktpreise der
Finanzmarkt- und/oder Sterblichkeitsrisiken.
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Sterblichkeit und Marktpreise der Finanzmarktrisiken

Eine Abhéngigkeit zwischen Sterblichkeit und den Marktpreisen der Finanzmarktrisiken
kann bei Langlebigkeitsrisiken durch den Einfluss der Sterblichkeit auf die durchschnittliche
Risikoaversitidt der Bevolkerung entstehen. Dabei miissen zwei gegenliufige Effekte unter-
schieden werden. Einerseits kommt es ceteris paribus bei unerwartet niedrigen (hohen) Ster-
beraten zu einer Verschiebung der Altersstruktur: Die Bevolkerung altert stérker (weniger
stark) als erwartet. Da die Risikoaversitdt nach der Lebenszyklushypothese der Risikoaver-
sitdt mit dem Alter zunehmen sollte (BAKSHI & CHEN, 1994), sollte die durchschnittliche
Risikoaversitét der Bevolkerung durch die Verschiebung der Altersstruktur hoher (niedriger)

ausfallen als erwartet.?®

Der Marktpreis des Aktienrisikos sollte steigen (fallen) und die Nachfrage sich von Aktien
zu Anleihen (Anleihen zu Aktien) verschieben. Das Ergebnis wéren fallende (steigende)
Aktienkurse und Zinsen, was einer positiven Abhéngigkeit zwischen Sterblichkeit und Aktien

bzw. Zinsen entspréche. Sie sollte ohne Zeitverzogerung auftreten.

Andererseits steigt bei einem unerwartet starken (niedrigen) Riickgang der Sterblichkeit
auch die Lebenserwartung stirker (weniger stark) als erwartet. Dies erhoht (verringert) nicht
nur den Vorsorgebedarf (vgl. Kapitel 4.1.1.1) und damit die Notwendigkeit risikoreicherer
Investitionen, sondern verldngert (verkiirzt) insbesondere bei einer Anpassung der Lebens-
arbeitszeit auch den Investitionshorizont, so dass die individuelle Risikoaversion niedriger

(hoher) ausfallen sollte als erwartet.

Es kdme dann zu einem Riickgang (Anstieg) des Marktpreises des Aktienrisikos und ei-
ner Verschiebung der Nachfrage von Anleihen zu Aktien (Aktien zu Anleihen). Steigende
(fallende) Aktienkursen und Zinsen wiren die Folge. Dies entspriche einer negativen Ab-
héngigkeit zwischen Sterblichkeit und Aktienrenditen bzw. Zinsen, wobei der Finanzmarkt
zeitverzogert auf die Sterblichkeit reagieren sollte. Der Gesamteffekt von Altersstruktur und

Lebenserwartung bliebe damit unklar.

Der erste der beiden beschriebenen Effekte, die Lebenszyklushypothese der Risikoaversitiit,

wird insbesondere im Zusammenhang mit dem Baby Boom der USA und seinen Auswirkun-

39FEnR & JokiscH (2006, S.508f.) betonen mit Verweis auf BopIE ET AL. (1992) und JAGANNATHAN &
KocHERLAKOTA (1996), dass diese Aussage nur unter bestimmten Annahmen giiltig ist: Wihrend bei siche-
rem Arbeitseinkommen der Aktienanteil im Alter angesichts der geringeren Flexibilitdt des Arbeitsangebot
sinken sollte (vgl. Bobie ET AL., 1992), bestimme bei unsicherem Arbeitseinkommen auch dessen Korrela-
tion mit dem Aktienmarkt die Entwicklung des Aktienanteils {iber den Lebenszyklus (vgl. JAGANNATHAN
& KOCHERLAKOTA, 1996). So kdnne bei positiv mit dem Aktienmarkt korrelierten Arbeitseinkommen der
Aktienanteil im Alter sogar steigen. Auch die OECD (2005, S.28) argumentiert, dass junge Rentner u. U.
risikofreudiger seien als die Arbeitsbevilkerung, weil Renten besser vorhersagbar seien als das Arbeitsein-
kommen.
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gen auf Finanzmarktpreise und Risikoprdmien diskutiert. Zur empirischen Untermauerung
werden i. d. R. entweder mit dem Alter sinkende Aktienanteile oder der positive Einfluss des
Durchschnittsalters oder Alterskoeffizienten auf Risikopramien am Aktienmarkt angefiihrt.

Die Ergebnisse sind jedoch keineswegs eindeutig. Zum ersten Punkt fassen FEHR & JOKISCH
(2006, S.509f.) die Ergebnisse verschiedener Arbeiten zusammen. Nur bei einem Teil von
ihnen gehe der Aktienanteil im Alter zuriick (z. B HEATON & Lucas, 2000); bei anderen
bleibe er im Rentenalter konstant oder steige sogar (z. B. AMERIKS & ZELDES; POTERBA
& SAMWICK, 2001). FEHR & JOKISCH (2006) fithren diese Unterschiede u. a. darauf zuriick,

dass Alters-, Perioden- und Kohorteffekte nicht getrennt werden kdnnten.

Zum zweiten Punkt weisen zwar BAKSHI & CHEN (1994) fiir die USA einen signifikanten,
positiven Einfluss des Durchschnittsalters auf die Risikoprdmie des Standard & Poor’s 500
(S&P 500) nach. Doch kénnen ANG & MADDALONI (2005) diesen Zusammenhang nur fiir
die USA, nicht aber fiir andere Lénder bestétigen: Nicht nur sei dort der Zusammenhang
zwischen Durchschnittsalter und Risikopramie nicht signifikant; die Autoren zeigen auch,
dass der Anteil der Renter an der erwachsenen Bevolkerung anders als in den USA und im
Widerspruch zur Lebenszyklushypothese der Risikoaversion ein signifikanter, aber negativer

Pradiktor fiir Uberrenditen am Aktienmarkt sei.

Dariiber hinaus vermischen BAKSHI & CHEN (1994), indem sie in ihrer Analyse das Durch-
schnittsalter betrachten, die Effekte von Geburtenrate, Altersstruktur und Lebenserwartung.
Die Autoren selbst weisen auf die Bedeutung des Baby Booms fiir den Altersanstieg in den
USA nach 1945 hin. Ihre Ergebnisse sollten daher erstens stark durch die Verénderung der
Geburtenrate getrieben sein und kdnnen nicht als empirischer Anhaltspunkt fiir den Effekt
einer verdnderten Sterblichkeit dienen. Zweitens handelt es sich — wie auch ANG & MAD-
DALONI (2005) argumentieren — bei dem Baby Boom der USA, streng genommen, nur um

einen einzelnen, nicht reprisentativen Datenpunkt.

Finanzmarkt und Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos

Eine Abhéngigkeit zwischen dem Finanzmarkt und dem Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos
kann bei Langlebigkeitsrisiken durch einen Einfluss von ersterem auf letzteren entstehen.
Drei verschiedene Mechanismen werden dazu von BAUER (2006) und BAUER ET AL. (2010)
vorgeschlagen und zum Teil mit empirischen Anhaltspunkten untermauert. In allen drei

Fillen sollte die Abhéngigkeit ohne Zeitverzogerung auftreten.

Der erste Erklarungsansatz stammt von BAUER (2006). Er argumentiert, dass Lebensver-
sicherer Langlebigkeitsrisiken in einem niedrigen (hohen) Zinsumfeld mehr (weniger) Be-

achtung schenken wiirden. Dies konne daran liegen, dass in einem niedrigen (hohen) Zinsum-
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feld die aktuellen Verbindlichkeiten der Lebensversicherer stiegen (fielen) und sie dadurch im
Allgemeinen auch bei der Aufnahme neuer Verbindlichkeiten vorsichtiger (weniger vorsich-
tig) wiirden. Der Anstieg (Riickgang) der Verbindlichkeiten komme dabei nicht nur durch
den reinen Diskonteffekt zustande, sondern auch durch die Tatsache, dass einige in Ren-
tenversicherungen enthaltene Optionen wie z. B. die einer Mindestrente in einem niedrigen

(hohen) Zinsumfeld eher (seltener) im Geld seien.

Sofern Versicherer Verbindlichkeiten aus Langlebigkeitsrisiken in einem niedrigen (hohen)
Zinsumfeld tatsichlich einen hoéheren (niedrigeren) Wert beimessen als durch den reinen
Diskonteffekt und eine Abhéngigkeit der realen Sterblichkeit erkldrbar, kann dies als ne-
gative Abhéngigkeit des Marktpreises des Sterblichkeitsrisikos vom Zinsniveau interpretiert
werden. Bei der Bewertung von Lebensversicherungen und Langlebigkeitsderivaten wiirden
dann in einem niedrigen Zinsumfeld hohere Uberlebenswahrscheinlichkeiten bzw. niedrigere
Sterbewahrscheinlichkeiten verwendet als in einem hohen Zinsumfeld. Dies entspréche einer
positiven Abhéngigkeit zwischen der bei der Bewertung angesetzten Sterblichkeit und den

Zinsen.

Ein zweiter Erklirungsansatz von BAUER ET AL. (2010) zielt ebenfalls auf den Einfluss des
Zinsniveaus auf den Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos ab. Da bei fallenden (steigenden)
Zinsen der Wert einer Leibrente mit gegebener Annuititenrate steigt (fallt), muss jeder
Zinsriickgang (-anstieg) theoretisch eine Reduktion (Erhohung) der Annuitédtenraten nach

sich ziehen.

Wenn jedoch — so BAUER ET AL. (2010) — Lebensversicherer diese Anpassung, sei es aus
rein praktischen oder aus wettbewerbstechnischen Griinden, erst mit Verzdgerung vorneh-
men, miissen die impliziten Uberlebenswahrscheinlichkeiten und der implizite Marktpreis
des Sterblichkeitsrisikos fallen (steigen). Dies entspriche einer positiven Abhéngigkeit des
impliziten Marktpreises des Sterblichkeitsrisikos vom Zinsniveau und folglich einer negati-
ven Abhéngigkeit zwischen der impliziten Sterblichkeit unter dem Martingalmaff und den

Zinsen.

In der Tat finden BAUER ET AL. (2010) fiir den Zeitraum von Mé&rz 2003 bis Dezember
2006 eine Korrelation von 0,907 zwischen den aus britischen Leibrentenraten geschétzten
Marktpreisen des Sterblichkeitsrisikos*® und der zehnjéhrigen Zinsstrukturrendite britischer

Staatsanleihen.

Ob diese Abhingigkeit auch bei der Bewertung von Langlebigkeitsderivaten beriicksichtigt

werden sollte, ist jedoch fraglich. Denn die Preise von am Kapitalmarkt gehandelten Instru-

40BAUER ET AL. (2010) beriicksichtigen in ihrem Modell allerdings keine Abhingigkeit zwischen der realen
Sterblichkeit und dem Finanzmarkt.
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menten sollten unmittelbar oder zumindest deutlich schneller an das aktuelle Zinsniveau
angepasst werden als die Preise von Versicherungsprodukten. Die diskutierte Abhangigkeit
konnte daher vielmehr ein weiterer Einwand gegen die Verwendung von aus Leibrentenraten

geschétzten Marktpreisen des Risikos sein.

Im Gegensatz zu den beiden ersteren beschreibt der dritte Erklirungsansatz den Zusammen-
hang zwischen dem Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos und Aktienrenditen. Laut BAUER
ET AL. (2010) erlauben hohe (niedrige) Aktienrenditen den Rentenversicherern, ihren Ver-

sicherungsnehmern eine hohe (niedrige) Verzinsung zu versprechen.

Falls Versicherer ihre Annuitétenraten in Zeiten hoher (niedriger), tatsichlicher oder erwar-
teter Aktienrenditen stéirker erhthen (senken), als durch geénderte Zins- oder Sterblichkeits-
erwartungen gerechtfertigt, fallen (steigen) die impliziten Uberlebenswahrscheinlichkeiten
und der implizite Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos. Es kiime zu einer positiven Abhén-
gigkeit der zur Bewertung angesetzten Sterblichkeit bzw. einer negativen Abhingigkeit des
Marktpreises des Sterblichkeitsrisikos von den Aktienrenditen.

Und tatséchlich finden BAUER ET AL. (2010) eine deutlich negative Korrelationen von —0,800
von September 2000 bis Mérz 2003 bzw. von —0,496 von Mérz 2003 bis Dezember 2006
zwischen den aus britischen Leibrentenraten geschétzten Marktpreisen des Sterblichkeits-
risikos*® und dem wichtigsten Aktienindex des britischen Financial Times Stock Exchange
(FTSE), dem FTSE 100.

Wieder ist jedoch fraglich, ob diese Abhéngigkeit bei der Bewertung von Langlebigkeitsde-
rivaten beriicksichtigt werden sollte. Dass Lebensversicherer ihren Versicherungsnehmern in
Zeiten hoher Aktienrenditen hohere Renditen versprechen kénnen und es — womdglich aus
wettbewerbstechnischen Griinden — auch tun, ist fiir Kapitalmarktteilnehmer kein Grund,
bei florierenden Aktienmérkten zugunsten der sich absichernden Lebensversicherer auf einen

Teil ihrer Pramie zu verzichten.

Marktpreise der Sterblichkeits- und Finanzmarktrisiken
Eine Abhéngigkeit zwischen den Marktpreisen des Sterblichkeits- und der Finanzmarktrisi-
ken kann bei Langlebigkeitsrisiken durch den Einfluss der Sterblichkeit auf die Marktpreise

des Risikos entstehen.

Bei einer wiederholten Unterschiitzung (Uberschitzung) der Uberlebensraten kiénnten Le-
bensversicherer und Investoren vorsichtiger (weniger vorsichtig) bei der Ubernahme von
Langlebigkeitsrisiken werden. Dies wiirde sich in einem Anstieg (Riickgang) des Marktpreises
des Sterblichkeitsrisikos dufiern und zu einer Reduktion (Erhohung) der bei der Bewertung

angesetzten Sterbewahrscheinlichkeiten fiihren.
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Der unerwartete starke (schwache) Riickgang in der realen Sterblichkeit kénnte gleichzeitig
die bereits diskutierten Auswirkungen auf die Risikoaversitdt und die Marktpreise der Fi-
nanzmarktrisiken haben (vgl. S. 63 ff.). Durch eine stérkere (schwichere) Alterung konnte die
Bevélkerung im Durchschnitt risikoaverser (risikofreudiger), durch eine Verldngerung (Ver-
kiirzung) der erwarteten Investitionsdauer und des hoheren (niedrigeren) Vorsorgebedarfs

hingegen risikofreudiger (risikoaverser) anlegen.

Ersteres entspriche einer positiven, letzteres einer negativen Abhiingigkeit zwischen der
Sterblichkeit und Aktienrenditen bzw. Zinsen. Wéhrend die Abhéngigkeit im zweiten Fall
ohne Zeitverzégerung auftreten sollte, kénnten im ersten Fall bei zeitverzogerter Veroffentli-
chung der Sterblichkeitsdaten die Marktpreise der Finanzmarktrisiken vor denen des Sterb-

lichkeitsrisikos reagieren.

4.1.2 Kurzfristige Sterblichkeitsrisiken

Bei kurzfristigen Sterblichkeitsrisiken sollte es ausschliefslich zu nicht oder nur geringfiigig
zeitverzogerten Abhingigkeiten kommen. Sie kénnen am ehesten durch eine Abhéngigkeit
der Sprungprozesse oder der Marktpreise des Risikos entstehen und sind in Tabelle 4.3

zusammengefasst.

Sowohl bei Aktien als auch bei Zinsen sind gegenliaufige Effekte vorstellbar, wobei bei Ak-
tien die Effekte iiberwiegen sollten, die eine negative Abhingigkeit zwischen Aktien und

Sterblichkeit implizieren.

4.1.2.1 Abhéingigkeiten durch Sprungprozesse

Bei kurzfristigen Sterblichkeitsrisiken ist eine Abhéangigkeit zwischen Sterblichkeit und dem
Finanzmarkt am ehesten durch den Einfluss von Katastrophen, also durch einen indirekten
Effekt und Spriinge, vorstellbar.

Natur- und andere Katastrophen wie Pandemien oder grofse Terroranschlige fithren bei
vielen Todesopfern unmittelbar zu einem Anstieg der Sterblichkeit. Als Beispiel sei die Spa-
nische Grippe von 1918 genannt. Gleichzeitig konnten sie Auswirkungen auf die Finanzmérk-
te haben, wenn Investoren angesichts der gestiegenen Unsicherheit und Volatilitdt an den
Markten aus finanziellen Anlagen wie Aktien und Anleihen in physische Anlagen fliehen.

Man denke nur an die Kurseinbriiche am Aktienmarkt nach dem 11. September 2001.
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Aktien- und Anleihenpreise wiirden dann ebenso wie die realisierten Aktienrenditen fallen;
die Zinsen wiirden steigen. Dies entspréiche einer negativen Abhéngigkeit zwischen Sterblich-
keit und Aktienrenditen. Die Abhéngigkeit zwischen Sterblichkeit und Zinsen wére positiv,
sofern die Turbulenzen an den Kapitalmérkten keine Zentralbankintervention zur Folge hét-
ten. In diesem Fall konnten die Zinsen durch eine Vergrofserung der Geldmenge oder eine
Reduktion des Leitzinses sogar fallen, so dass die Abhéngigkeit zwischen Zinsen und Sterb-

lichkeit negativ wéire.

Unabhéngig von der Richtung des Zusammenhangs sollte die Abhéngigkeit ohne oder mit

nur sehr geringer Zeitverzogerung auftreten.

4.1.2.2 Abhingigkeiten durch Marktpreise des Risikos

Bei kurzfristigen Sterblichkeitsrisiken kénnen zusétzliche Abhingigkeiten durch die Markt-
preise des Risikos sowohl durch direkte als auch durch indirekte Effekte entstehen. Im ersten
Fall beeinflussen die Sterblichkeit oder der Finanzmarkt die Marktpreise der Sterblichkeits-
und /oder Finanzmarktrisiken; im zweiten Fall beeinflusst eine dritte Grofe die Marktpreise
des Risikos, die Sterblichkeit und/oder den Finanzmarkt.

Sterblichkeit und Marktpreise der Finanzmarktrisiken

Eine Abhéngigkeit zwischen Sterblichkeit und den Marktpreisen der Finanzmarktrisiken
ist bei kurzfristigen Sterblichkeitsrisiken aufgrund von Natur- und anderen Katastrophen
moglich.

Diese konnten nicht nur zu einem starken Anstieg in der Sterblichkeit fithren, sondern auch
zu einer grofen Unsicherheit an den Kapitalméirkten und grofserer Vorsicht bei Investitio-
nen in Aktien und Anleihen, also zu einem Einfluss auf die Marktpreise des Aktien- und
Zinsrisikos. Aktien- und Anleihenpreise wiirden ebenso wie die realisierten Aktienrenditen
fallen; die Zinsen wiirden steigen. Dies entspriche einer negativen Abhéngigkeit zwischen
Sterblichkeit und Aktienrenditen. Die Abhingigkeit zwischen Sterblichkeit und Zinsen wére
positiv, sofern die Turbulenzen an den Kapitalmérkten keine Zentralbankintervention zur
Folge hitten. In diesem Fall kénnten die Zinsen durch eine Vergroferung der Geldmenge
oder eine Reduktion des Leitzinses sogar fallen, so dass die Abhingigkeit zwischen Zinsen

und Sterblichkeit negativ wére.

Unabhéngig von der Richtung des Zusammenhangs sollte die Abhéngigkeit ohne oder mit

nur sehr geringer Zeitverzogerung auftreten.
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Finanzmarkt und Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos

Eine zuséatzliche Abhéngigkeit kann bei kurzfristigen Sterblichkeitsrisiken wie z. B. bei Ka-
tastrophenanleihen auch durch einen Einfluss des Finanzmarkts auf den Marktpreis des
Sterblichkeitsrisikos entstehen. Dies wére beispielsweise dann der Fall, wenn die Bereitschaft
von Investoren, Katastrophenrisiken zu halten, bei hohen (niedrigen) erwarteten Finanz-

marktrenditen fiele (stiege).

Bei hohen (niedrigen) erwarteten Aktienrenditen bzw. Zinsen tiberndhmen Investoren dann
das Risiko steigender Sterblichkeit von Risikolebensversicherern im Ausgleich fiir eine ho-
here (niedrigere) Rendite auf das Sterblichkeitsderivat. Bei der Bewertung wiirden dazu ein
niedrigerer (hoherer) Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos bzw. hohere (niedrigere) Sterbe-
wahrscheinlichkeiten angesetzt. Dies entspriche einer positiven Abhéngigkeit zwischen der
fiir die Bewertung angesetzten Sterblichkeit und den Aktienrenditen bzw. Zinsen. Es sollte

keine Zeitverzogerung geben.

Marktpreise der Sterblichkeits- und Finanzmarktrisiken
Eine Abhéngigkeit zwischen den Marktpreisen des Sterblichkeits- und der Finanzmarktrisi-

ken ist durch den Einfluss von Katastrophen denkbar.

In Zeiten tatsachlicher oder drohender Natur- und anderer Katastrophen mit potenziell
starkem, aber unsicherem Anstieg in der Sterblichkeit kénnten Investoren vorsichtiger bei
Ubernahme von Sterblichkeitsrisiken werden. Fiir das Risiko steigender Sterblichkeit wiirden
sie dann eine deutlich hohere Rendite auf das Sterblichkeitsderivat fordern und dazu bei der
Bewertung hohere Sterbewahrscheinlichkeiten bzw. einen niedrigeren, d.h. betragsmifsig

hoheren, Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos ansetzen.

Gleichzeitig konnten Investoren angesichts der groften Unsicherheit an den Kapitalmérkten
vorsichtiger mit Investitionen in Aktien und Anleihen werden. Aktien- und Anleihenpreise

wiirden ebenso wie die realisierten Aktienrenditen fallen und die Zinsen steigen.

Dies entspriche einer negativen Abhéingigkeit zwischen der bei der Bewertung verwendeten
Sterblichkeit und den Aktienrenditen bzw. zwischen ihren Marktpreisen des Risikos. Die
Abhéngigkeit zwischen den risikoneutralen Sterbewahrscheinlichkeiten und Zinsen hingegen
wire ceteris paribus positiv. Allerdings wiirden die Turbulenzen an den Kapitalmérkten eine
Zentralbankintervention wahrscheinlich machen, so dass es insgesamt zu fallenden Zinsen
und einer negativen Abhangigkeit zwischen der bei der Bewertung angesetzten Sterblichkeit

und den Zinsen kommen koénnte.

Unabhéngig von der Richtung des Zusammenhangs sollte die Abhéngigkeit ohne Zeitverzo-

gerung auftreten.
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4.2 Relevanz einer Abhingigkeit

Die Relevanz einer Abhéingigkeit zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt fiir den Wert
von Sterblichkeitsderivaten ldsst sich abhéngig vom gewidhlten Modellansatz begriinden. Zur
Bewertung mit Nichtarbitragemodellen sei hier beispielhaft der CAPM-Ansatz von FRIED-
BERG & WEBB (2006) diskutiert.

Die erwartete Rendite eines Wertpapiers ergibt sich im CAPM aus dem risikolosen Zins
und einer Risikopramie (vgl. OEHLER & UNSER, 2002, S.55). Diese wird als Produkt der
Uberrendite des Marktportfolios iiber den risikolosen Zins und dem Beta des Wertpapiers
bestimmt (ebd.). Das Beta ist als Kovarianz der Wertpapier- und Marktportfoliorenditen,
geteilt durch die Varianz der Marktportfoliorendite, definiert (ebd.). Eine Korrelation zwi-
schen den Wertpapierrenditen und den Renditen des Marktportfolios beeinflusst deshalb

ceteris paribus die erwartete Rendite des Wertpapiers und damit indirekt seinen Wert.

Bei Derivaten, deren Rendite von der Sterblichkeit abhingt, wirkt sich daher eine Abhin-
gigkeit zwischen der Sterblichkeit und den Renditen des Marktportfolios auf den Wert des
Derivats aus. Da die Marktportfoliorenditen wesentlich durch den Finanzmarkt bestimmt
sind, sollte bei der Bewertung von Sterblichkeitsderivaten mit dem CAPM deshalb eine even-

tuelle Abhéngigkeit zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt beriicksichtigt werden.

Bei der Bewertung mit Arbitragemodellen ergibt sich die Relevanz einer eventuellen Abhén-

gigkeit aus ihrem Einfluss auf die zu bildenden Erwartungswerte.

Arbitragemodelle setzen die Existenz eines sogenannten dquivalenten Martingalmafes vo-
raus, unter dem der diskontierte, positive Preisprozess eines nicht ausschiittenden Wert-
papiers ein Martingal ist (BrRico & MERCURIO, 2006, S.25f., Definition 2.1.2). Fiir ein
gegebenes Numéraire B und das dazu gehorige Martingalmaft Qp ist der Preisprozess V
einer darstellbaren Eventualforderung dann durch
Vr

— EQs | 2L
o e

]-'t} (4.1)

gegeben (BRIGO & MERCURIO, 2006, S.27, Satz 2.2.1). Dabei seien T > t, E95[ - | der

Erwartungswertoperator unter Qg und F; die zum Zeitpunkt ¢ verfiigbare Information.

Der Wert II eines Derivats mit diskreten, darstellbaren Auszahlungen Vi, s > t, ergibt

sich dann als Summe der Erwartungswerte aller zukiinftigen, diskontierten Auszahlungen,
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multipliziert mit dem aktuellen Wert des Numéraire:

I = B, ZE@B [g

s>t

]-'t] . (4.2)

Héangen nun die diskontierten Zahlungen V; /B sowohl von der Sterblichkeit als auch von Fi-
nanzmarktgrofien ab, beeinflusst eine unter dem dquivalenten Martingalmaifs Qg bestehende
Abhéngigkeit zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt i.d. R.*! den Wert der einzelnen
Erwartungswerte EQs [VS/BS|}}] und damit i. d. R.*? ebenfalls den Wert des Derivats.

Dies lidsst sich leicht am Beispiel eines Sterblichkeitsderivats verdeutlichen, dessen Auszah-
lung nur von der Sterblichkeit abhingt und das unter dem dquivalenten Martingalmafs Q
des Geldmarktkontos B mit B; := exp ( fot Ty ds) bewertet wird. Der Wert II des Derivats
ist dann fiir t > 0 durch

v,
I, =B, Y E° {B
s>t s

}}} => E° []]‘;EVS ft} (4.3)

gegeben, wobei die Auszahlungen Vi, s > ¢, annahmegemifs nur von der Hohe oder dem
Verlauf von Sterblichkeitsgrofien abhéngen.

Bei Unabhingigkeit zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt l4sst sich dies vereinfachen

zu

Ht—ZE@[gt

s>t

]—'t] EAViIF| = 3 Pls) EYVi|F- (4.4)

s>t

Dabei steht P(T) mit P,(T) := E© {exp(— ftT Ts ds) |}'t] fiir den Preisprozess einer Null-
kouponanleihe mit Nennwert eins und Félligkeitstermin 7'. Im Gegensatz dazu gilt Gleichung
(4.4) bei einer Abhéngigkeit i.d. R. nicht.

41Djes muss nicht immer der Fall sein. Lassen sich die diskontierten Zahlungen V; /Bs beispielsweise als Li-
nearkombination von Sterblichkeits- und Finanzmarktgréfien darstellen, werden ihre Erwartungswerte durch
eine eventuelle Abhéngigkeit nicht beeinflusst.

42Wenn eine Abhingigkeit zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt die Erwartungswerte
EQB[VS /BS|]-',5} verschiedener Zahlungszeitpunkte s in unterschiedliche Richtungen veridndert, ist es theore-
tisch mdglich, dass sich der Effekt bei der Summenbildung aufhebt und eine Abhéngigkeit keine Auswirkung
auf den Wert des Derivats hat.



Kapitel 5

Empirische Messung des

Zusammenhangs

Trotz der in Kapitel 4.1 diskutierten Hypothesen und Anhaltspunkte erlauben nur sehr we-
nige Autoren in ihren Modellen eine Abhéngigkeit zwischen Sterblichkeit und Finanzmarks-
risiken (vgl. Kapitel 2.2.2.2). Und selbst diese wenigen Autoren spezifizieren Art, Richtung
und Grad der Abhangigkeit nicht genau und vernachléssigen sie bei eventuellen Modellimple-
mentierungen. Dies ist umso erstaunlicher, als dass eine signifikante Abhéngigkeit zwischen
Sterblichkeit und dem Finanzmarkt i.d. R. bewertungsrelevant wére (vgl. Kapitel 4.2).

Zugegebenermafsen ist eine Beriicksichtigung von Abhéngigkeiten zwischen Sterblichkeit und
dem Finanzmarkt in Bewertungsmodellen auf Basis existierender epidemiologischer oder

demographischer Untersuchungen nicht ohne Weiteres moglich.

Bestehende Untersuchungen aus der epidemiologischen Forschung (vgl. Kapitel 4.1.1.1) ver-
folgen ein anderes Ziel: die Bestimmung und Messung der Einflussfaktoren menschlicher
Sterblichkeit und Gesundheit. Als zu erkldrende Variable wihlen sie dabei teilweise todes-
artspezifische Sterblichkeiten oder stark aggregierte Grofen wie die Lebenserwartung und
als Erkldrungsvariablen meist keine Finanzmarkt-, sondern allenfalls verwandte Grofen wie

das Bruttoinlandsprodukt oder Arbeitslosigkeit.

Beitrige aus der demographischen Forschung (vgl. Kapitel 4.1.1) untersuchen zwar zum Teil
den Zusammenhang zu Finanzmarktgrofen wie Renditen oder Pramien. Als demographi-
sche Grofe wihlen sie dann jedoch hiaufig Grofken, die die Altersstruktur einer Bevolkerung
anstatt ihrer Sterblichkeit beschreiben. Aufserdem liegt der Schwerpunkt oft auf Aktien statt

73
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auf den fiir die Bewertung von Sterblichkeitsderivaten besonders relevanten Zinsen.

Sowohl epidemiologische als auch demographische Forschungsbeitréige fokussieren sich i. d. R.
auf den Nachweis einzelner Aspekte des Wirkungszusammenhangs und verwenden dazu viel-

faltige, zusétzliche Erklarungsvariablen.

Fiir die Beriicksichtigung einer eventuellen Abhéingigkeit bei der praktischen Bewertung von
Sterblichkeitsderivaten sind die Ergebnisse existierender Untersuchungen deshalb nur be-
dingt hilfreich: Erstens ist fiir die Bewertung der Zusammenhang zwischen Sterblichkeit und
bestimmten Finanzmarktgrofen relevant und nicht derjenige zwischen beispielsweise Sterb-
lichkeit und Arbeitslosigkeit oder der Altersstruktur und Risikoprdmien am Kapitalmarkt.
Zweitens spielen — sofern der Zusammenhang als bestindig angesehen werden kann — der
kausale Zusammenhang und Mechanismus nur eine untergeordnete Rolle.

Drittens miissten bei Anwendung des bei der Empirie verwendeten Modells zur Bewertung
auch die weiteren Erklarungsvariablen modelliert werden, d.h. insbesondere ein Modell fiir
ihre Entwicklung spezifiziert und die Abhéngigkeitsstruktur festgelegt werden. Dies wiirde
nicht nur zu einem komplexeren Bewertungsmodell fiihren, fiir das eine komplizierte Ab-
héngigkeitsstruktur zu kalibrieren und das aufwéndiger zu simulieren ist, sondern wiirde
besonders problematisch, wenn keine einfachen und gleichzeitig zuverlassigen Modelle fiir

die zusétzlichen Erklarungsvariablen existieren.

Um Bewertungsmodelle fiir Sterblichkeitsderivate endlich auch bei ihrer Anwendung um ei-
ne Abhingigkeit zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt erweitern oder sie auf Basis
empirischer Untersuchungen in dieser Hinsicht vereinfachen zu koénnen, soll der Zusammen-
hang zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt empirisch gemessen werden. Dazu wird
zundchst die Methodik, d.h. der genaue Untersuchungsgegenstand, das Vorgehen und die
Datenbasis, festgelegt. Dann werden die Ergebnisse der einzelnen Modellschitzungen sowie

der Abhéngigkeitsanalysen vorgestellt und bewertet.

5.1 Methodik

Wie bereits erklért, soll der Zusammenhang zwischen menschlicher Sterblichkeit und dem
Finanzmarkt mit dem Ziel untersucht werden, Bewertungsmodelle fiir Sterblichkeitsderivate
darum zu erweitern oder ggf. zu vereinfachen. Diese Zielsetzung impliziert zwei Dinge: Zum
einen muss der direkte Zusammenhang zwischen Sterblichkeit und den bewertungsrelevanten
Finanzmarktgrofien untersucht werden; zum anderen sollten die Ergebnisse moglichst leicht

in einem Bewertungsmodell beriicksichtigt werden kénnen.
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Diese Anforderungen und die teilweise sehr eingeschrinkte Datenlage beeinflussen ganz we-

sentlich den Untersuchungsgegenstand und das Vorgehen.

5.1.1 Untersuchungsgegenstand

Hinsichtlich des Untersuchungsgegenstands sind inbesondere das betrachtete Wahrschein-

lichkeitsmafs und die zu untersuchenden Sterblichkeits- und Finanzmarktgrofsen festzulegen.

Das Wahrscheinlichkeitsmaf

Da die Bewertung in Arbitragemodellen durch Bildung von Erwartungswerten unter dem
Martingalmafs erfolgt, sollten auch die Abhéingigkeiten vorzugsweise direkt unter diesem Mafs
gemessen werden. Theoretisch miissten dazu durch Marktpreise implizierte Abhéingigkeiten
bestimmt werden. Dazu wiirde man zunéchst fiir jede der zu untersuchenden Gréfsen ein eige-
nes Modell unter dem Martingalmaf spezifizieren und kalibrieren. Aus den Marktpreisen von
Instrumenten, die sowohl von Sterblichkeit als auch den betrachteten Finanzmarktgréfsen ab-
hingen, kénnte man dann die Parameter der Abhingigkeit schitzen. Die Ergebnisse wiren
allerdings von der Korrektheit der angenommenen Modelle abhingig. Auferdem ist diese
Moglichkeit aufgrund des Fehlens ausreichender Marktpreise nicht gegeben.

Alternativ konnte man die historische Abhangigkeit zwischen Finanzmarktgréfsen und durch
Marktpreise implizierte Sterblichkeiten bestimmen. Dadurch wiirden nicht nur die verwen-
deten Finanzmarkt-, sondern auch die Sterblichkeitsdaten auf unter dem Martingalmafi ge-
bildeten Erwartungswerten basieren. Die Abhéngigkeit selbst wiirde jedoch — da historisch
— unter dem realen Maf gemessen. De facto ist jedoch auch diese Moglichkeit aufgrund der

wenigen Marktpreise nicht gegeben.

Statt dessen miissen daher Abhéngigkeiten unter dem realen Mafs zwischen Finanzmarkt-
preisen und der tatsdchlichen, nicht durch Marktpreise implizierten Sterblichkeit analysiert
werden. Dabei kann es sich nur um historisch beobachtete Abhéngigkeiten handeln. Unter
der Annahme, dass sie auch in Zukunft bestehen bleiben, kénnen sie jedoch spéter in einem
Bewertungsmodell unter dem realen Mafs fiir die tatséchliche Sterblichkeit beriicksichtigt
und dann per Mafiwechsel auf die bewertungsrelevante Sterblichkeit und das Martingalmaf

iibertragen werden.

Die Sterblichkeitsgrofien
Als Maf fiir die Sterblichkeit kommen theoretisch verschiedene Grofsen in Frage. Da unter

dem realen Wahrscheinlichkeitsmaifs nur die Realisationen der aktuellen, nicht aber die der
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fiir die Zukunft erwarteten Sterblichkeit beobachtbar sind, miissen Spot- und nicht etwa
Forward-Grofen verwendet werden. Dazu bieten sich sowohl diskrete, einjéhrige Sterberaten
als auch einjihrige Sterbe- bzw. Uberlebenswahrscheinlichkeiten an.

Da Bevolkerungsdaten offentlich zuganglich und zudem oft die Grundlage fiir Sterblichkeits-
derivate sind, wird die Allgemeinbevolkerung anstatt der Risikolebens- oder Rentenversiche-

rungsnehmer als Referenzbevolkerung dienen.

Die Finanzmarktgréfien
Auch fiir die Finanzmarktrisiken stehen verschiedene Grofen zur Verfiigung. Besonders bie-

ten sich risikolose Zinsen und Aktienkurse an.

Risikolose Zinsen werden i.d.R. zum Diskontieren zukiinftiger Zahlungsstrome unter dem
risikoneutralen Maf benétigt (vgl. Kapitel 4.2). Der Zusammenhang mit der Sterblichkeit ist
daher i.d. R. unmittelbar bewertungsrelevant. In Short-Rate-Modellen werden sie meist in
Form des Momentanzinses, in Forward-Rate-Modellen in Form des Terminzinses modelliert.
Um die Beriicksichtigung der Ergebnisse in einem Bewertungsmodell zu erleichtern, wird fiir
die Zinsen analog zur Sterblichkeit der Momentan- bzw. Kassazins und nicht der Termin-
zins betrachtet. Dazu kdnnen realisierte Renditen von Staatsanleihen oder Geldmarktsitze

herangezogen werden.

Aktienkurse spielen bei der Bewertung von Sterblichkeitsderivaten oder Lebensversicherun-
gen, deren Auszahlung von der Entwicklung eines Aktienindex abhiingt, eine Rolle. Sie
konnen aufserdem als Anhaltspunkt zur Bewertung von Sterblichkeitsderivaten nach dem
CAPM dienen (vgl. FRIEDBERG & WEBB, 2006). Fiir die Entwicklung der Aktienkurse
wird auf breit aufgestellte Aktienindizes zuriickgegriffen.

5.1.2 Vorgehen

Auch nach der Entscheidung tiber das betrachtete Wahrscheinlichkeitsmafs und die geeigne-
ten Sterblichkeits- und Finanzmarktgrofien gibt es verschiedene Moglichkeiten, den Zusam-
menhang zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt zu messen. Existierende Beitrige
schitzen beispielsweise multivariate, lineare Regressionsmodelle (z.B. BAKSHI & CHEN,
1994), Probit-Modelle (z.B. GERDTHAM & JOHANNESSON, 2003) oder Paneldatenmodelle
(z. B. RuHM, 2000), um nur einen Teil der angewandten Verfahren zu nennen.

In dieser Arbeit wird jedoch ein anderes Vorgehen gewéhlt, das der Zielsetzung, die Abhén-
gigkeit zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt zur Entwicklung eines Bewertungsmo-

dells fiir Sterblichkeitsderivate zu messen, besser gerecht wird.
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5.1.2.1 Detailliertes Vorgehen

Die Untersuchung des Zusammenhangs zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt erfolgt
in zwei grofen Schritten: Zunéchst werden Modelle fiir die Entwicklung des Zeitindex eines
Sterblichkeitsmodells (ab jetzt vereinfachend: Sterblichkeitsindex), der Aktienindizes und
der Kassazinsen geschitzt (vgl. Kapitel 5.2). Dann werden die Residuen der geschétzten
Modelle auf das Vorliegen einer multivariaten Normalverteilung iiberpriift und ihre Korre-

lation bestimmt (vgl. Kapitel 5.3).

Fiir den ersten Schritt werden die fiir Sterblichkeit, Aktienindizes und Zinsen préferierten
Modelle bestimmt. Im Fall des Sterblichkeitsindex muss dazu zunéichst ein Sterblichkeitsmo-
dell geschétzt werden. Dazu wird das Modell von LEE & CARTER (1992) in der Erweiterung
von CARTER & LEE (1992) und BROUHNS ET AL. (2002) verwendet (vgl. Kapitel 2.3). Die
Modellschétzung wird getrennt fiir zwei Linder — Westdeutschland und die USA - sowie
drei Geschlechterspezifikationen — nur fiir Manner, nur fiir Frauen und gemeinsam fiir Mén-
ner und Frauen — durchgefiihrt. Fiir die so gewonnenen Sterblichkeitsindizes werden dann
ARIMA-Modelle geschétzt.

Auch fiir die Aktienindizes werden ARIMA-Modelle geschitzt. Da bei der Entwicklung von
Aktienkursen géngigerweise von einer geometrischen Brown’schen Bewegung mit Drift aus-

t.43 Untersucht werden die wich-

gegangen wird, werden die Aktienkurse zuerst logarithmier
tigsten Indizes von Deutschland und den USA, fiir die Zeitreihen von mindestens 30 Jahren
vorliegen. Fiir die Zinsen wird eine Reihe von gingigen zeithomogenen Einfaktor-Short-
Rate-Modellen geschiitzt und verglichen.** Das Vorgehen dazu folgt weitestgehend dem von
CHAN ET AL. (1992). Untersucht werden moglichst risikolose Kassazinsen von Deutschland
und den USA, die Laufzeiten von bis zu einem Jahr haben und fiir die Zeitreihen von min-

destens 30 Jahren verfiigbar sind.

Im zweiten Schritt werden dann die Residuen der jeweils préferierten Modelle fiir die unter-
suchten Sterblichkeitsindizes, Aktienindizes und Zinsen auf das Vorliegen einer multivariaten

Normalverteilung untersucht und ihre Korrelation bestimmt.

43Eine geometrische Brown’sche Bewegung entspricht einem ARIMA(0,1,0)-Modell fiir die logarithmierte
Zeitreihe.

44Zeithomogene Einfaktormodelle eignen sich besser fiir die gewiinschten Abhingigkeitsanalysen als
Mehrfaktor- oder zeitinhomogene Einfaktormodelle. Mehrfaktormodelle sind zwar realistischer, da sie nicht
perfekte Korrelationen zwischen Zinssidtzen bzw. Zinsprodukten unterschiedlicher Laufzeit erlauben; aller-
dings steht diesem Vorteil eine grofere Modellkomplexitit gegeniiber. Bei zeitinhomogenen Einfaktormo-
dellen wie z. B. dem Modell von Hurr & WHITE (1990) kdnnen die zeitabhingigen Parameter so gew#hlt
werden, dass das Modell die aktuelle Zinsstruktur genau wiedergibt (Brico & MERCURIO, 2006, S.55). Um
diesen Vorteil zu nutzen, muss man jedoch fiir jeden Zeitpunkt eine eigene Schétzung durchfithren und erhélt
so statt eines einzigen Parametervektors und einer Residuenzeitreihe einen Parametervektor je Zeitpunkt
und keine Residuen. Die gewiinschte Abhéngigkeitsanalyse der Residuen ist so nicht moglich.
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5.1.2.2 Begriindung

Im Gegensatz zu existierenden Forschungsbeitrigen erlaubt das beschriebene Vorgehen nicht
die Uberpriifung einzelner Hypothesen zum Wirkungszusammenhang zwischen Sterblichkeit
und dem Finanzmarkt. Es bietet jedoch einen entscheidenden Vorteil: Die Ergebnisse sind
leichter auf Modelle zur Bewertung von Sterblichkeitsderivaten anwendbar. Abgesehen von
der Tatsache, dass der Zusammenhang zwischen Sterblichkeit und Finanzmarktgréfsen un-
tersucht wird — im Gegensatz zu dem Zusammenhang zwischen Sterblichkeit und etwa der

Arbeitslosenrate oder dem Bruttoinlandsprodukt —, liegt dies vor allem an zwei Punkten.

Zum einen wird das LEE & CARTER (1992)-Modell geschétzt und der Zusammenhang zwi-
schen dessen Zeitindex — nicht den einzelnen Sterberaten — und dem Finanzmarkt untersucht.
Dies erlaubt nicht nur die Beriicksichtigung individueller Unterschiede in der Sterblichkeit,
sondern auch die Entwicklung eines sparsamen, fiir alle Bevolkerungsgruppen konsistenten,

relativ genauen und simulationsf&higen Modells fiir den Sterblichkeitsprozess.

Zum anderen werden sowohl fiir den Zeitindex des Sterblichkeitsmodells als auch fiir die Fi-
nanzmarktgrofen zunéchst diskrete Zeitreihenmodelle geschitzt und dann deren Modellresi-
duen auf eine Abhéngigkeit untersucht. Die so gewéhlte Modell- und Abhéngigkeitsstruktur
stellt eine konsequente Weiterentwicklung existierender Short-Rate-Modelle zur Bewertung
von Sterblichkeitsderivaten dar und vereinfacht die Modellformulierung und -anwendung

wesentlich.

Beide Punkte zeichnen das Vorgehen aus und werden nun noch einmal im Detail begriindet.

Schitzen des LEE & CARTER (1992)-Modells und Untersuchung der Abhingig-
keit zwischen dessen Zeitindex und dem Finanzmarkt

Die teils starken Unterschiede in der Sterblichkeit verschiedener Individuen (vgl. Kapitel
2.1.1) legen nahe, diese auch bei der Messung des Zusammenhangs zum Finanzmarkt zu
beriicksichtigen. Denn zum einen wird die Sterblichkeit der Gesamtbevolkerung durch die
im Zeitablauf variierende Gewichtung verschiedener Bevolkerungsgruppen beeinflusst. Ver-
nachlissigt man diesen Effekt, kdnnte dies das Ergebnis verzerren. Zum anderen beziehen
sich Sterblichkeitsderivate oft auf einzelne, genau definierte und ggf. gewichtete Bevolke-
rungsgruppen und erfordern daher eine differenzierte Modellierung dieser Gruppen. Der mit
Hilfe eines undifferenzierten Modells gemessene Zusammenhang kénnte in solchen Modellen

nur bedingt verwendet werden.*?

Fiir beide Punkte gibt es verschiedene Losungsansétze: Statt zur Sterblichkeit der Gesamt-

45Dies gilt insbesondere dann, wenn verschiedene Bevdlkerungsgruppen einen unterschiedlichen Zusam-
menhang zum Finanzmarkt aufweisen sollten.
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bevilkerung kénnte man z. B. den Zusammenhang zu einer adjustierten Sterblichkeit messen,
die unter der Annahme konstanter Gewichte verschiedener Bevilkerungsgruppen berechnet
wird. Dieser Ansatz ist gut versténdlich und leicht umsetzbar, 16st jedoch nur das erste der

beiden genannten Probleme.

Alternativ konnte man auf Basis gruppenspezifischer Sterblichkeiten den Zusammenhang
zum Finanzmarkt fiir jede einzelne, als homogen angesehene Bevilkerungsgrupppe messen
und so auch den zweiten Punkt adressieren. Leider ist dieses Vorgehen nicht nur aufwéndig,
auch lassen sich die Ergebnisse nur schwer in einem einfachen und fiir alle Bevolkerungs-

gruppen konsistenten Bewertungsmodell beriicksichtigen.

Als Kompromiss bietet sich das gewahlte Vorgehen an, bei dem zunichst ein alle Bevol-
kerungsgruppen umfassendes Sterblichkeitsmodell geschétzt und dann der Zusammenhang
zwischen dem Finanzmarkt und den zeitabhéngigen Parametern des Modells gemessen wird.
Da die Messung des Zusammenhangs unter dem realen Mafs und damit unter der Verwendung
von Spot-Grofen erfolgen muss (vgl. Kapitel 5.1.1), stehen dazu nur Short-Rate-Modelle zur
Verfiigung (fiir einen Uberblick iiber existierende Sterblichkeitsmodelle vgl. Kapitel 2.2.2).

Unter den Short-Rate-Modellen eignen sich besonders die demographischen Modelle, da diese
im Gegensatz zu epidemiologischen und finanzmathematischen Modellen den Schwerpunkt
auf die genaue Abbildung vergangener Sterblichkeit und die gesicherte Prognose zukiinf-
tiger Sterberaten legen und zu diesem Zweck bereits sehr erfolgreich angewandt wurden.
Auch erlauben sie die Beriicksichtigung demographischer Faktoren sowie von Perioden- und
Kohorteffekten (vgl. Kapitel 2.1.1).46

Innerhalb der demographischen Modelle sind insbesondere extrapolierende und auf der
aggregierten Sterblichkeit beruhende, diskrete Zeitreihenmodelle fiir das Analysevorhaben
interessant: Extrapolierende Modelle haben gegeniiber interpolierenden den Vorteil, keine
subjektiven Annahmen zu einem Zielwert zu erfordern und im Einklang mit der Theorie {iber
das Fehlen einer (absehbaren) Untergrenze fiir die menschliche Sterblichkeit zu stehen (vgl.
Kapitel 2.1.2). Auf der aggregierten Sterblichkeit basierende Modelle sind nicht nur hinsicht-
lich der Datenanforderungen und Modellstruktur wesentlich weniger anspruchsvoll als nach

Todesart differenzierende Modelle;*” auch sind ihre Prognosen nicht unbedingt weniger ge-

46Die Nutzung nicht demographischer Faktoren bei der Analyse des Zusammenhangs und der Entwicklung
von Bewertungsmodellen ist aufgrund der schlechten Datenlage ohnehin nur bedingt moglich und wird durch
ihre Stochastizitdt zusédtzlich erschwert.

4"Nach Todesart differenzierende Modelle erfordern Daten zur Entwicklung der Todesfille nach Todesar-
ten. Diese sind nicht immer in ausreichender Tiefe und Datenqualitit (z. B. wegen falscher Klassifizierung
der Todesart oder Anderungen in der Diagnose und Klassifizierung von Todesarten, vgl. CoNTINUOUS MOR-
TALITY INVESTIGATION, 2004) oder sogar gar nicht vorhanden (z.B. im Fall von neuen Krankheiten, ebd.).
Dariiber hinaus miissten diese Modelle, streng genommen, auch Abhéangigkeiten zwischen verschiedenen
Todesarten und Risikofaktoren modellieren, was die Modellstruktur weiter kompliziert (ebd.).
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nau.*® Diskrete Modelle bieten sich aufgrund der schlechten Verfiigbarkeit von unterjihrigen
Sterbedaten an. Zeitreihenmodelle erlauben die einfache Anwendung von Zeitreihenmetho-
den und damit eine statistisch saubere Messung des Zusammenhangs zwischen Sterblichkeit

und dem Finanzmarkt.

Der wichtigste und am weitesten verbreitete Vertreter der oben beschriebenen Gruppe der
extrapolierenden, aggregierten, demographischen Zeitreithenmodelle ist das Modell von LEE
& CARTER (1992) (vgl. Kapitel 2.3). Es soll in der Erweiterung von CARTER & LEE (1992)
und BROUHNS ET AL. (2002) zur Analyse herangezogen werden.

Dieses Vorgehen erlaubt nicht nur die Entwicklung eines relativ genauen, aber gleichzeitig
sparsamen, fiir alle Bevolkerungsgruppen konsistenten und simulationsfiahigen Bewertungs-
modells, sondern steht auch in Einklang mit existierenden Forschungsbeitrigen und ist leicht
um zusétzliche Effekte erweiterbar (z. B. um einen weiteren Zeitindex nach RENsHAW & HA-
BERMAN, 2003b, oder Kohorteffekte nach RENsHAW & HABERMAN, 2006).

Schitzen von Zeitreihenmodellen und Untersuchung ihrer Residuen auf eine
Abhingigkeit
Wie bereits diskutiert, soll die Abhéngigkeit zwischen dem Zeitindex eines demographischen

Sterblichkeitsmodells und Aktienindizes bzw. Zinsen untersucht werden.

In bestehenden Forschungsbeitridgen werden der Zeitindex {iblicherweise als ARIMA-Modell
modelliert (vgl. Kapitel 2.3.3), Aktienindizes im einfachsten Fall als geometrische Brown’sche
Bewegung mit Drift (vgl. Kapitel 3.1) und Kassa- bzw. Momentanzinsen nach verschiedenen
Zinsmodellen (vgl. Kapitel 3.2.1 und 3.3). All diesen Modellen ist gemein, dass sie auf exo-
gene Erklidrungsvariablen verzichten und von normalverteilten Storgrofen ausgehen. Dies
legt nahe, statt der Abhéngigkeit der Sterblichkeits- und Finanzmarktgrofsen die Abhén-
gigkeit ihrer Storgrofsen zu untersuchen. Genauer gesagt, soll {iberpriift werden, ob letztere

multivariat normalverteilt sind, und ihre Korrelation bestimmt werden.

Dieser Ansatz hat drei wesentliche Vorteile: Erstens basiert die Analyse auf einer klar defi-
nierten und leicht {iberpriifbaren Abhéngigkeitsstruktur. Die Annahme einer multivariaten
Normalverteilung entspricht dabei nicht nur der in der Finanzmathematik iiblichen Praxis
und dem spiter in Kapitel 6.1 vorgestellten, zeitstetigen Modell, sondern erlaubt im Ge-
gensatz zu vielen anderen Verteilungsannahmen auch den Schluss von Unkorreliertheit auf
Unabhéngigkeit (CHHETRY ET AL., 1986) sowie eine leichte Anwendung des Modells zur

Bewertung.

4830 zeigen CASELLI ET AL. (2006), dass bei Differenzierung nach Todesarten die Verringerung der Sterb-
lichkeit in der Vergangenheit stirker unterschétzt wurde als ohne Differenzierung nach Todesarten.
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Zweitens verringert die Betrachtung der Residuen die Gefahr von Scheinregressionen. Letz-
tere kommen vor allem bei nicht stationéren Zeitreihen (vgl. z. B. GRANGER & NEWBOLD,
1974) zustande, aber nicht nur hier (GRANGER ET AL., 1998; HASSLER, 2003). Da die
Residuen eines korrekt formulierten und geschitzten Sterblichkeits-, Aktien- und Zinsmo-
dells weifses Rauschen sind, kann das Risiko einer Scheinregression durch eine vorgeschaltete
Modellschitzung verringert werden. Dieses Vorgehen entspricht auch einem Vorschlag von
GRANGER & NEWBOLD (1974) in ihrem wegweisendem Artikel zu Scheinregressionen.

Drittens und letztens stellt der gewahlte Ansatz eine konsequente Erweiterung der bestehen-
den Modellierungspraxis dar: Existierende Sterblichkeits-, Aktien- und Zinsmodelle miissen
lediglich um eine Abhéngigkeit ihrer Residuen erweitert werden; es werden keine exogenen

Erklérungsvariablen aufgenommen.

Besonders letzteres erleichtert die Modellformulierung und -anwendung wesentlich. Denn bei
Beriicksichtigung weiterer Erklarungsvariablen miissten diese zur Bewertung von Sterblich-
keitsderivaten modelliert werden. Dazu miisste ein geeignetes Modell fiir ihre Entwicklung
spezifiziert und ihre Abhingigkeitsstruktur festgelegt werden. Dies wiirde nicht nur zu einem
komplexeren Bewertungsmodell fiihren, fiir das eine komplizierte Abhéingigkeitsstruktur zu
kalibrieren und das aufwéndiger zu simulieren ist, sondern wiirde besonders problematisch,
wenn keine einfachen und gleichzeitig zuverlidssigen Modelle fiir die zusitzlichen Erklarungs-

variablen existieren.

Dariiber hinaus verbessern zusétzliche Erklarungsvariablen die Vorhersagekraft des Modells
nicht unbedingt bzw. nicht unbedingt in einem Mafe, das die gréfere Komplexitét rechtfer-
tigt. Dafiir spricht auch, dass bei der Modellierung von Sterblichkeitsindizes, Aktienkursen
und Zinsen iiblicherweise keine exogenen Erklarungsvariablen verwendet werden (vgl. Kapi-
tel 2.2, 3.1 bzw. 3.2).

5.1.3 Datenbasis

Grundlage fiir die Sterblichkeitsdaten bilden die j&hrlichen Periodensterblichkeitstafeln der
HUMAN MORTALITY DATABASE (2010) fiir Westdeutschland (ab jetzt: Deutschland) und
die USA.*° Diesen lassen sich fiir einzelne Kalenderjahre nach Geschlecht und bis zu einem
Alter von 109 Jahren nach einjahrigen Altersgruppen differenzierte Sterberaten, mittlere

Exposure-Daten und die Anzahl der Todesfille entnehmen.

Die Daten reichen fiir die USA bis 1933 und Deutschland bis 1956 zuriick. Um die Aussage-

49Die Human MorraniTy DaraBase trigt fiir eine Vielzahl von Landern Sterblichkeitsdaten aus ver-
schiedenen offiziellen Statistiken zusammen. Auf Basis der gesammelten Rohdaten erstellt sie nach einer
einheitlichen Methodik Perioden- und — sofern moglich — kohortspezifische Sterbetafeln.
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kraft der Analyse nicht eventuell durch sehr weit zuriick liegende Daten zu beeintréchtigen
und die Linearitét des Zeitindex als wesentlichen Vorteil des LEE & CARTER (1992)-Modells
(vgl. Kapitel 2.3) moglichst gut zu gewahrleisten, werden die Zeitreihen bewusst kiirzer ge-
wihlt. Fiir die Wahl des Zeitraums wird der Ansatz von BOOTH ET AL. (2002) verfolgt (vgl.
Kapitel 2.3.3). Die verfiigbaren und verwendeten Zeitraume zeigt Tabelle 5.1.

Verfiigbarer Verwendeter

Land und Geschlecht Zeitraum Zeitraum
Deutschland
Maénner 1956-2008 1974-2008
Frauen 1956-2008 1968-2008
Ménner und Frauen 1956-2008 1968-2008
USA
Ménner 1933-2006 1966—-2006
Frauen 1933-2006 1948-2006
Ménner und Frauen 1933-2006 1963-2006

Tabelle 5.1: Verfiigbarkeit der Sterblichkeitsdaten

Als Quellen fiir die Aktienindexdaten dienen DATASTREAM (2008) und BLOOMBERG (2008),
letzterer jedoch nur fiir den Deutschen Aktienindex (DAX). Analysiert werden Indizes in
Deutschland und den USA, fiir die bis 2008 eine Zeitreihe von mindestens 30 Jahren ver-
fiigbar ist. Fiir Deutschland sind dies der DAX und der Composite DAX (CDAX), fiir die
USA der S&P 500 und der S&P 600 Dividend Stocks (S&P 600 DS) sowie der Dow Jones
Industrial Average (DJ Ind. Average), der DJ Composite und der DJ Wilshire.

Als Stichtag dient der Jahreserste. Streng genommen, sollten Performance-Indizes (Perf.-
Indizes) betrachtet werden. Aufgrund der eingeschrénkten Datenverfiigharkeit von Perfor-
mance-Indizes wird die Analyse ebenfalls fiir Kursindizes durchgefiihrt. In Einzelféllen ist
es notig, den Modellzeitraum zu verkiirzen, da die Zeitreihen fiir den Ausgangszeitraum
nicht stationér und/oder die Residuen des préferierten ARIMA-Modells autokorreliert oder

heteroskedastisch sind. Die verfiigbaren und die verwendeten Zeitrdume zeigt Tabelle 5.2.

Als Quellen fiir die Zinsdaten dienen die DEUTSCHE BUNDESBANK (2010) fiir Deutschland
und THE FEDERAL RESERVE SYSTEM (2010) fiir die USA. Untersucht werden Kassarenditen
von drei, sechs oder zwolf Monaten Laufzeit, fiir die eine Zeitreihe von mindestens 30 Jahren
bis 2008 verfiigbar ist. Dies ist in den USA fiir die drei-, sechs- und zwolfmonatigen T-Bill-
Zinssétze, in Deutschland fiir die dreimonatigen Geldmarktséitze am Frankfurter Bankplatz

sowie die sechsmonatige und einjahrige Zinstruktur von Bundeswertpapieren der Fall.
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Performance-Index Kursindex

Verfiigbarer Verwendeter Verfiigbarer Verwendeter

Land und Index Zeitraum Zeitraum Zeitraum Zeitraum
Deutschland
DAX 1960-2008 1960-2008 1988-2008 -
CDAX 1970-2008 1970-2008 19702008 1970-2008
USA
S&P 500 1988-2008 - 1964-2008 1964-2008
S&P 600 DS 1973-2008 1975-2008 1973-2008 1975-2008
DJ Ind. Average 1988-2008 - 1951-2008 1951-2008
DJ Composite 1988-2008 - 1965-2008 1965-2008
DJ Wilshire 1971-2008 1977-2008 1971-2008 1974-2008

Tabelle 5.2: Verfiigbarkeit der Aktiendaten

Wie bereits diskutiert, sollen die Modelle in diskreter Zeit nach dem Ansatz von CHAN
ET AL. (1992) geschitzt werden. Die auf Discount Basis quotierten T-Bill-Zinssétze werden
dazu zunichst in Renditen umgewandelt. Im Gegensatz zum Vorgehen von CHAN ET AL.
(1992) werden dariiber hinaus alle Zinssétze von jihrlicher bzw. unterjahriger Verzinsung auf
kontinuierliche Verzinsung umgerechnet. Als Schrittgrofie werden ein, drei und zwolf Monate
gewahlt; als Stichtage dienen der Monats-, Quartals- bzw. Jahres- und Halbjahreserste.

Sollten die Stichtage keine Handelstage sein, wird der letzte verflighare Zins verwendet.

Uber die verwendeten Zinssitze und Zeitriume gibt Tabelle 5.3 Aufschluss.

Land und Zinssatz

Verfiigbarer

Zeitraum

Verwendeter

Zeitraum

Deutschland
Dreimonatiger Geldmarktsatz®

Sechsmonatige Zinsstruktur®

Einjihrige Zinsstruktur®

12/1959-07/2010
09/1972-07/2010
09/1972-07/2010

01,/1960-07/2010
01/1973-07/2010
01/1973-07/2010

USA

Dreimonatiger T-Bill-Satz
Sechsmonatiger T-Bill-Satz

Einjihriger T-Bill-Satz

01/1954-07/2010
12/1958-07/2010
07/1959-07/2010

07/1954-07/2010
01/1959-07/2010
01/1960-07/2010

?Monatsdurchschnitt.
bDaten zum Monatsende.

Tabelle 5.3: Verfiigbarkeit der Zinsdaten
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5.2 Ergebnisse der Modellschitzungen

Wie in Kapitel 5.1.2 erldutert, erfolgt die Untersuchung des Zusammenhangs zwischen Sterb-
lichkeit und dem Finanzmarkt in zwei Schritten: Erst werden Modelle fiir die Entwicklung
der Sterblichkeitsindizes, der Aktienindizes und der Kassazinsen geschitzt; dann werden die
Residuen der geschitzten Modelle auf das Vorliegen einer multivariaten Normalverteilung

iiberpriift und ihre Korrelation bestimmt.

Das Vorgehen und die Ergebnisse des ersten Schrittes werden im Folgenden vorgestellt.

5.2.1 Schatzen der Sterblichkeitsmodelle

Im Fall der Sterblichkeit muss zunéchst das Modell von LEE & CARTER (1992) bzw. seine
Erweiterung von CARTER & LEE (1992) und BROUHNS ET AL. (2002) geschétzt werden.
Die entsprechende Funktion wird dazu eigens im Statistikprogramm ,R“ programmiert. Im
Anschluss werden fiir die so gewonnenen Zeitindizes Zeitreihenanalysen durchgefiithrt und
ARIMA-Modelle geschétzt. Auch dies erfolgt in . R, soweit moglich jedoch unter Verwendung

gegebener Funktionen.

Beide Schritte werden getrennt fiir Deutschland und die USA sowie fiir die drei betrachteten
Geschlechterspezifikationen durchgefiihrt. Sowohl die Ergebnisse der Modellschétzungen als

auch die Ergebnisse der Zeitreihenanalysen decken sich mit denen anderer Forscher.

5.2.1.1 Ergebnisse der LEE & CARTER (1992)-Modellschitzungen

Das Modell von LEE & CARTER (1992) wird in der Erweiterung von BROUHNS ET AL.
(2002) und CARTER & LEE (1992) geschitzt (zur Modellstruktur und zum grundsétzlichen
Vorgehen vgl. Kapitel 2.3).

Die Erweiterung von BROUHNS ET AL. (2002) impliziert eine Poisson’sche Fehlerstruktur
und eine Modellschdtzung mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Methode. Als Startwert fiir

dg,;o) wird der Durchschnitt von Inm, ; {iber ¢ gewéhlt; BQ(CO) und /%EO)

werden zunéchst gleich
null bzw. eins gesetzt. Fehlende Datenpunkte und Datenpunkte von null werden mit null,

alle anderen mit eins gewichtet.

Die Erweiterung von CARTER & LEE (1992) bedeutet, dass das Modell fiir drei Geschlech-
terspezifikationen bestimmt wird: als Modell nur fiir Manner, als Modell nur fiir Frauen und
als gemeinsames Modell fiir Manner und Frauen mit einem gemeinsamen Zeitindex, aber
geschlechtsspezifischen Altersparametern. Menschen ab einem Alter von 100 Jahren werden

dabei zu einer Altersklasse zusammengefasst; bis zu einem Alter von einschliefflich 99 Jahren
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umfassen die Altersklassen jeweils ein Jahr.

Die beschriebenen Modellschitzungen werden fiir zwei Linder durchgefiihrt: Deutschland
und die USA. Die Datengrundlage bilden die j&hrlichen, alters- und geschlechtsspezifischen
Periodensterbetafeln der HUMAN MORTALITY DATABASE (2010) (vgl. Kapitel 5.1.3). Der
zugrunde gelegte Zeitraum wird nach der Methode von BOOTH ET AL. (2002) mit Hilfe des
Deviance-Verhéltnisses bestimmt (vgl. Kapitel 2.3.3).

Sterblichkeitsmodelle von Deutschland

Als Startjahr im Modell fiir Manner, Frauen bzw. Ménner und Frauen werden die Jahre
1974, 1968 bzw. 1968 gewahlt. Sie stellen einen Kompromiss zwischen einem moglichst langen
Modellzeitraum und einem moglichst geringen Deviance-Verhéltnis dar (vgl. Abbildung 5.1).

R fiir Méanner

R fiir Manner R fiir Frauen und Frauen
30 T T T | 2,5 = T T T ™ [ — T T T T
' ] I 2,0 ]
2,5 | 2 20| i 1,8 | :
2,0 | . , 1,6 i
1,5 | 1,4 ]
1,5 ] ’ I
D | 1,2 R
1v0 - L L L ] 1,0 — L L L 1 170 L L L L 1
1960 1980 2000 1960 1980 2000 1960 1980 2000
Startjahr Startjahr Startjahr

Abbildung 5.1: Verhéltnis R der durchschnittlichen Deviances fiir Deutschland

Fiir die so identifizierten Zeitraume werden dann die LEE & CARTER (1992)-Modelle ge-
schitzt. Die folgende Beschreibung der Ergebnisse beschrinkt sich auf den Modellzeitraum
1956 bis 2008 (vgl. Abbildung 5.2.). Die Ergebnisse fiir die anderen betrachteten Zeitraume

verhalten sich &hnlich und kénnen den Abbildungen 5.3 und 5.4 entnommen werden.

Die Graphen der Alterskoeffizienten &, spiegeln sehr schon die J-Form der logarithmierten
Sterberaten wider (vgl. Kapitel 2.1.1). Auch der vor allem bei Ménnern stark ausgeprégte,
unfallbedingte Anstieg der Sterblichkeit bei einem Alter von ca. 20 Jahren ist gut erkenn-
bar (ebd.). Die Ahnlichkeit von &, zur logarithmierten Sterberate ist nicht {iberraschend;
schliefflich beschreibt a, die allgemeine Altersstruktur der logarithmierten Sterblichkeits-
intensitdten und entspricht ndherungsweise ihrem Durchschnitt {iber die Zeit. Dies erklirt
auch, warum die Alterskoeffzienten &, bei allen Altersklassen fiir Frauen niedriger liegen
als fiir Manner (ebd.) und warum die Koeflizienten des fiir beide Geschlechter gemeinsam

geschitzten Modells mit denen der geschlechtsspezifischen Modelle {ibereinstimmen.
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Der Verlauf der Alterskoeffizienten Bz ist fiir alle Geschlechterspezifikationen dhnlich: Von
sehr hohen Werten bei Kleinkindern fallen sie bis zu einem Alter von 18 Jahren rapide,
um danach bis zu einem Alter von 21 Jahren fiir Manner und 28 Jahren fiir Frauen wieder
anzusteigen. Der darauf folgende, deutlich langsamere Riickgang dauert bis zu einem Alter
von 49 bzw. 50 Jahren. Auf einen erneuten Anstieg bis zu einem Alter von 66 Jahren fiir
Manner und 74 Jahren fiir Frauen folgt ein weiterer Riickgang bis zu einem Alter von 98

Jahren.

Da B, die Sensitivitdt der logarithmierten Sterblichkeitsintensitét der Altersklasse x auf
Verdnderungen im Zeitindex angibt, zeigt diese Entwicklung, wie sich laut Modell die loga-
rithmierten Sterblichkeitsintensititen verschiedener Altersklassen relativ zu einander verén-
dern. Fiir Altersklassen mit hohen Werten fiir Bx wie z. B. Kleinkinder sagt das Modell eine
starkere Abnahme der logarithmierten Sterblichkeitsintensitéten voraus als fiir Altersklassen

mit niedrigeren Werten fiir 3. Dies deckt sich mit der historischen Entwicklung.

Bei einem Vergleich der Alterskoeffizienten 3, verschiedener Modelle und Geschlechter fal-
len zwei Punkte auf: Erstens sind die Koeffizienten im fiir beide Geschlechter gemeinsam
geschitzten Modell nur ca. halb so hoch wie in den fiir M&nner und Frauen getrennt ge-
schitzten Modellen. Dies folgt unmittelbar aus der Skalierung der Alterkoeffizienten g,
gemif Gleichung (2.4) und der Tatsache, dass das gemeinsame Modell doppelt so viele
Alterskoeflizienten besitzt wie die geschlechtsspezifischen Modelle. Zweitens sind im gemein-
samen Modell fiir Ménner und Frauen die Alterskoeffizienten ng fiir Ménner bis zu einem
Alter von ca. 20 Jahren hoher und dariiber niedriger als die fiir Frauen. Dies impliziert einen
bis zu einem Alter von ca. 20 Jahren stiarkeren und dariiber hinaus schwécheren Riickgang

der logarithmierten Sterblichkeitsintensitidten fiir Manner als fiir Frauen.

Dariiber hinaus ist ein Vergleich zwischen den Alterskoeffizienten /3, verschiedener Modelle
nicht sinnvoll. Dies liegt neben ihrer Skalierung vor allem an der Tatsache, dass sich die
Verdnderungen der logarithmierten Sterblichkeitsintensititen sich aus dem Produkt von (3,

und dem Zeitindex x; ergeben.

Die Zeitindizes iy verlaufen in allen drei Geschlechterspezifikationen annihernd linear. Ne-
ben ihrer Linearitdt fallen zwei weitere Punkte auf: Zum einen liegen der Zeitindex fiir
Maénner und jener fiir Frauen sehr eng beieinander. Dies spricht dafiir, dass sich das allge-
meine Sterblichkeitsniveau von Ménnern und Frauen sehr dhnlich entwickelt hat, ldsst aber

keine Aussage iiber die relative Entwicklung einzelner Altersklassen zu.

Zum anderen fillt der Zeitindex des fiir Manner und Frauen gemeinsam geschétzten Modells
sehr viel stirker als die Zeitindizes der geschlechtsspezifischen Modelle. Dies liegt an der

Skalierung von 3, und k; nach Gleichungen (2.4) bzw. (2.5). Da — wie bereits diskutiert —
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die Alterskoeffizienten des gemeinsam geschitzten Modell nur ann&hernd halb so hoch sind
wie die der geschlechtsspezifischen Modelle, muss der Zeitindex des ersteren Modells mit
einem Faktor von ca. zwei skaliert werden, um die gleiche Verdnderung der logarithmierten

Sterblichkeitsintensitdten zu bewirken.

Zeitindex A

100 ‘ ‘ ‘ B
50 |- B
Méanner
ol i —— Ménner?
| | —— Frauen
_50l i Frauen®
| | Ménner und Frauen®
—100 | 8
1960 1980 2000
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Alterskoeffizient &, Alterskoeffizient Bz
0r 1 0030 |
—1| N | i
92| | 0,025 |- il
-3 1 0,020 |- 4
—4 1 o015 1
5[ | ooy ]
—6 | 1 o010 |
=7r 1 0,005 i
78 j t I h
79 L L L L L L L i 07000 L L L L L L L |
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Alter [Jahre] Alter [Jahre]

%Bei gemeinsamer Modellschitzung fiir Madnner und Frauen.

Abbildung 5.2: Parameter des LEE & CARTER (1992)-Modells fiir Deutschland, 1956-2008

Sterblichkeitsmodelle der USA

Auch im Fall der USA wird zunéchst der optimale Modellzeitraum mit Hilfe der Methode von
BOOTH ET AL. (2002) bestimmt. Als Startjahr im Modell fiir Manner, Frauen bzw. Mé&nner
und Frauen werden die Jahre 1966, 1948 bzw. 1963 gewihlt. Sie stellen einen Kompromiss

zwischen einem moglichst langen Modellzeitraum und einem moglichst geringen Deviance-
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Abbildung 5.3: Parameter des LEE & CARTER (1992)-Modells fiir Deutschland, 1968-2008
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Abbildung 5.4: Parameter des LEE & CARTER (1992)-Modells fiir Deutschland, 1974-2008
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Verhiltnis dar (vgl. Abbildung 5.5).
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Abbildung 5.5: Verhéltnis R der durchschnittlichen Deviances fiir die USA

Fiir die so identifizierten Zeitraume werden dann die LEE & CARTER (1992)-Modelle ge-
schitzt. Die folgende Beschreibung der Modellergebnisse beschrinkt sich auf den Modell-
zeitraum 1933 bis 2006 (vgl. Abbildung 5.6.). Die Ergebnisse fiir die anderen betrachteten
Zeitraume verhalten sich dhnlich und kénnen den Abbildungen 5.7, 5.8 und 5.9 entnommen

werden.

Die Alterskoeffizienten &, der USA &dhneln in ihrem Verlauf denen von Deutschland stark:
Genau wie letztere spiegeln sie die typische J-Form der logarithmierten Sterberaten und den
unfallbedingten Anstieg der Sterblichkeit bei jungen Erwachsenen wider (vgl. Kapitel 2.1.1).
Auch sind sie — wie angesichts der geringeren Sterblichkeit von Frauen zu erwarten (ebd.) —
fiir Frauen bei allen Altersklassen niedriger als fiir Manner und stimmen fiir das gemeinsam

geschitzte Modell sowie die geschlechtsspezifischen Modelle iiberein.

Die Alterskoeffizienten Bw der drei Geschlechersperzifikationen nehmen wie in den Modellen
fiir Deutschland von sehr hohen Werten bei Kindern bis zu einem Alter von 18 Jahren
rapide ab. Danach — und hier zeigt sich ein deutlicher Unterschied zu Deutschland — steigen
sie fiir Manner leicht und sehr langsam bis zu einem Alter von ca. 50 Jahren an, um dann
kontinuierlich bis zu einem Alter von 100 Jahren wieder abzufallen, wiahrend die Koeffi-
zienten filir Frauen stirker und schneller bis zu einem Alter von 24 Jahren ansteigen und
anschliefend — abgesehen von einer leichten Stagnation bei einem Alter von ca. 60 bis 85
Jahren — ebenfalls bis zu einem Alter von 100 Jahren kontinuierlich fallen.

Wie im Fall von Deutschland sagt das Modell fiir Altersklassen mit hohen Werten fiir Ba
wie z. B. Kinder und Jugendliche eine stirkere Abnahme der logarithmierten Sterblichkeits-
intensitaten voraus als fiir Altersklassen mit niedrigeren Werten fiir .. Auch sind die Ko-

effizienten im fiir beide Geschlechter gemeinsam geschétzten Modell nur ca. halb so hoch
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wie in den fiir Manner und Frauen getrennt geschéitzten Modellen. Dies folgt wieder aus der
Skalierung der Alterkoeffizienten (5, geméf Gleichung (2.4) und der Tatsache, dass das ge-
meinsame Modell doppelt so viele Alterskoeffizienten besitzt wie die geschlechtsspezifischen
Modelle.

Im Gegensatz zu den Koeffizienten fiir Deutschland liegen die Alterskoeffizienten im gemein-
samen Modell fiir die USA fiir Frauen stets hoher als fiir Manner. Danach sagt das Modell
fiir Frauen einen stéirkere Riickgang der logarithmierten Sterblichkeitsintensitéten voraus
als fiir Minner. Ein weiterer Vergleich zwischen den Alterskoeffizienten /3, verschiedener

Modelle ist nicht sinnvoll.

Der Verlauf des Zeitindex %; hingt im Fall der USA und im Gegensatz zum Modell fiir
Deutschland wesentlich von der Geschlechterspezifikation ab. Wahrend er im Modell fiir
Frauen ndherungsweise linear ist und gleichméifig fallt, verlangsamt sich der Riickgang im
Modell fiir Manner zwischen 1948 und 1973 stark; der Zeitindex stagniert fast. Dement-
sprechend zeigt der Zeitindex im gemeinsamen Modell fiir Manner und Frauen zwischen
1948 und 1973 eine deutliche Verlangsamung des Riickgangs, aber keine Stagnation. Wie im
Fall von Deutschland fillt er wesentlich stirker als jene der geschlechtsspezifischen Modelle.
Dies hingt wieder mit der Skalierung der Koeffizienten nach Gleichungen (2.4) und (2.5)

zZuSammen.

5.2.1.2 Ergebnisse der Zeitreihenanalyse

Fiir die aus den LEE & CARTER (1992)-Modellschitzungen gewonnenen Sterblichkeitsindizes
werden Zeitreihenanalysen in ,R“ durchgefiihrt. Sofern nicht anders vermerkt, wird dabei
ein Konfidenzniveau von 5% zugrunde gelegt. Die Lingen der verwendeten Zeitreihen sind
in Tabelle 5.4 dargestellt.

Land und Geschlecht Indizes Residuen

Deutschland
Maénner 35 34
Frauen 41 40
Ménner und Frauen 41 40
USA
Mé&nner 41 40
Frauen 59 58
Ménner und Frauen 44 43

Tabelle 5.4: Zeitreihenldngen der Sterblichkeitsindizes
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Abbildung 5.6: Parameter des LEE & CARTER (1992)-Modells fiir die USA, 1933-2006
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Abbildung 5.7: Parameter des LEE & CARTER (1992)-Modells fiir die USA, 1948-2006
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Abbildung 5.8: Parameter des LEE & CARTER (1992)-Modells fiir die USA, 1963-2006
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Angesichts der Bekanntheit der Box-Jenkins-Methode wird auf das allgemeine Vorgehen der
Identifkation, Schéitzung und Diagnose an dieser Stelle nur kurz eingegangen. Fiir mehr
Details sei auf LUTKEPOHL (2004) verwiesen.

In der Identifikationsphase wird die Zeitreihe auf Stationaritét sowie mogliche AR- bzw.
MA-Elemente untersucht. Sollte eine Zeitreihe nicht stationér sein, kann sie ggf. durch
Logarithmieren und/oder Differenzieren in eine stationére Zeitreihe transformiert werden
(LOTKEPOHL, 2004, S.17ff.). Die Untersuchung erfolgt zum einen graphisch anhand der
Darstellung der Zeitreihe, ihrer Autokorrelationsfunktion (ACF) und partiellen Autokorre-
lationsfunktion (PACF) und zum anderen mit verschiedenen statistischen Tests. Dazu zihlen
der erweiterte Dickey-Fuller-Test (DICKEY & FULLER, 1979; SAID & DICKEY, 1984), der
KPSS-Test und dessen Erweiterung nach AHAMADA (2004).%° Fiir die Autokorrelationsfunk-
tionen, den erweiterten Dickey-Fuller-Test und den KPSS-Test kann auf die , R“Funktionen

sacf, ur.df* bzw. jurkpssTest” zuriickgegriffen werden; Ahamadas Test wird programmiert.

In der Schdtzphase werden das als richtig vermutete Zeitreihenmodell und ggf. einzelne Alter-

nativen mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Methode der Funktion ,arima“ in ,R* geschétzt.

In der Diagnosephase werden die geschétzten Modelle mit Hilfe eines F-Tests, des Akai-
ke Information Criterion (AKAIKE, 1974) und des Bayesian Information Criterion (BIC,
SCHWARZ, 1978) mit anderen Modellen verglichen und ihre Koeffizienten mit einem t-Test
auf Signifikanz untersucht. Die dazu benétigten Funktionen werden in ,,R* programmiert.
Auferdem werden die Modellresiduen auf weifies Gaufs’sches Rauschen untersucht.

Eine Zeitreihe stellt weifses Rauschen dar, wenn sie stationdr und nicht autokorreliert
ist (LUTKEPOHL, 2004, S.13). Ist sie zusétzlich normalverteilt, spricht man von weiffem
Gauf’schen Rauschen. Die Analyse der Residuen auf Stationaritit, Autokorrelation und
Normalverteilung erfolgt zum einen graphisch und zum anderen mit Hilfe verschiedener
statistischer Tests. Bei der graphischen Analyse werden die Darstellungen der Zeitreihen
sowie der ACF und PACF der standardisierten und der quadrierten, standardisierten Mo-

dellresiduen betrachtet.

An statistischen Tests werden zur Untersuchung auf Stationaritét u. a. der erweiterte Dickey-
Fuller-Test, der KPSS-Test und dessen Erweiterung von AHAMADA (2004) durchgefiihrt.5!

50Der erweiterte Dickey-Fuller-Test existiert in drei Varianten: mit Trend und Drift, nur mit Drift sowie
ohne Trend und Drift (Hackr, 2005, Kapitel 14.4 und 14.5, S.238-247). Er testet mit Hilfe der t-Statistiken
73, T2 bzw. 11 die Nullhypothese einer Einheitswurzel im jeweiligen Modell gegen die Alternative von Statio-
naritit (ebd.). Weiter testet er mit den F-Statistiken ®3, 2 und ®; die Nullhypothese einer Einheitswurzel
bei gleichzeitigem Trend von null, Drift und Trend von null bzw. Drift von null (ebd.). Im Gegensatz
dazu testen der KPSS-Test die Nullhypothese von Stationaritdt gegen die Alternative von Intergriertheit
(LUTKEPOHL, 2004, S.63ff.) und Ahamadas Test die Nullhypothese konstanter Varianz des vermeintlich
stationdren Prozesses gegen die Alternative von Heteroskedastizitdt (AnamADA, 2004).

51Der Dickey-Fuller-Test wird mit und ohne Drift fiir die nach dem BIC priferierte Lag-Linge durch-
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Bei einer stationéren Zeitreihe sollten die Nullhypothese des bevorzugten Dickey-Fuller-t-
Tests abgelehnt und die des KPSS-Tests und von Ahamadas Test nicht abgelehnt werden.
Als Tests zur Untersuchung auf Autokorrelation bzw. Normalverteilung dienen der Ljung-
Box-Test (LJuNG & BoX, 1978) bzw. der Jarque-Bera-Test (JARQUE & BERA, 1987). Thre
Nullhypothesen sollten nicht abgelehnt werden, damit der untersuchte Datenvektor als nicht

autokorriert bzw. als normalverteilt gelten kann.>?

Die Zeitreihenanalysen ergeben fiir die betrachteten Zeitrdume und alle Geschlechterspezifi-
kationen fiir Deutschland ein ARIMA(0,1,1)- und fiir die USA ein ARIMA(0,1,0)-Modell.?3
Dies steht in Einklang mit existierenden LEE & CARTER (1992)-Modellschitzungen fiir
Belgien, die USA und Grofbritannien (BROUHNS ET AL., 2002; CARTER & LEE, 1992; LEE
& CARTER, 1992; RENSHAW & HABERMAN, 2003c).

Die beiden identifizierten ARIMA-Modelle lassen sich formulieren als:

ARIMA(0,1,0) mit Drift: AR = o, + €4 (5.1a)
ARIMA(0,1,1) mit Drift: AR, = qy + €t + Vi 1€r,0-1, (5.1b)

wobei &; den Schitzwert des untersuchten Zeitindex der Sterblichkeit in Zeitperiode t,
ARy := k¢ — Ry—1 seine Verdnderung zwischen ¢ — 1 und ¢, o, seinen Drift, 1, ; das erste
MA-Element und ¢, weifes Gauk’sches Rauschen mit Varianz o2 darstellen.

Die Schitzwerte ¢, zZAJ,ﬂ und 6, fiir e, 1,1 bzw. 0, lassen sich fiir die untersuchten Lander

und Geschlechterspezifikationen der Tabelle 5.5 entnehmen. Sie sind in allen Féllen bei einem
Konfidenzniveau von 5% signifikant von null verschieden (vgl. Tabelle 5.6).

Die Residuen €, ; der Modellschétzungen kdnnen bei allen ausgewéhlten Modellen als weifies
Gauf’sches Rauschen angesehen werden. Die graphischen Darstellungen geben weder Hin-

gefiihrt, maximal aber fiir [T7/3] Lags. Der KPSS-Test wird ohne Trend und fiir Stutzungsparameter

I, = k (T/100)*/* mit k = 4 bzw. k = 12 durchgefiihrt. T entspricht dabei der Linge der Zeitreihe.

52Der Ljung-Box-Test testet die Nullhypothese fehlender Autokorrelation vom ersten bis zu einem be-
stimmten Lag gegen die Alternative mindestens eines Lags mit einer Autokorrelation von ungleich null
(LUTKEPOHL, 2004, S.44). Seine Testgrofe ist Chi-Quadrat-verteilt; die Freiheitsgrade entsprechen der An-
zahl der beriicksichtigten Lags abziiglich der Anzahl der AR- und MA-Elemente (ebd.). Der Test wird bis
zum maximal 20. Lag durchgefiihrt. Der Jarque-Bera-Test testet die Nullhypothese einer Schiefe von null
und Kurtosis von drei gegen die Alternative einer Schiefe von ungleich null und/oder einer Kurtosis von
ungleich drei (ebd., S.46). Seine Teststatistik ist Chi-Quadrat-verteilt mit zwei Freiheitsgraden (ebd.).

53 Alle Sterblichkeitsindizes stellen sich in der Identifikationsphase als integrierte Prozesse erster Ordnung
heraus. Thre nicht differenzierten Zeitreihen sind weder nach dem erweiterten Dickey-Fuller-Test noch nach
dem KPSS-Test stationdr. Die einmal differenzierten Zeitreihen konnen hingegen nach dem erweiterten
Dickey-Fuller-Test mit Trend und nach demjenigen mit Drift sowie nach dem KPSS-Test und Ahamadas
Test als stationér gelten. Die graphische Analyse spricht bei allen Modellen in den USA fiir keine AR- oder
MA-Elemente, in Deutschland fiir maximal zwei AR- und ein MA-Element. Die préferierten Modelle weisen
in allen Fillen das niedrigste BIC auf.
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Land und Geschlecht [ zﬁﬁ,l Or
Deutschland
Miénner —2,5645 —0,3320 1,7492
Frauen —2,3772 —0,6163 1,8334
Méanner und Frauen —4,7726 —0,4246 3,5345
USA
Miéinner —1,5376 - 1,2120
Frauen —1,3868 - 1,6437
Miénner und Frauen —2,8008 - 2,6070

Tabelle 5.5: ARIMA-Modellschétzungen fiir die Sterblichkeitsindizes

weise auf eine durch zeitabhingige Erwartungswerte oder Heteroskedastizitéit verursachte

Instationaritdt noch auf eine Autokorrelation der Residuen.

Auch den statistischen Tests zufolge sind die Residuen weder instationér noch autokorreliert
und auferdem normalverteilt (vgl. Tabellen 5.7 und 5.8): Der erweiterte Dickey-Fuller-Test
mit und ohne Drift lehnt die Nullhypothese einer Einheitswurzel in beiden Lindern und
bei allen Geschlechterspezifikationen bei einem Konfidenzniveau von 5% und meist sogar
1% ab; der KPSS-Test und Ahamadas Test konnen die Stationaritiatshypothese bei einem

Konfidenzniveau von 5% bzw. meist sogar 10% nicht verwerfen (vgl. Tabelle 5.8).

Die Nullhypothese fehlender Autokorrelation lehnt der Ljung-Box-Test selbst bei einem Kon-
fidenzniveau von 10% und auch deutlich dariiber nicht ab (vgl. Tabelle 5.7). Dasselbe gilt
i.d. R. fiir den Jarque-Bera-Test und seine Normalverteilungshypothese; lediglich beim Mo-
dell fiir Ménner in den USA kann er seine Nullhypothese bei einem Konfidenzniveau von
10%, nicht aber bei einem Konfidenzniveau von 5% verwerfen (ebd.).

5.2.2 Schatzen der Aktienmodelle

Wie fiir die Sterblichkeitsindizes werden fiir die Aktienindizes ARIMA-Modelle geschétzt.
Sofern nicht anders vermerkt, wird dabei weiterhin ein Konfidenzniveau von 5% zugrunde
gelegt.

Da bei der Entwicklung von Aktienkursen giangigerweise von einer geometrischen Brown’schen
Bewegung mit Drift ausgegangen wird, werden die Aktienkurse zuniichst logarithmiert.%*

Die Lingen der verwendeten Zeitreihen lassen sich Tabelle 5.9 entnehmen.

54Kine geometrische Brown’sche Bewegung entspricht einem ARIMA(0,1,0)-Modell fiir die logarithmierte
Zeitreihe.
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Schatzwerte
{Standardfehler} [t-Werte]| (p-Werte)
Land und Geschlecht [ 12),@71 O
Deutschland
—2,5645 —0,3320 1,7492
2 _
Manner {0,2010} {0,1496} {-}
[—12,7576] [—2,2191] [
(0,0000) (0,0337) )
—2,3772 —0,6163 1,8334
Frauen {0,1154} {0,1462} {-}
[—20,5963] [—4,2140] [-]
(0,0000) (0,0001) (=)
—4,7726 —0,4246 3,5345
Ménner und Frauen {0,3252} {0,1525} =
[—14,6776] [—2,7848] [
(0,0000) (0,0083) (=)
USA
—1,5376 - 1,2120
0,1892 — —
Méanner {0, } = =
[—8,1259] [-] [
] 000000 ) ______ C._ .
—1,3868 - 1,6437
0,2140 - -
oo o210} () 8!
[—6,4815] [ -
o (00000) ) ______ C.__.
—2,8008 - 2,6070
2 _ _
Ménner und Frauen {0,3920} = =
[~7,1284] [-] [-]
(0,0000) -) -)

Tabelle 5.6: Detaillierte ARIMA-Modellschétzungen fiir die Sterblichkeitsindizes
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Ljung-Box-Test Jarque-Bera-Test

Land und Geschlecht Testwert p-Wert Testwert p-Wert
Deutschland

Ménner 10,9360 0,9260 0,0097 0,9952

Frauen 13,8076 0,7948 0,4692 0,7909

Méanner und Frauen 13,4161 0,8166 0,5595 0,7560
USA

Maénner 17,6938 0,6076 5,3284 0,0697

Frauen 20,5149 0,4262 0,0223 0,9890

Miénner und Frauen 21,8244 0,3501 1,2444 0,5368

Tabelle 5.7: Ljung-Box- und Jarque-Bera-Test fiir die Residuen der ARIMA-Modelle der
Sterblichkeitsindizes

Dickey-Fuller-Test KPSS-Test Ahamadas
Land und Geschlecht [0 T 1 la l12 Test
Deutschland
Ménner 4,4736° —2,9911°—3,0403* 0,4413¢ 0,3514¢ 0,8216
Frauen 10,2344* —4,5214* —4,5904* 0,0966  0,1034 0,5487

Ménner und Frauen 10,8672%—4,6618*—4,6877* 0,3346 0,3172 0,5091
USA

Mé&nner 8,8092% —4,1974* —4,2167* 0,1385 0,1779 0,8377

Frauen 9,9776* —4,4671* —4,5006* 0,1374 0,1235 0,5281

Miénner und Frauen 10,3478*—4,5230* —4,5445* 0,0798 0,0932 0,6542

%Signifikant bei einem Konfidenzniveau von 1%.
bSignifikant bei einem Konfidenzniveau von 5%.
¢Signifikant bei einem Konfidenzniveau von 10%.

Tabelle 5.8: Stationaritétstests fiir die Residuen der ARIMA-Modelle der Sterblichkeitsindi-
7es
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Performance-Indizes Kursindizes

Land und Geschlecht Indizes Residuen Indizes Residuen
Deutschland
DAX 49 48 - -
CDAX 39 38 39 38
USA
S&P 500 - - 45 44
S&P 600 DS 34 33 34 33
DJ Industrial Average - - 58 57
DJ Composite - - 44 43
DJ Wilshire 32 31 35 34

Tabelle 5.9: Zeitreihenléngen der Aktienindizes

Die Zeitreihenanalysen ergeben fiir die betrachteten Zeitrdume (vgl. Kapitel 5.1.3) und al-
le Aktienindizes ein ARIMA(0,1,0)-Modell.>® Im Fall des Kursindex des CDAX handelt es
sich um ein Modell ohne Drift, was der fiir Aktienkurse typischen Annahme einer geometri-
schen Brown’schen Bewegung mit Drift nicht unbedingt widerspricht, da die im Kursindex
nicht beriicksichtigten Dividendenrenditen ein plausibler Grund fiir einen Drift von null sein

koénnten.

Die zwei identifizierten ARIMA-Modelle lassen sich formulieren als:

ARIMA(0,1,0) mit Drift: AlnS; = ag+e€g; (5.2a)
ARIMA(0,1,0) ohne Drift: AlnS; = eg, (5.2b)
wobei S; den untersuchten Aktienindex im Zeitpunkt ¢, AlnS; := InS; — InS;_1 seine

logarithmische Verdnderung zwischen ¢ — 1 und ¢, ag seinen Drift und eg weilles Gauls’sches
Rauschen mit Varianz o% darstellen.

Die Schatzwerte &g und 6 fiir ag bzw. og lassen sich fiir die untersuchten Aktienindizes
Tabelle 5.10 entnehmen. Sie sind in fast allen Fillen bei einem Konfidenzniveau von 5%
signifikant von null verschieden (vgl. Tabelle 5.11). Lediglich beim Performance-Index des
DAX ist der Drift erst bei einem Konfidenzniveau von 6,79% signifikant.

Die Residuen ég; der Modellschtzungen kénnen bei allen ausgewéhlten Modellen als weifies

55 Alle Aktienindizes stellen sich in der Identifikationsphase als integrierte Prozesse erster Ordnung heraus.
Die einmal differenzierten Zeitreihen sind nach dem erweiterten Dickey-Fuller-Test mit Trend und demjenigen
mit Drift sowie nach dem KPSS-Test und Ahamadas Test stationdr. Die graphische Analyse spricht bei
keinem Modell fiir AR- oder MA-Elemente. Auch nach dem BIC ist das ARIMA(0,1,0)-Modell stets das
préferierte Modell.
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Performance-Indizes Kursindizes

Land und Index as Gs as Gs
Deutschland
DAX 0,0617 0,2311 - -
CDAX 0,0802 0,2243 - 0,2253
USA
S&P 500 - - 0,0676 0,1528
S&P 600 DS 0,1227 0,1497 0,1003 0,1475
DJ Industrial Average - - 0,0704 0,1501
DJ Composite - - 0,0620 0,1541
DJ Wilshire 0,1175 0,1410 0,0837 0,1608

Tabelle 5.10: ARIMA-Modellschétzungen fiir die logarithmierten Aktienindizes

Gaufs’sches Rauschen angesehen werden. Die graphischen Darstellungen geben weder Hin-
weise auf eine durch zeitabhingige Erwartungswerte oder Heteroskedastizitiit verursachte

Instationaritdt noch auf eine Autokorrelation der Residuen.

Auch den statistischen Tests zufolge sind die Residuen weder instationér noch autokorreliert
und auflerdem normalverteilt: Der erweiterte Dickey-Fuller-Test mit und ohne Drift lehnt
die Nullhypothese einer Einheitswurzel bei allen Aktienindizes bei einem Konfidenzniveau
von 5% und meist sogar 1% ab; der KPSS-Test und Ahamadas Test kénnen die Stationa-
ritdtshypothese bei einem Konfidenzniveau von 5% bzw. meist sogar 10% nicht verwerfen
(vgl. Tabelle 5.12).

Die Nullhypothese fehlender Autokorrelation lehnt der Ljung-Box-Test ebenfalls bei einem
Konfidenzniveau von 10% nie ab (vgl. Tabelle 5.13). Die Nullhypothese einer Normalvertei-
lung kann der Jarque-Bera bei einem Konfidenzniveau von 5% in keinem Fall und bei einem

Konfidenzniveau von 10% nur im Fall des Kursindex des DJ Wilshire verwerfen (ebd.).

5.2.3 Schitzen der Zinsmodelle

Fiir die Zinsen werden nach dem Ansatz von CHAN ET AL. (1992) (vgl. Kapitel 3.3) diskre-
te Kassazinsmodelle geschétzt. Dies geschieht getrennt fiir jeweils drei moglichst risikolose
Zinssétze unterschiedlicher Laufzeiten von Deutschland und den USA sowie fiir verschiede-
ne Schrittgrofen und Stichtage (vgl. Kapitel 5.1.3). Die Langen der verwendeten Zeitreihen
sind in Tabelle 5.14 dargestellt.

Die Ergebnisse der Modellschitzung und des Modellvergleichs decken sich nur zum Teil
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Schitzwerte {Standardfehler} [t-Werte] (p-Werte)

Performance-Indizes Kursindizes
Land und Index Qg gs Qg gs
Deutschland
0,0617 0,2311 - _
DAX {0,0330} {-} {-} -}
[1,8686] [ -1 [
e ____ 00679) O______O______ O, __.
0,0802 0,2243 - 0,2253
CDAX {0,0359) ) ) )
(2,2341] [ - [
(0,0316) @) -) &)
USA
_ - 0,0676 0,1528
S&P 500 = -} {0,0228} .
- - [2,9689] -
e = - (0,0049) S
0,1227 0,1497 0,1003 0,1475
S&P 600 DS {0,0257} -} {0,0253} -}
[4,7794] [-] [3,9650] [-]
(0,0000) (=) (0,0004) (-)
S - 00704 0,1501
DJ Industrial {-} {-} {0,0197} {-}
Average [ [ (3,5728] [
e _____ G QD_____ 0p007) ____ C.__.
- - 0,0620 0,1541
DJ Composite = = {0,0232} =
- [ [2,6681] [
L = - (0,0108) S
0,1175 0,1410 0,0837 0,1608
DJ Wilshire {0,0249} =3 {0,0272} =3
[4,7162] ] [3,0788] ]
(0,0001) ) (0,0042) )

Tabelle 5.11: Detaillierte ARIMA-Modellschitzungen fiir die logarithmierten Aktienindizes
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Dickey-Fuller-Test KPSS-Test Ahamadas

Land und Geschlecht dq To T n l12 Test

DEUTSCHLAND

Performance-Indizes
DAX 13,4570* —5,1870* —5,2503* 0,1957  0,3260 0,7280
CDAX 10,9527% —4,67322 —4,7176* 0,0915  0,2038 0,8414

" Kursindizes

DAX - - - - - -
CDAX 10,9953% —4,68142 —4,0667* 0,1166  0,2408 0,8166

USA

Performance-Indizes
S&P 500 - - - - - -
S&P 600 DS 14,6168% —5,39372 —5,3413% 0,3472°¢ 0,3292 0,7958
DJ Industrial Average - - - - - -
DJ Composite - - - - - -
DJ Wilshire 5,1471P —3,2083P —3,27682 0,1374  0,2163 0,7349

" Kursindizes

S&P 500 12,7784 —5,0550* —5,1249* 0,1836  0,1867 0,5673
S&P 600 DS 15,3941® —5,5401* —5,5291® 0,2289  0,2507 0,8035
DJ Industrial Average 21,7478* —6,5920* —6,6433* 0,1668 0,1273 0,8770
DJ Composite 16,2163* —5,6827> —5,7276* 0,3576°¢ 0,2871 0,8389
DJ Wilshire 7,56853% —3,8928% —3,9227* 0,0921  0,1547 0,9816

4Signifikant bei einem Konfidenzniveau von 1%.
bSignifikant bei einem Konfidenzniveau von 5%.
¢Signifikant bei einem Konfidenzniveau von 10%.

Tabelle 5.12: Stationaritétstests fiir die Residuen der ARIMA-Modelle der logarithmierten
Aktienindizes
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Ljung-Box-Test Jarque-Bera-Test
Land und Geschlecht Testwert p-Wert Testwert p-Wert
DEUTSCHLAND
Performance-Indizes
DAX 24,1895 0,2342 1,6107 0,4469
CDAX 17,7201 0,6058 2,2376 0,3267
" Kursindizes
DAX - - - -
CDAX 17,2538 0,6364 1,8102 0,4045
USA
Performance-Indizes
S&P 500 - - - -
S&P 600 DS 15,4020 0,7530 0,2554 0,8801
DJ Industrial Average - - - -
DJ Composite - - - -
DJ Wilshire 7,0101 0,9967 1,9741 0,3727
" Kursindizes
S&P 500 9,8032 0,9716 3,8058 0,1491
S&P 600 DS 16,5712 0,6806 0,3627 0,8342
DJ Industrial Average 21,7747 0,3529 2,0773 0,3539
DJ Composite 14,1047 0,8251 3,4863 0,1750
DJ Wilshire 9,1167 0,9815 4,8332 0,0892

Tabelle 5.13: Ljung-Box- und Jarque-Bera-Test fiir die Residuen der ARIMA-Modelle der
logarithmierten Aktienindizes
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mit denen von CHAN ET AL. (1992), sind jedoch auch nicht vollig vergleichbar, da andere

Zinssatze und groftenteils andere Schrittgrofen untersucht werden.

5.2.3.1 Detailliertes Vorgehen

Das Schétzen der Zinsmodelle erfolgt in zwei Schritten. Zun&chst werden die neun von
CHAN ET AL. (1992) untersuchten Zinsmodelle ohne Strukturbruch fiir jeden Zinssatz und
jede Schrittgroke anhand der GMM geschitzt. Der Argumentation und dem Vorgehen von
BECKER (1998) folgend, geschieht dies unabhéngig von der Stationaritéit der Zinszeitreihen.

Dann wird mit Hilfe eines Modellvergleichs das jeweils préferierte Zinsmodell bestimmt.
Sofern nicht anders vermerkt, wird dabei ein Konfidenzniveau von 5% zugrunde gelegt.
Unter Umstidnden wird jedoch keines der geschitzten Modelle bei den spiter folgenden
Abhéngigkeitsanalysen beriicksichtigt.

Modellschiatzung

Geschitzt werden die neun von CHAN ET AL. (1992) untersuchten, diskretisierten Zins-
modelle ohne Strukturbruch. Modelle mit Strukturbruch werden aus drei Griinden nicht
betrachtet. Erstens kommen CHAN ET AL. (1992) zu dem Schluss, dass ihr Modellrahmen
hinreichend flexibel sei, um die Zinsentwicklung auch ohne Strukturbruch zu modellieren.
Zweitens geben die betrachteten Zinszeitreihen weniger Hinweise auf einen permanenten
Strukturbruch als die Zeitreihe von CHAN ET AL. (1992) (vgl. Abbildung 5.10). Drittens

sollen die Modelle moglichst einfach gehalten werden.

An der urspriinglichen diskreten Modellformulierung von CHAN ET AL. (1992) wird eine
leichte Anderung vorgenommen. Wihrend die Nebenbedingungen aus Tabelle 3.1 bestehen
bleiben, wird in Gleichung (3.11) die Schrittgrofe At explizit beriicksichtigt:

T — Ti—ar = (p + Brrioag) At + €y (5.3a)
|

Et—At[er,t] = 0 (53b)

Ei_atler,] = a2riT At (5.3c)

Dies steht im Einklang mit der stetigen Modellformulierung in Gleichung (3.8) und stellt
sicher, dass die Parameterschitzwerte stets auf den Zeitraum eines Jahres skaliert sind.
Dadurch sind die Schétzwerte von Modellen mit unterschiedlichen Schrittgréfen besser ver-

gleichbar.
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Land, Schrittgréfie und Zinssatz Zinssatze Residuen

DEUTSCHLAND

Einmonatsschritte zum Monatsersten

Dreimonatiger Geldmarktsatz 607 606
Sechsmonatige Zinsstruktur 454 453
Einjdhrige Zinsstruktur 454 453

" Dreimonatsschritte zum Quartalsersten
Dreimonatiger Geldmarktsatz 203 202
Sechsmonatige Zinsstruktur 152 151
Einjihrige Zinsstruktur 152 151

* Jahresschritte zum 1. Januar
Dreimonatiger Geldmarktsatz 51 50
Sechsmonatige Zinsstruktur 38 37
Einjdhrige Zinsstruktur 38 37

~ Jahresschritte zum 1. Juli
Dreimonatiger Geldmarktsatz 51 50
Sechsmonatige Zinsstruktur 38 37
Einjihrige Zinsstruktur 38 37

USA
Einmonatsschritte zum Monatsersten

Dreimonatiger T-Bill-Satz 678 677
Sechsmonatiger T-Bill-Satz 619 618
Einjahriger T-Bill-Satz 612 611

" Dreimonatsschritte zum Quartalsersten
Dreimonatiger T-Bill-Satz 226 225
Sechsmonatiger T-Bill-Satz 207 206
Einjihriger T-Bill-Satz 204 203

~ Jahresschritte zum 1. Januar
Dreimonatiger T-Bill-Satz 56 55
Sechsmonatiger T-Bill-Satz 52 51
Einjahriger T-Bill-Satz 51 50

~ Jahresschritte zum 1. Juli
Dreimonatiger T-Bill-Satz 57 56
Sechsmonatiger T-Bill-Satz 52 51
Einjihriger T-Bill-Satz 51 50

Tabelle 5.14: Zeitreihenldngen der Zinssitze
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Abbildung 5.10: Zeitreihen der Kassazinsrenditen

Quelle: DEUTSCHE BUNDESBANK (2010) und THE FEDERAL RESERVE SYSTEM (2010)



5.2 ERGEBNISSE DER MODELLSCHATZUNGEN 109

Weiter werden adjustierte Storgrofen definiert:

adj €r,t
€. = —T— 5.4
ot orr]” A VAL (5.4)

Eine Umformulierung der Gleichungen (5.3) zu

Tt — Ti—at = (@ + Brri—ar) At + 0,77 AV Ateiij (5.5a)
Et—At |:€i,(1‘]:| ; 0 (55b)

Et_m{(eggjﬁ L1 baw. ]Et_At[(\/Eei:itj)z] LAt (5.5¢)

verdeutlicht abermals den Zusammenhang zur stetigen Modellformulierung aus Gleichung
(3.8): v Ateiij lasst sich als diskretisiertes Pendant zu dem Inkrement dW,, des Wiener
Prozesses W, interpretieren.

Dies erweist sich fiir einen iiber die iiblichen Methoden der GMM hinausgehenden Modell-
vergleich als hilfreich. Denn wenn die Eigenschaften des Wiener Prozesses in den stetigen
Modellen auch auf ihre diskretisierten Fassungen zutreffen soll, sollten zum einen die ad-

justierten Residuen weifses Rauschen darstellen und zum anderen ihre bedingte Varianz

‘ N\ 2
VAR, a¢ [e?ﬂ =Ei_a¢ [(ei)dtj) } =1 sein.

Die durch Gleichung (5.3) und die Nebenbedingungen in Tabelle 3.1 definierten Model-
le werden weitestgehend nach dem Ansatz von CHAN ET AL. (1992) und damit insbesondere
mit Hilfe der GMM geschétzt.

Als Prozess des Datenvektors v dienen die Zeitreihen der Kassarenditen und ihrer Veran-
derungen. Der Parametervektor 6 ist durch Gleichung (3.21) gegeben. Die zur Bestimmung

der Momentenbedingungen benétigte Funktion fyiom wird analog zu Gleichung (3.23) durch

Er,t
ErtTt—At
v, 0) = 5.6
fMom( ts ) 6%)15 _ UET?ZTAtAt ( )

27
(672«,15 - fffnzmAt) Tt—At
definiert. Die Verteilungsmomente, die Stichprobenmomente und die zu minimierende Funk-

tion Qr werden weiterhin durch Gleichungen (3.22), (3.15) bzw. (3.16) definiert.

Zur Implementierung wird weitestgehend auf die bereits existierende Funktion ,gmm“ in

R zuriickgegriffen. Sie wird nur leicht angepasst. Insbesondere miissen die Gewichtungs-
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matrizen nicht extra programmiert werden, sondern kénnen durch Argumente der Funktion

ausgewahlt werden.

Dies erweist sich als sehr hilfreich. Denn wihrend CHAN ET AL. (1992) bei iiberbestimmten
Modellen Wy = 38_[} als Gewichtungsmatrix verwenden und dadurch implizit unterstel-
len, dass die Funktionswerte fuyrom(vt,6*) nicht seriell autokorreliert seien, werden in der
vorliegenden Arbeit alle Modelle sowohl mit der Gewichtungsmatrix Wp = S’S}} als auch
mit Wr = Sﬁio geschitzt. Die resultierenden, wohlgemerkt geschitzten Funktionswerte
fMom (vt, éT) werden mit dem Ljung-Box-Test und der Funktion ,Box.test* auf Autokorre-
lation untersucht. Lehnt dieser die Nullhypothese fehlender Autokorrelation ab, wird die auf

Wr = Sﬁ}xc und ansonsten die auf Wy = S’S}} basierende Schitzung verwendet.

Die Modellschétzung selbst folgt dem in Kapitel 3.3.2, S. 48, beschriebenen, iterativen Ver-
fahren mit einem Konvergenzkriterium von 1071% und maximal 100 Iterationen. Es ist be-
reits in der Funktion ,gmm® hinterlegt. Die Gewichtungsmatrix im ersten Iterationsschritt
ist dabei die Einheitsmatrix.

Die Minimierung der Zielfunktion Qr erfolgt bei einem zu schitzenden Parameter mit Hilfe
der Funktion ,joptimize“ und bei mindestens zwei zu schitzenden Parametern mit Hilfe der
Funktion ,optim“. Erstere stellt eine Kombination des Verfahrens des goldenen Schnitts und
der schrittweisen, parabolischen Interpolation dar (THE R DEVELOPMENT CORE TEAM,
2010, S.1310f.). Bei letzterer wird der Simplex-Algorithmus von NELDER & MEAD (1965)
mit maximal 10000 Iterationen und einem Konvergenzkriterium von ebenfalls 107!° ange-
wandt (THE R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2010, S.13051f.).

Bei der Funktion ,optimize* muss fiir den gefragten Parameter das zu durchsuchende In-
tervall angegeben werden. Die Funktion ,optim“ hingegen benétigt fiir jedes zu schitzende
Element des Parametervektors 6 einen Startwert. Bei den beiden Modellen mit nur einem
freien Parameter, DOTHAN (1978) und Cox ET AL. (1980), wird als Intervall fiir o, das
Intervall {0; 100 - \/%S/I\D)[%” gewiihlt. Dabei steht SD fiir die Funktion der Stich-
probenstandardabweichung. Bei Modellen mit mindeste/ns zwei freien Parametern hingt die
Wahl des Startwertvektors 0A§9 ) = (&5«0), 37(“0), [750), %0)> vom jeweiligen Modell ab.

Bei der Brown’schen Bewegung von MERTON (1973) werden alY = A th2 (re — re—nt)

und &7(«0) = \/%S/H\])[rt — r¢—at], bei der geometrischen Brown’schen Bewegung von RENDLE-

MAN & Barrren (1980) A0 = &rly 8, (7r 1) wmd 60 = L[ om 1]

Tt— At Tt—At

gesetzt. Die Startwerte des Drifts o, bzw. 3, entsprechen also dem Durchschnitt und die der
Volatilitdt o, der Stichprobenstandardabweichung der absoluten bzw. prozentualen Zins-
verdnderung je Zeiteinheit. Bei den {ibrigen, nicht freien Parametern werden die Startwerte
entsprechend ihrer Nebenbedingungen (vgl. Tabelle 3.1) festgelegt.
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Bei allen anderen Modellen mit mindestens zwei freien Parametern wird die Zinsverdnde-
rung r; — 74— mit Hilfe der ,R“-Funktion ,lm‘“ linear gegen den Zins r;_a; der Vorperiode
regressiert. Ist «,. = 0, erfolgt die Regression ohne und ansonsten mit Konstante. Die Start-
werte fiir a,, werden dann gleich null bzw. dem Regressionskoeffizienten der Konstante, die
fiir B, gleich dem Regressionskoeffizienten des Zinses r:_a; gesetzt. Die Startwerte der Vo-
latilitéit o, werden als Stichprobenstandardabweichung der durch rﬁlzt und VAt geteilten
Regressionsresiduen bestimmt. Dabei ist bei Cox (1975) und CHAN ET AL. (1992) %(_0) =1

und in allen anderen Féllen %0) = Y.

Modellvergleich

Der Modellvergleich erfolgt in weiten Teilen analog zu CHAN ET AL. (1992) (vgl. Kapitel
3.3.2.2). Es werden der J-Test sowie der LR-Test durchgefiihrt und die Signifikanz einzel-
ner Parameter mit ihrem t-Wert iiberpriift. Dazu werden die entsprechenden Teststatistiken
und p-Werte auf Basis der GMM-Ergebnisse in , R bestimmt. Anders als bei CHAN ET AL.
(1992) werden keine Bestimmtheitsmafse berechnet, da sie im Wesentlichen durch die Ne-

benbedingungen bzw. die freien Parameter der Modelle getrieben scheinen.

Der J-Test wird wie bei CHAN ET AL. (1992) fiir alle Modelle aufier fiir das eindeutig
bestimmte Modell (3.9a) durchgefiihrt. Mit dem LR-Test werden im Gegensatz zu CHAN
ET AL. (1992) die Modelle (3.9b) bis (3.9i) nicht nur untereinander, sondern auch zu (3.9a)
verglichen. Zwar sollten beim Vergleich zum eindeutig bestimmten Modell (3.9a) die Test-
werte des LR-Tests wegen Qr (éT) ~ 0 denen des J-Tests dhneln; doch unterscheiden sie

sich bei genauerem Hinsehen durch die unterschiedliche Gewichtungsmatrix.

Die t-Werte werden fiir alle freien Parameter bestimmt. Im Gegensatz zu dem Vorgehen bei
CHAN ET AL. (1992) wird auflerdem der jeweilige p-Wert bestimmt. Bei den Modellen mit
der Moglichkeit einer Mean-Reversion — CHAN ET AL. (1992), VASICEK (1977), COX ET AL.
(1985) und BRENNAN & SCHWARTZ (1980) — wird dabei auf o, < 0 und 5, > 0, bei allen
anderen Modellen auf o, = 0 und By = 0 getestet. Unabhingig vom Modell wird auf o, <0
bzw. 7, = 0 getestet.

Zusétzlich zu den von CHAN ET AL. (1992) durchgefiihrten und oben beschriebenen Hypo-
thesentests werden die Modellresiduen analysiert. Zwar stellt die GMM nur geringe Anfor-
derungen an die Storgrofen der zu schitzenden Modelle und unterstellt insbesondere nicht,
dass sie einer bestimmten Verteilungklasse folgten und diese bekannt sei. Dennoch ist eine

Untersuchung der Residuen hilfreich.

Zum einen erlaubt sie, in den Momentenbedingungen nicht formulierte, aber i.d. R. implizit

getroffene Modellannahmen zu iiberpriifen. So sollten z. B., wenn die Eigenschaften des Wie-



112 5 EMPIRISCHE MESSUNG DES ZUSAMMENHANGS

ner Prozesses auch in der diskretisierten Fassung der Modelle zutreffen sollen, die adjustier-
ten Residuen ef.fij unabhéngig standardnormalverteilt sein, also Gaufi’sches weifies Rauschen
darstellen. Wichtiger als die Normalverteilung ist dabei die serielle Unkorreliertheit und die
Varianz von eins, da Abweichungen hier Hinweise auf eine im Modell und den Momenten-
bedingungen unzureichend beriicksichtigte Abh#ngigkeit vom Zinsniveau oder von friitheren

Storgrofien geben kénnen. Andere Ursachen wie Strukturbriiche sind ebenfalls denkbar.

Zum anderen kann durch die Wahl eines Modells mit stationdren und nicht autokorrelierten
Residuen das Risiko einer Scheinregression bei den spéter folgenden Abhéngigkeitsanalysen
verringert werden (vgl. Kapitel 5.1.2).

Die adjustierten Residuen werden daher mit dem erweiterten Dickey-Fuller-Test, dem KPSS-
Test und Ahamadas Test auf Stationaritit, mit dem Ljung-Box-Tests auf das Fehlen von
Autokorrelation und mit dem Jarque-Bera-Test auf Normalverteilung getestet. Auferdem
wird ihre Stichprobenvarianz berechnet. Dazu werden die ,,R“Funktionen ,ur.df*,  urkpss-
Test“, ,Box.test®, ,,jarque.bera.test und ,,sd* verwendet; lediglich die Funktion fiir Ahamadas

Test muss programmiert werden.

Die Ergebnisse werden bei der Entscheidung iiber das bei den Abhangigkeitsanalysen ver-
wendete Zinsmodell beriicksichtigt. Sollte fiir einen Zinssatz und eine Schrittgrofe keines der
neun Modelle iiber stationére, nicht autokorrelierte und normalverteilte adjustierte Residuen
verfiigen, wird der betroffene Zinssatz und die betroffene Schrittgrofe bei den Abhéangigkeits-
analysen nicht weiter betrachtet.

5.2.3.2 Ergebnisse

Die Ergebnisse der Modellschatzungen und des Modellvergleichs werden im Folgenden vor-

gestellt. Sie decken sich nur zum Teil mit denen von CHAN ET AL. (1992).

Wie bei CHAN ET AL. (1992) ist bei den meisten Zeitreihen nur ein Teil der Parameter des
nicht restringierten Modells signifikant. Ansonsten finden sich Ubereinstimmungen haupt-
séchlich bei den Zinssdtzen der USA bei Ein- und Dreimonatsschritten. In diesen Féllen lie-
gen die nicht restringierten Schitzungen 4, deutlich iiber eins und mit 1,4881 < 4,. < 1,6623
relativ nah an der Schitzung 4, = 1,4999 von CHAN ET AL. (1992). Auch lehnt der J-Test
Modelle mit v, < 1 bei Einmonatsschritten und allen T-Bill-Sétzen als fehlspezifiziert ab.

Auf andere Schrittgréfsen und vor allem die deutschen Zinssétze treffen diese Aussagen so
nicht zu. Abgesehen von der sechsmonatigen Zinsstruktur bei Ein- und Dreimonatsschritten
betrigt bei allen anderen Zeitreihen die nicht restringierte Schitzung 4, < 1. Dementspre-
chend werden Modelle mit 7, < 1 nicht nur im J-Test, sondern auch im LR-Test gegen
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die Alternative des nicht restringierten Modells regelméfig nicht abgelehnt. Letzteres gilt
insbesondere fiir das Modell von Cox ET AL. (1985). Ursachen fiir diese Abweichungen sind
hochstwahrscheinlich die unterschiedlichen Zinssdtze und gréfseren Schrittgrofen sowie ggf.

die unterschiedlichen Zeitrdume und die andere Quotierung der Zinssétze.

Modellschiatzung

Die Modellschétzung erfolgt nach der in Kapitel 5.2.3.1 beschriebenen Vorgehensweise. Als
Gewichtungsmatrix wird i.d.R. Wy = Sﬁj\c verwendet. Lediglich bei Jahresschritten zum
Jahres- oder Halbjahresersten sind bei einem Teil der Zinssétze die geschitzten Funktions-
werte fuvom (vt, éT) fiir beide Gewichtungsmatrizen Wy = S'§U1 und Wp = Sﬁic sowie fast
alle schitzbaren Modelle seriell unkorreliert, so dass in diesen Fillen die Gewichtungsmatrix

Wr = S verwendet wird.

An dieser Stelle werden nur die Ergebnisse der Modellschétzungen fiir das nicht restringier-
te Modell diskutiert. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der Signifikanz und dem Wert der
geschitzten Parameter.

Untersucht man die Signifikanz der Parameter, so zeigt sich, dass bei einem Konfidenzniveau
von 5% nur in einem Fall alle Parameter signifikant sind (vgl. Tabellen 5.15 und 5.16).56
Bei einem Konfidenzniveau von 10% trifft dies auf lediglich sechs weitere Zinssétze und
Schrittgrofen zu, darunter die sechsmonatige Zinsstruktur deutscher Bundeswertpapiere fiir
verschiedene Schrittgrofen und die T-Bill-Sétze aller Laufzeiten bei Jahresschritten zum

Jahresersten.

In allen anderen Féllen sind entweder die Parameterschatzwerte fiir o, und S, nicht signifi-
kant oder die fiir o, bzw. ~,.. In Deutschland trifft ersteres i. d. R. auf Zeitreihen mit Monats-
und Dreimonatschritten, letzteres wegen der Insignifikanz von 4, auf Zeitreihen mit Jahres-
schritten zu. In den USA ist ersteres bei Monatsschritten, letzteres bei Dreimonatsschritten
und bei Jahresschritten zum Halbjahresersten der Fall — diesmal jedoch wegen fehlender

Signifikanz von &,..

Die fehlende Signifikanz eines Teils der Parameterschitzwerte legt nahe, dass u. U. ein Modell
mit weniger frei wihlbaren Parametern ausreicht, um die Zinsentwicklung zu modellieren.

Diese Vermutung wird im Modellvergleich bestétigt.

Vernachlissigt man die Signifikanz der Parameter und betrachtet nur ihren Wert (vgl. Ta-
belle 5.17), fallen zwei Punkte auf. Zum einen sind bei allen Zinssétzen und Schrittgrofen
die Schitzwerte fiir «, positiv und die fiir 5, negativ. Dies steht im Einklang mit einer

Mean-Reversion zu einem positiven langfristigen Zins von —«,/f5,. Zum anderen gibt es

56Fs wird auf a, <0, B, > 0, o < 0 und v = 0 getestet.
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Schitzwerte
{Standardfehler} [t-Werte] (p-Werte)

Schrittgréffe und Zinsmodell B Br & Y
Einmonatsschritte zum Monatsersten
0,0055 —0,1186 0,1034 0,6862
Dreimonatiger Geldmarktsatz 10,0044} {0,0963}  {0,0438}  {0,1429}
[0,9085] [—0,8405] [1,9173] [3,9782]
(0,1818)  (0,2003)  (0,0276)  (0,0001)
0,0367  —0,7600 1,6472 1,4383
Sechsmonatige Zinsstruktur {00148} {0,3448}  {1,3905}  {0,3223}
[2,5952] [—2,7911] [1,3710] [5,4994]
(0,0047)  (0,0026)  (0,0852)  (0,0000)
0,0027  —0,0839 0,1915 0,9518
Einjéhrige Zinsstruktur 10,0044} = {0,1057}  {0,0707}  {0,1241}
[0,4873] [—0,6942] [2,6978] [7,7752]

(0,3130)  (0,2438)  (0,0035)  (0,0000)

Dreimonatsschritte zum Quartalsersten

0,0092  —0,1852 0,1169 0,6659
Dreimonatiger Geldmarktsatz 10,0047} {0,1044}  {0,0637}  {0,1739}
[1,6083] [—1,4064] [2,6612] [5,3963]
(0,0539)  (0,0798)  (0,0039)  (0,0000)
0,0199 ~ —0,4335 0,5584 1,1275
Sechsmonatige Zinsstruktur 10,0100} = {0,2312}  {0,4268}  {0,3328}
[2,0783] [—2,7100] [1,5272] [3,6527]
(0,0188)  (0,0034)  (0,0633)  (0,0003)
0,0038 ~ —0,1053 0,0812 0,6145
Einjahrige Zinsstruktur {0,0044} {0,0973} {0,0378} {0,1520}
[0,6508] [—0,8099] [1,9919] [3,5571]

(0,2576)  (0,2090)  (0,0232)  (0,0004)

Jahresschritte zum 1. Januar

0,0153  —0,2836 0,0611 0,4158
Dreimonatiger Geldmarktsatz 10,0064} {0,1179}  {0,0488}  {0,2879}
[2,4080] [—2,4050] [1,2523] [1,4445]
(0,0080)  (0,0081)  (0,1052)  (0,1486)
0,0112 ~ —0,2357 0,0207 0,0517
Sechsmonatige Zinsstruktur 10,0060} {0,1029}  {0,0116}  {0,2061}
[1,8549] [—2,2899] [1,7861] [0,2511]
(0,0318)  (0,0110)  (0,0370)  (0,8017)
0,0079 ~ —0,1801 0,0415 0,3518
5
Einjahrige Zinsstruktur {0,0053} {0,1047} {0,0288} {0,2502}
[1,4917] [—1,7204] [1,4401] [1,4060]

(0,0679)  (0,0427)  (0,0749)  (0,1597)

Jahresschritte zum 1. Juli

0,0180  —0,3520 0,0388 0,1978
Dreimonatiger Geldmarktsatz 10,0054} {0,0964}  {0,0264} {0,249}
[2,5112] [—3,2559] [1,3074] [0,6526]
(0,0060)  (0,0006)  (0,0955)  (0,5140)
0,0125 ~ —0,2957 0,1258 0,6863
Sechsmonatige Zinsstruktur 10,0061} {0,1310}  {0,0874}  {0,2346}
[2,0534] [—2,2582] [1,4398] [2,9255]
(0,0200)  (0,0120)  (0,0750)  (0,0034)
0,0086  —0,2106 0,0511 0,4105
Einjahrige Zinsstruktur {0,0053} {0,1061} {0,0458} {0,2966}
[1,6266] [—1,9849] [1,1153] [1,3838]

(0,0519)  (0,0236)  (0,1324)  (0,1664)

Tabelle 5.15: CHAN ET AL. (1992)-Modellschétzungen fiir Deutschland
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Schitzwerte
{Standardfehler} [t-Werte] (p-Werte)

Schrittgréffe und Zinsmodell G Br & A
Einmonatsschritte zum Monatsersten
0,0082  —0,1677 1,0058 1,4881
Dreimonatiger T-Bill-Satz {0,0069}  {0,1699}  {0,6006}  {0,2234}
[1,1987] [—0,9959] [1,5433] [6,1790]
(0,1153)  (0,1597)  (0,0614)  (0,0000)
0,0077  —0,1499 1,2022 1,6007
Sechsmonatiger T-Bill-Satz {00079} {o0,1741}  {0,7911} {0,2513}
[1,2122] [—1,0913] [1,4001] [5,9142]
(0,1127)  (0,1376)  (0,0807)  (0,0000)
0,0074  —0,1433 1,0362 1,5621
Einjihriger T-Bill-Satz {0,0082} {0,1705} {0,6327} {0,2323}
[1,2471] [—1,1870] [1,4754] [6,1583]

(0,1062)  (0,1176)  (0,0701)  (0,0000)

Dreimonatsschritte zum Quartalsersten

0,0114  —0,2309 1,4844 1,5919
Dreimonatiger T-Bill-Satz 10,0086} {0,2085}  {0,9906}  {0,2532}
[2,3187] [—2,5069]  [1,2628]  [5,2426]
(0,0102)  (0,0061)  (0,1033)  (0,0000)
0,0114 ~— —0,2164 1,6138 1,6623
5
Sechsmonatiger T-Bill-Satz 10,0008} {0,2130}  {1,1992}  {0,2857}
[1,9690] [—2,2861]  [0,9957]  [4,4094]
(0,0245)  (0,0111)  (0,1597)  (0,0000)
0,0108 ~ —0,2038 1,3166 1,6039
Einjéhriger T-Bill-Satz {0,0099} {0,2040} {0,9708}  {0,2821}
[1,6048] [—1,7236]  [0,9330]  [4,0689]

(0,0543)  (0,0424)  (0,1754)  (0,0000)

Jahresschritte zum 1. Januar

0,0085  —0,1683 0,0658 0,4746
.
Dreimonatiger T-Bill-Satz {0,0043}  {0,0934} {0,0352} {0,1855}
[2,6038] [—2,2283]  [1,9307]  [2,7528]
(0,0046)  (0,0129)  (0,0268)  (0,0059)
0,0083 —0,1596 0,0491 0,3734
Sechsmonatiger T-Bill-Satz 10,0049} {0,0938}  {0,0286}  {0,2043}
[1,7074] [—1,6292] [2,3046] [2,4845]
(0,0439)  (0,0516)  (0,0106)  (0,0130)
0,0060 ~ —0,1364 0,0579 0,4693
Einjéhriger T-Bill-Satz {0,0052}  {0,0975} {0,0391} {0,2481}
[1,3174] [—1,3988]  [1,4823]  [1,8918]

(0,0938)  (0,0809)  (0,0691)  (0,0585)

Jahresschritte zum 1. Juli

0,0090  —0,1820 0,0560 0,4001
Dreimonatiger T-Bill-Satz 10,0037} {0,0824}  {0,0534}  {0,2816}
[2,4239] [—-2,2087]  [1,0497]  [1,4210]
(0,0077)  (0,0136)  (0,1469)  (0,1553)
0,0085  —0,1658 0,0748 0,5149
Sechsmonatiger T-Bill-Satz {0,0046} {0,0935} {0,0662} {0,2730}
[1,8576] [—1,7732]  [1,1302]  [1,8856]
(0,0316)  (0,0381)  (0,1292)  (0,0593)
0,0081  —0,1537 0,1386 0,7749
Einjihriger T-Bill-Satz {0,0052} {0,1051} {0,1090} {0,2619}
[1,6325] [—1,4624]  [1,2713]  [2,9588]

(0,0513)  (0,0718)  (0,1018)  (0,0031)

Tabelle 5.16: CHAN ET AL. (1992)-Modellschitzungen fiir die USA
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deutliche Unterschiede zwischen Deutschland und den USA (vgl. Tabelle 5.17).

Das langfristige, geschétzte Zinsniveau —é;./ B, héngt in den USA mit einem Wertebereich
von 4,91% bis 5,49% nur leicht, in Deutschland mit einem Wertebereich von 3,23% bis 5,39%
deutlich von dem betrachteten Zinssatz und der gewidhlten Schrittgrofe ab. Im ersten Fall
betriagt die maximale Differenz zwischen den langfristigen Niveaus verschiedener Zinssitze
bei identischer Schrittgrofe 56 Basispunkte oder 11,36%, im zweiten Fall 160 Basispunk-
te oder 49,54%. Die maximale Differenz fiir unterschiedliche Schrittgrofen und denselben
Zinssatz belauft sich auf 30 Basispunkte und 5,78% bzw. auf 116 Basispunkte und 50,00%.

Auch der Wertebereich der geschitzten Mean-Reversion-Geschwindigkeit — f, ist in den USA
deutlich kleiner als in Deutschland. In den USA werden erwartungsgeméf zwischen 13,64%
und 23,09% des Unterschieds zwischen dem langfristigen und aktuellen Zinsniveau pro Jahr
aufgeholt, in Deutschland zwischen 8,39% und 76,00%. Die grofe Spannweite kommt in
Deutschland durch die Werte bei Einmonatsschritten zustande. Bei Dreimonats- und Ein-
jahresschritten ist sie kleiner, aber immer noch deutlich grofer als im Fall der USA. Bei Ein-
jahresschritten fillt aufserdem auf, dass die Mean-Reversion-Geschwindigkeit in Deutschland

bei fast allen Zinssdtzen hoher ist als in den USA.

Fiir die Schitzwerte der halben, bedingten Varianzelastizitit und der bedingten Volatili-
tét, 4 bzw. &, zeigt sich in den USA ein deutlicher Zusammenhang zur Schrittgrofe. Bei
Einmonats- und Dreimonatsschritten liegt 4, zwischen 1,4881 und 1,6623 und damit sehr nah
an der urspriinglichen Schitzung von CHAN ET AL. (1992) von 4, = 1,4999. Bei Einjahres-
schritten ist 4, mit Werten von 0,3734 bis 0,7749 deutlicher niedriger und eher im Bereich
von v, = 0,5 wie bei COX ET AL. (1985) angesiedelt. Auch &, ist bei Einmonatsschritten
und insbesondere bei Dreimonatsschritten um ein Vielfaches hoher als bei Jahresschritten.

Ganz anders verhilt es sich fiir 4, und &, in Deutschland. Zum einen gibt es bei beiden
Parametern starke Unterschiede zwischen den verschiedenen Zinssitzen. Insbesondere die
Schitzwerte fiir die sechsmonatige Zinsstruktur weichen deutlich von denen der anderen

beiden Zinssétze ab, und zwar i.d. R. nach oben.

Zum anderen ist der Unterschied zwischen den Schrittgréfien weniger stark ausgeprigt als
in den USA. Zwar sind — wenn man von der sechsmonatigen Zinsstruktur absieht — auch in
Deutschland die Schétzwerte beider Parameter bei Einjahresschritten niedriger als die bei
Ein- und Dreimonatsschritten; doch sind bei letzteren die Schéitzwerte nicht so hoch wie im
Fall der USA. So ist der Schatzwert 4, fiir den dreimonatigen Geldmarktsatz und die ein-
jahrige Zinsstruktur stets kleiner eins und liegt damit deutlich unter der nicht restringierten
Schétzung von CHAN ET AL. (1992). Er ist eher mit v, = 0,5 bei COX ET AL. (1985) oder
v =1 bei DOTHAN (1978), RENDLEMAN & BARTTER (1980) und BRENNAN & SCHWARTZ
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(1980) vergleichbar.

Land, Schrittgréffe und Zinssatz G Br Gr Ar 7d7‘/Br

DEUTSCHLAND
Einmonatsschritte zum Monatsersten
Dreimonatiger Geldmarktsatz 0,0055 —0,1186 0,1034 0,6862 0,0468
Sechsmonatige Zinsstruktur 0,0367 —0,7600 1,6472 1,4383 0,0483
Einjihrige Zinsstruktur 0,0027 -0,0839 0,1915 0,9518 0,0323
" Dreimonatsschritte zum Quartalsersten
Dreimonatiger Geldmarktsatz 0,0092 —0,1852 0,1169 0,6659 0,0495
Sechsmonatige Zinsstruktur 0,0199 —-0,4335 0,5584 1,1275 0,0458
Einjihrige Zinsstruktur 0,0038 —0,1053 0,0812 0,6145 0,0364
" Jahresschritte zum 1. Januar
Dreimonatiger Geldmarktsatz 0,0153 —0,2836 0,0611 0,4158 0,0539
Sechsmonatige Zinsstruktur 0,0112 —0,2357 0,0207 0,0517 0,0475
Einjihrige Zinsstruktur 0,0079 -0,1801 0,0415 0,3518 0,0439

Jahresschritte zum 1. Juli
Dreimonatiger Geldmarktsatz 0,0180 —0,3520 0,0388 0,1978 0,0510

Sechsmonatige Zinsstruktur 0,0125 —0,2957  0,1258 0,6863 0,0424
Einjihrige Zinsstruktur 0,0086 —0,2106 0,0511 0,4105 0,0410
USA
Einmonatsschritte zum Monatsersten
Dreimonatiger T-Bill-Satz 0,0082 —0,1677 1,0058 1,4881 0,0491
Sechsmonatiger T-Bill-Satz 0,0077 —0,1499 1,2022 1,6007 0,0514
Einjihriger T-Bill-Satz 0,0074 —0,1433 1,0362 1,5621 0,0519
" Dreimonatsschritte zum Quartalsersten
Dreimonatiger T-Bill-Satz 0,0114 —-0,2309 1,4844 1,5919 0,0494
Sechsmonatiger T-Bill-Satz 0,0114 —0,2164 1,6138 1,6623 0,0525
Einjihriger T-Bill-Satz 0,0108 —0,2038 1,3166  1,6039 0,0530
" Jahresschritte zum 1. Januar T 7 T 77
Dreimonatiger T-Bill-Satz 0,0085 —0,1683  0,0658  0,4746 0,0504
Sechsmonatiger T-Bill-Satz 0,0083 —0,1596 0,0491 0,3734 0,0521
Einjihriger T-Bill-Satz 0,0069 —0,1364 0,0579  0,4693 0,0506
" Jahresschritte zum 1. Juli T T T T 7
Dreimonatiger T-Bill-Satz 0,0090 —0,1820 0,0560 0,4001 0,0493
Sechsmonatiger T-Bill-Satz 0,0085 —0,1658 0,0748 0,5149 0,0510
Einjihriger T-Bill-Satz 0,0084 -0,1537 0,1386  0,7749 0,0549

Tabelle 5.17: CHAN ET AL. (1992)-Modellschitzungen

Modellvergleich

Beim Modellvergleich mit J-Test, LR-Test und t-Werten zeigt sich, dass bei allen Zinssétzen
und Schrittgréfen ein oder mehrere Untermodelle von CHAN ET AL. (1992) fiir die Model-
lierung in Frage kommen. Der J-Test kann stets mehrere Untermodelle von CHAN ET AL.
(1992) nicht als fehlspezifiziert verwerfen. Beim LR-Test kann zumindest ein Teil dieser Mo-
delle nicht gegen das nicht restringierte Modell abgelehnt werden. Bei diesen Modellen sind
dann i.d.R. auch alle Parameterwerte bei einem Konfidenzniveau von 5% oder ggf. 10%
signifikant.
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Die Zinszeitreihen kénnen daher gut mit einem dieser Modelle modelliert werden. Dabei l4sst
sich folgendes Muster erkennen: Betrigt die nicht restringierte Schatzung 4, > 1, bieten sich

dazu Modelle mit ~,. > 1 an; gilt fiir die nicht restringierte Schitzung 4, < 1, werden Modelle
mit vy, <1 préferiert (vgl. Tabelle 5.18).

Ersteres ist bei Ein- und Dreimonatsschritten und der sechsmonatigen Zinsstruktur in
Deutschland bzw. allen Zinssdtzen in den USA der Fall. In Deutschland werden dann das
Modell von BRENNAN & SCHWARTZ (1980), in den USA vor allem die Modelle von Cox
ET AL. (1980), BRENNAN & SCHWARTZ (1980) und DOTHAN (1978) préferiert. Letzteres,
d.h. 4, < 1, trifft auf alle verbleibenden Zinssétze und Schrittgréfsen zu. In all diesen Féllen
kommt CoX ET AL. (1985) in Frage; als Alternative bieten sich meist DOTHAN (1978)
und VASICEK (1977) sowie in Einzelfillen RENDLEMAN & BARTTER (1980), BRENNAN &
SCHWARTZ (1980) und MERTON (1973) an.

Bei nicht allen dieser Modellen konnen die adjustierten Residuen als weifles Rauschen an-
gesehen werden. Um Scheinregressionen zu vermeiden, wird bei den Abhangigkeitsanalysen
daher nur ein Teil der Zinssdtze und Schrittgrofen weitergehend untersucht. Insbesondere
fallen alle Zeitreihen mit Einmonats- und Dreimonatsschritten weg. Bei den verbleibenden
wird das jeweils am besten passende Modell herangezogen. Dies ist i.d.R. das von Cox
ET AL. (1985); nur im Fall des einjihrigen T-Bill-Satzes bei Jahresschritten zum Halbjah-
resersten wird das Modell von DOTHAN (1978) verwendet. Die Ergebnisse der verwendeten

Modellschétzungen sind in Tabelle 5.19 zusammengefasst.

Bei allen verwendeten Modellen sind die Parameterschitzwerte bei einem Konfidenzniveau
von 10% signifikant (vgl. Tabellen 5.20 und 5.21).>” Bei einem Konfidenzniveau von 5%
trifft dies auf alle Zinssétze und Schrittgréfien aufler die einjéhrige Zinsstruktur und den
einjéhrigen T-Bill-Satz mit Stichtag 1. Januar zu.

Dariiber hinaus sind die adjustierten Residuen aller verwendeten Modelle weifses Gaufi’sches
Rauschen mit einer Stichprobenvarianz von niaherungsweise eins (vgl. Tabellen 5.22 und
5.23): Der erweiterte Dickey-Fuller-Test verwirft die Nullhypothese einer Einheitswurzel bei
einem Konfidenzniveau von 5% und héufig sogar von 1%; der KPSS-Test und Ahamadas
Test konnen die Stationaritatshypothese bei einem Konfidenzniveau von 5% meist nicht bzw.
nie ablehnen. Die Nullhypothese fehlender Autokorrelation bzw. der Normalverteilung lehnt
der Ljung-Box- bzw. der Jarque-Bera-Test bei keinem Modell ab. Die Stichprobenvarianz
betrégt vor allem im Vergleich zu den Stichprobenvarianzen der nicht verwendeten Modelle

niherungsweise eins.

57Es wird auf o, <0, B > 0, o < 0 bzw. v, = 0 getestet.
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Schrittgréfe und Zinssatz Priferierte Modelle

DEUTSCHLAND

Einmonatsschritte zum Monatsersten

Dreimonatiger Geldmarktsatz  Cox ET AL. (1985), DoTHAN (1978)
Sechsmonatige Zinsstruktur BrENNAN & ScuwARTZ (1980)

Einjéhrige Zinsstruktur DoTHaN (1978)

Dreimonatsschritte zum Quartalsersten

Dreimonatiger Geldmarktsatz  Cox ET AL. (1985), DoTHAN (1978)
Sechsmonatige Zinsstruktur BRrRENNAN & ScuHwARTZ (1980)
Einjihrige Zinsstruktur DoTHaN (1978), Cox ET AL. (1985)

Jahresschritte zum 1. Januar

Dreimonatiger Geldmarktsatz  Cox ET AL. (1985), Vasi¢Ek (1977), DoTHAaN (1978)
Sechsmonatige Zinsstruktur VasiCek (1977), Cox ET aL. (1985), RENDLEMAN & BARTTER (1980)
Einjdhrige Zinsstruktur Cox ET AL. {1985), Vasi¢Ek (1977), DoTHAaN (1978)

Jahresschritte zum 1. Juli

Dreimonatiger Geldmarktsatz  Vasicek (1977), Cox ET aL. (1985), BRENNAN & ScHWARTZ (1980)

Sechsmonatige Zinsstruktur Cox ET AL. (1985), DoTHAN (1978), VasiCEK (1977)
Einjéhrige Zinsstruktur Cox ET AL. (1985), Vasi¢ek (1977), DoTHAN (1978)
USA
Einmonatsschritte zum Monatsersten
Dreimonatiger T-Bill-Satz Cox ET AL. (1980), BRENNAN & ScHwARTZ (1980)
Sechsmonatiger T-Bill-Satz Cox ET AL. (1980), DoTHAN (1978)
Einjihriger T-Bill-Satz Cox ET AL. (1980), DoTHAN (1978)
" Dreimonatsschritte zum Quartalsersten 0
Dreimonatiger T-Bill-Satz Cox ET AL. (1980), BRENNAN & ScHwARTZ (1980)
Sechsmonatiger T-Bill-Satz Cox ET AL. (1980), DoTHAN (1978), Cox ET AL. (1985)
Einjihriger T-Bill-Satz Cox ET AL. (1980), DoTHAN (1978)
" Jahresschritte zum 1. Januar oo
Dreimonatiger T-Bill-Satz Cox ET AL. (1985)
Sechsmonatiger T-Bill-Satz Cox ET AL. (1985)
Einjihriger T-Bill-Satz Cox ET AL. (1985), DoTHAN (1978), MERTON (1973)
" Jahresschritte zum 1. Juli oo
Dreimonatiger T-Bill-Satz Cox ET AL. (1985), VasiCEK (1977)
Sechsmonatiger T-Bill-Satz Cox ET AL. (1985), DoTHAN (1978), VAsIGEK (1977)
Einjihriger T-Bill-Satz DotHaN (1978), Cox ET AL. (1985), VasiCex (1977)

Tabelle 5.18: Ergebnisse der Zinsmodellvergleiche fiir die USA
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5.3 Ergebnisse der Abhingigkeitsanalysen

Nachdem die Modelle fiir die Entwicklung der Sterblichkeitsindizes, der Aktienindizes und
der Kassazinsen geschitzt sind, kénnen ihre Residuen auf multivariate Normalverteilung

getestet und ihre Korrelation bestimmt werden.

Es werden Lags von minus fiinf bis plus fiinf untersucht, wobei ein positives bzw. negati-
ves Lag impliziere, dass die Sterblichkeitsresiduen aus einem Jahr vor bzw. nach dem der
Aktien- und Zinsresiduen stammen. Beim Zusammenhang zwischen Sterblichkeit und Ak-
tien bzw. zwischen Sterblichkeit und Zinsen zum Stichtag 1. Januar sind die Lag-Angaben

der Messungen dabei gedanklich um ein halbes Jahr zu reduzieren.?®

Die verwendeten Residuenzeitreihen stammen aus den in Kapitel 5.2 durchgefiithrten Mo-
dellschitzungen. Fiir die Sterblichkeit wurde dort das Modell von LEE & CARTER (1992)
in der Erweiterung von BROUHNS ET AL. (2002) geschétzt. Die verwendeten Zeitrdume sind
in Tabelle 5.1, die Schitzergebnisse in Tabelle 5.6 aufgefiihrt. Fiir die Aktienindizes wurden
Zeitreihenanalysen durchgefiihrt; die Schétzergebnisse der resultierenden ARIMA(0,1,0)-
Modelle finden sich in Tabelle 5.11. Die Zinsmodelle wurden nach dem Ansatz von CHAN
ET AL. (1992) geschétzt und unter Beriicksichtigung ihrer Residuenverteilung fiir die Abhén-
gigkeitsanalysen ausgewdhlt. Die verwendeten Modelle — in den meisten Féllen das Modell
von COX ET AL. (1985) — sind in Tabellen 5.20 und 5.21 dargestellt.

5.3.1 Vorgehen

Die Analysen werden zunichst fiir den ldngstmoglichen Zeitraum durchgefithrt und dann
fiir alle Subzeitrdume von mindestens 20 Jahren wiederholt. Die Sterblichkeits-, Aktien-
und Zinsmodelle werden dazu nicht neu geschitzt; statt dessen werden Teile der fiir den

jeweils langstmoglichen Zeitraum ermittelten Residuenzeitreihe verwendet.

Zur Uberpriifung der Normalverteilungshypothese wird Test von MARDIA (1985) auf je-
weils ein Paar von Sterblichkeits- und Aktien- bzw. Zinsresiduenzeitreihen angewandt. Er
ist in ,R* in der Funktion ,mardia“ hinterlegt. Der Test verwendet zwei, auf der multiva-
riaten Schiefe bzw. Kurtosis basierende Teststatistiken. Diese sind unter der Nullhypothese
einer multivariaten Normalverteilung Chi-Quadrat- bzw. standardnormalverteilt. Sofern die
Nullhypothese fiir mindestens eine der beiden Teststatistiken abgelehnt wird, kénnen die

untersuchten Zeitreihen nicht als multivariat normalverteilt angesehen werden und damit

58Dies liegt daran, dass der Sterblichkeitsindex zunéchst iiber den Zeitraum eines Kalenderjahrs geschétzt
wird und der den Zeitreihenmodellen zugrunde gelegte Schétzwert daher ndherungsweise dem Zeitpunkt
1. Juli entsprechen sollte. Dieser Stichtag liegt ein halbes Jahr nach dem Jahreswechsel, der als Stichtag fiir
die Aktienmodelle und fiir die Zinsmodelle mit Stichtag 1. Januar dient.
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nicht zwingend von ihrer Unkorreliertheit auf ihre Unabhingigkeit geschlossen werden. Bei

multivariat normalverteilten Zufallsvariablen ist dies moglich (CHHETRY ET AL., 1986).

Als Korrelation wird Pearsons Korrelationskoeffizient bestimmt und mit Hilfe eines t-Tests
auf Signifikanz untersucht (vgl. BRONSTEIN ET AL., 2008, S. 845). Beides erfolgt mit Hilfe der
Funktion ,cor.test” in ,R*. Der t-Test ist nur aussagekréftig, wenn die Residuen annihernd
bivariat normalverteilt sind. Er wird daher nur auf diejenigen Zeitreihenpaare angewandt,

bei denen Mardias Test nicht abgelehnt wird.
Die Beurteilung der Signifikanz muss vor dem Hintergrund der Hypothesen aus Kapitel 4.1

erfolgen. Aufgrund des Vorgehens ist dabei nur ein Teil der Hypothesen relevant.

Zum einen sollten nur Abhéngigkeiten von Langlebigkeitsrisiken in Betracht gezogen werden.
Bei kurzfristigen Sterblichkeitsrisiken hétten die Zeitreihenmodelle voriibergehende Spriinge

in der Sterblichkeit erlauben und deutlich ldngere Zeitrdume verwendet werden sollen.

Zum anderen sollten, da die Zeitreihen- und Korrelationsanalysen auf Sterblichkeitsdaten
statt auf Preisen von Sterblichkeitsderivaten basieren, nur Abh#ngigkeiten beachtet wer-
den, die nicht erst durch den Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos entstehen. Folglich sind
bei den empirischen Untersuchungen neben eventuellen Abhingigkeiten der Diffusionspro-
zesse nur Abhingigkeiten der Marktpreise der Finanzmarktrisiken von der Sterblichkeit von

Bedeutung.

Die relevanten Hypothesen lassen sich in Abhéngigkeit des Lags wie folgt zusammenfassen
(vgl. auch Tabellen 4.1 und 4.2).

Bei einer negativen Zeitverzégerung, bei der die Sterblichkeit, definitionsgeméf auf den oder
nach dem Finanzmarkt reagiert, sollte die Abhéngigkeit zwischen Sterblichkeit und Ak-
tienrenditen bzw. Zinsen langfristig eher negativ, kurzfristig jedoch positiv sein. Fiir den
kurzfristigen Effekt sprechen der beispielsweise von RUHM (2000), NEUMAYER (2004) und
GERDTHAM & RunM (2006) nachgewiesene, kurzfristig positive Zusammenhang zwischen
Wirtschaftslage und Sterblichkeit, fiir den langfristigen Effekt hingegen z.B. die Untersu-
chungen von BRENNER (2005), nach denen niedrige Arbeitslosigkeit und hohes Wirtschafts-

wachstum die Sterblichkeit einer Bevolkerung mittel- bis langfristig reduzieren.

Ohne bzw. bei nur sehr geringer Zeitverzigerung kann eine Abhéngigkeit zwischen Sterb-
lichkeit und dem Finanzmarkt durch eine sterblichkeitsinduzierte Verschiebung der Alters-
struktur entstehen. Die Argumentation geht auf die Lebenszyklustheorie des Sparens von
MODIGLIANI & BRUMBERG (1954) bzw. auf die der Risikoaversitat (vgl. BAKsHI & CHEN,
1994) zuriick, nach denen dltere Menschen ihr Vermogen entsparen bzw. risikoaverser in-
vestieren als jiingere Menschen. Eine Verschiebung der Altersstruktur sollte daher ceteris

paribus eine Verschiebung zwischen Sparern und Entsparern und zwischen Aktien und An-
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leihen bewirken.?® Der Zusammenhang zwischen Sterblichkeit und Aktien sollte durch beide
Effekte positiv, der zwischen Sterblichkeit und Zinsen durch ersteren negativ und durch
letzteren positiv sein. Bei Zinsen bleibt der Gesamteffekt also unklar.

Bei einer positiven Zeitverzdgerung, bei der der Finanzmarkt auf die oder nach der Sterb-
lichkeit reagiert, kann eine Abh#ngigkeit durch eine Anpassung der Lebenserwartung nach
Zeiten unerwartet niedriger (hoher) Sterblichkeit entstehen. Auch hier sind zwei Effekte zu
unterscheiden. Zum einen sollte eine vergleichsweise hohe (niedrige) Lebenserwartung cete-
ris paribus den Vorsorgebedarf der arbeitenden Bevolkerung sowie die Notwendigkeit einer
langsamen Vermogensdekumulation der Rentner erhdhen (verringern) und so die Gesamt-
ersparnis steigern (reduzieren). Zum anderen sollte sie den Investitionshorizont verldngern
(verkiirzen), so dass die individuelle Risikoaversion niedriger (hoher) ausfallen sollte als er-
wartet und sich die Nachfrage unerwartet von Anleihen zu Aktien (Aktien zu Anleihen)
verschieben sollte.®® Der Zusammenhang zwischen Sterblichkeit und Aktien sollte durch
beide Effekte negativ, der zwischen Sterblichkeit und Zinsen im ersten Fall positiv und im

zweiten negativ sein. Der Gesamteffekt bei Zinsen bleibt damit unklar.

Vor dem Hintergrund dieser Hypothesen werden die zuvor beschriebenen Abhéngigkeitsana-
lysen bei Konfidenzniveaus von 5% und 10% durchgefiihrt. Dabei werden nicht nur das Vor-
zeichen und die Signifikanz des Zusammenhangs, sondern auch seine Stabilitit im Zeitablauf
und Ubereinstimmungen oder Unterschiede zwischen verschiedenen Lindern, Geschlechter-

spezifikationen und Aktienindizes bzw. Zinssitzen beachtet.

In allen Féllen wird die Nullhypothese des t-Tests so gewéahlt, dass sie der Hypothese zum
Zusammenhang entgegengesetzt ist. Bei einer vermuteten positiven (negativen) Abhéngig-
keit wird mit einem rechtsseitigen (linksseitigen) t-Test also auf eine nicht positive (nicht
negative) Korrelation getestet. Gibt es keine gerichtete Hypothese zum Zusammenhang, wird
mit einem zweiseitigen Test auf eine Korrelation von null getestet. Immer wenn die Null-
hypothese des t-Tests abgelehnt wird, kann man von einer der Vermutung entsprechenden,

signifikanten Korrelation ausgehen.

Zur Untersuchung des Zusammenhangs zwischen Sterblichkeit und Aktien werden daher
folgende t-Tests durchgefiihrt (vgl. Abbildung 5.11):

Negative Zeitverzogerung. Geméif den Hypothesen sollte der Zusammenhang zwischen
Sterblichkeit und Aktienkursen bei einer negativen Zeitverzogerung kurzfristig positiv,

59Die Argumentation setzt jedoch voraus, dass dltere Menschen tatsichlich entsparen bzw. den Aktienan-
teil ihres Portfolios reduzieren. Verschiedene empirische Untersuchungen bezweifeln dies (vgl. Kapitel 4.1.1.1,
S.551., und Kapitel 4.1.1.2, S. 63 1T.).

60Das positive Lag kommt hier dadurch zustande, dass Individuen oder Lebensversicherer erst auf die
Abweichungen der Sterblichkeit reagieren und Lebenserwartung sowie Investitionen anpassen miissen.
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mittel- bis langfristig jedoch negativ sein. Fiir Lags von minus fiinf bis minus drei
wird daher ein linksseitiger, fiir Lags von minus zwei bis null ein rechtsseitiger t-Test
durchgefiihrt. Das Lag von null wird untersucht, da die Lag-Angaben der Messungen
aufgrund des gewdhlten Vorgehens gedanklich um ein halbes Jahr zu reduzieren sind,

also auch hier de facto eine leicht negative Zeitverzégerung vorliegt.

Keine oder sehr geringe Zeitverzégerung. Der nicht zeitverzogerte Zusammenhang
zwischen Sterblichkeit und Aktienkursen sollte den Hypothesen zufolge positiv sein.
Daher wird ein rechtsseitiger t-Test durchgefiihrt. Da die Lag-Angaben der Messungen
gedanklich um ein halbes Jahr zu reduzieren sind und nach der zugrunde liegenden
Hypothese der Finanzmarkt durch die Sterblichkeit beeinflusst wird, also nicht vor ihr

agieren kann, muss ein Lag von eins statt von null betrachtet werden.

Positive Zeitverzogerung. Bei einer positiven Zeitverzogerung sollte der Zusammenhang
zwischen Sterblichkeit und Aktienkursen negativ sein. Daher wird fiir Lags von eins bis

fiinf ein linksseitiger Test durchgefiihrt. Das Lag von eins wird also zweimal untersucht.

Der Zusammenhang zwischen den Sterblichkeit und Zinsen hingegen wird mit folgenden
t-Tests auf Signifikanz untersucht (vgl. Abbildung 5.11):

Negative Zeitverzogerung. Wie der Zusammenhang zwischen Sterblichkeit und Aktien
sollte auch derjenige zwischen Sterblichkeit und Zinsen bei einer negativen Zeitver-
zogerung kurzfristig positiv, mittel- bis langfristig jedoch negativ sein. Fiir Lags von
minus fiinf bis minus drei wird daher ein linksseitiger, fiir Lags von minus zwei und
minus eins ein rechtsseitiger t-Test durchgefiihrt. Beim Zinsmodellstichtag des 1. Ja-
nuar wird zusétzlich ein Lag von null mit einem rechtsseitigen Test untersucht, da die
Lag-Angaben der Messungen hier gedanklich um ein halbes Jahr zu reduzieren sind

und demnach auch hier de facto eine leicht negative Zeitverzégerung vorliegt.

Keine oder sehr geringe Zeitverzégerung. Zum nicht zeitverzogerten Zusammenhang
zwischen Sterblichkeit und Zinsen ist aufgrund gegenldufiger Effekte keine gerichtete

Hypothese moglich. Daher muss ein zweiseitiger t-Test durchgefiihrt werden.

Bei der Wahl des Lags muss auch hier beachtet werden, dass beim Zinsmodellstichtag
des 1. Januar die Lag-Angaben der Messungen gedanklich um ein halbes Jahr zu
reduzieren sind. Da nach der zugrunde liegenden Hypothese der Finanzmarkt durch
die Sterblichkeit beeinflusst wird und deshalb nicht vor ihr agieren kann, muss daher
beim Stichtag des 1. Januar ein Lag von eins statt von null betrachtet werden. Beim

Stichtag des 1. Juli hingegen wird ein Lag von null untersucht.
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Positive Zeitverzogerung. Auch bei einer positiven Zeitverzégerung ist keine gerichtete
Hypothese mdglich, sodass auch hier der zweiseitige t-Test verwendet werden muss. Er
wird bei beiden Stichtagen fiir Lags von eins bis fiinf durchgefiihrt.

Korrelationshypothese

Aktien

[ Negative Zeitverztgerung
-Keine/sehr geringe Zeitverzogerung
[ Positive Zeitverzogerung

-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5
Lag

Lo Zinsen zum Stichtag 1. Januar Lo Zinsen zum Stichtag 1. Juli

-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 -5-4-3-2-10 1 2 3 4 5
Lag Lag

Abbildung 5.11: Korrelationshypothesen zwischen Sterblichkeit und Aktien bzw. Zinsen nach
Zinsmodellstichtagen und Lags

5.3.2 Ergebnisse nach Lags

Abhéngigkeiten zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt finden sich bei beiden Landern
und bei der Verwendung von sowohl Aktien- als auch Zinsdaten (fiir die Ergebnisse von
Mardias Test vgl. Kapitel 5.3.3 und 5.3.4). In allen Féllen bestehen sie bei nur wenigen
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und betragsméifig eher niedrigen Lags. Genauer lassen sich die untersuchten Lags in drei

Gruppen einteilen.

Bei der ersten Gruppe sind die fiir das jeweilige Land und die jeweilige Finanzmarktgrofie
gemessenen Korrelationen bei allen Geschlechterspezifikationen sowie allen Aktienindizes
bzw. Zinsséitzen fiir keinen oder nur sehr wenige der analysierten Zeitrdume signifikant.
Schon auf den ersten Blick zeigt sich hier eine Unabhéngigkeit zwischen Sterblichkeit und
dem Finanzmarkt. Sowohl in Deutschland als auch in den USA und sowohl bei Aktien als

auch bei Zinsen trifft dies auf die Mehrheit der Lags zu.

Bei der zweiten Gruppe verwirft der entsprechend der Hypothesen ausgewihlte t-Test seine
Nullhypothese zwar bei einzelnen oder mehreren Zeitreihenpaaren fiir einen teils beacht-
lichen Teil der analysierten Zeitraume. Allerdings ist der Zusammenhang bei diesen Lags
entweder durch bestimmte Start- oder Endjahre verursacht oder er besteht nur fiir einen
sehr kleinen Teil der Zeitreihenpaare oder Zeitrdume. Hier kann man daher nur schwer von
einer konsistenten und dauerhaft signifikanten Abhéngigkeit sprechen und sollte vielmehr
von einer Unabhéngigkeit zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt ausgehen. In den
USA tritt dieser Fall vor allem bei den Sterblichkeits- und Aktienresiduen (Lags minus fiinf,
minus eins, null und eins), in Deutschland bei den Sterblichkeits- und Zinsresiduen auf (Lags
zwei und drei beim Stichtag 1. Juli).

Bei der dritten Gruppe sind die fiir das jeweilige Land und die jeweilige Finanzmarkt-
grofe gemessenen Korrelationen bei allen Geschlechterspezifikationen fiir die meisten der
untersuchten Aktienindizes bzw. Zinssitze sowie fiir einen grofien Teil der untersuchten
Zeitrdume signifikant. Die Sterblichkeits- und Aktien- bzw. Zinsresiduen sollten daher in
diesen Féllen als abhangig gelten. Dies trifft bei Aktien auf das Lag von zwei und bei Zinsen
auf die Lags von minus zwei, minus eins, eins und drei zu, wenngleich nicht immer auf beide
Zinsmodellstichtage und nicht immer auf beide Lénder. Das Risiko einer durch einen Trend

oder Heteroskedastizitéit verursachten Scheinregression besteht dabei nicht.5*

Dass sich signifikante Abhéngigkeiten bei nur wenigen und betragsméfig eher niedrigen

Lags finden lassen, ist nicht {iberraschend.

Bei stark negativer Zeitverzdgerung wird ein Zusammenhang vor allem durch den lang-

fristigen, negativen Einfluss der Wirtschaftslage auf die Sterblichkeit vermutet. Wenn eine

617Zum einen beruhen die Abhingigkeitsanalysen auf Modellresiduen, die sich in verschiedenen Tests als
stationdr erweisen. Zum anderen legt gerade die Tatsache, dass die Korrelationen nur bei wenigen Lags
signifikant sind, nahe, dass die Signifikanz nicht durch einen Trend oder Heteroskedastizitdt verursacht sein
kann; denn letztere sollten auch bei anderen Lags bestehen bleiben und zu einer Ablehnung des jeweiligen
t-Tests fiihren.
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unerwartet gute (schlechte) Wirtschaftsentwicklung die Sterblichkeitsresiduen jedoch nicht
nur einmalig, sondern {iber mehrere Jahre verringert (erhoht), konnte dies nur schwer bei
den durchgefiihrten Abhéngigkeitsanalysen entdeckt werden. Auch kénnte sich der Einfluss
der Wirtschaftsentwicklung auf die Sterblichkeit erst nach einem Zeitraum von mehr als fiinf

Jahren duflern.

Ohne bzw. bei nur sehr geringer Zeitverzégerung konnte eine sterblichkeitsinduzierte Ver-
schiebung der Altersstruktur eine Abhéingigkeit verursachen. Nach der Lebenszyklustheorie
des Sparens von MODIGLIANI & BRUMBERG (1954) bzw. nach der Lebenszyklustheorie der
Risikoaversitat (vgl. BAKsHI & CHEN, 1994) sollten namlich dltere Menschen ihr Vermdégen
entsparen bzw. risikoaverser investieren als jlingere Menschen. Diese Argumentation setzt
jedoch voraus, dass dltere Menschen dies tatséchlich tun und den Aktienanteil ihres Portfo-
lios reduzieren. Verschiedene empirische Untersuchungen ziehen genau dies in Zweifel (vgl.
Kapitel 4.1.1, S.55ff. und S.63ff.). Bei Zinsen wirken zudem der Effekt der Ersparnis und

derjenige der Risikoaversitéit in entgegengesetzte Richtungen.

Bei positiver Zeitverzégerung kann eine Abhéngigkeit durch Nachfragednderungen am Fi-
nanzmarkt oder durch Anderungen der Marktpreise des Finanzmarktrisikos nach unerwar-
teten Sterblichkeitsentwicklungen entstehen. Die Anpassung der Finanzmarktpreise sollte
einmalig und zeitnah nach Bekanntwerden der unerwarteten Sterblichkeitsentwicklung bzw.
bei Anderung der Marktpreise des Risikos erfolgen. Hier sind Abhingigkeiten daher nur
fiir einzelne Lags zu erwarten. Bei Zinsen kdnnten aufferdem gegenldufige Effekte einander

aufheben.

Im Einklang mit diesen Uberlegungen finden sich Abhiingigkeiten nur bei leicht negativen

sowie bei einzelnen positiven Lags.

5.3.3 Ergebnisse fiir Sterblichkeit und Aktien

Bei fast allen untersuchten Aktienindizes, Sterblichkeitsindizes und Lags kann Mardias Test
die Nullhypothese einer bivariaten Normalverteilung der Modellresiduen bei einem Konfi-
denzniveau von 5% und meist sogar von deutlich iiber 10% nicht ablehnen. Dies gilt sowohl
fiir den jeweils ldngstmoglichen Zeitraum als auch — in etwas geringerem Mafe — fiir Sub-

zeitrdume von mindestes 20 Jahren (vgl. Tabellen A.1 bzw. A.2 in Anhang A.1).

Im Allgemeinen sind daher der t-Test anwendbar und nicht nur der Schluss von Korre-
liertheit auf Abhéngigkeit, sondern auch derjenige von Unkorreliertheit auf Unabhéngigkeit
moglich. Zur Untersuchung der Signifikanz werden die in Kapitel 5.3.1 beschriebenen und
entsprechend der Hypothesen ausgew#hlten t-Tests durchgefiihrt. Eine detailliertere Dis-
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kussion und tabellarische Zusammenfassung der Ergebnisse findet sich in Anhang A.1.

Den Hypothesen entsprechende und dauerhaft signifikante Korrelationen werden nur bei ei-
nem Lag von zwei, also einer Zeitverzogerung von eineinhalb Jahren, gemessen. In den USA
trifft dies bei allen Sterblichkeitsindizes und den meisten Aktienindizes auf einen grofsen Teil
der analysierten Zeitrdume zu (vgl. beispielhaft Abbildung 5.12), in Deutschland bestehen
Einschrankungen bei jingeren Endjahren (vgl. Anhang A.1.1 und beispielhaft Abbildung
5.13).

Fiir den jeweils ldngstmoglichen Zeitraum liegen die bei einem Konfidenzniveau von 10%
bzw. 5% signifikanten Korrelationen in den USA zwischen —0,2146 bzw. —0,2792 und
—0,4035 und in Deutschland zwischen —0,2584 bzw. —0,2767 und —0,2860. Bei kiirzeren

Zeitrdumen weisen sie eine hohere Streuung auf und sind tendenziell stirker negativ.

Die gefundene, negative Abhangigkeit passt zu den Hypothesen, dass eine Anpassung der Le-
benserwartung nach Zeiten unerwartet niedriger (hoher) Sterblichkeit die Gesamtersparnis
steigere (verringere) und die Risikoaversitit aufgrund des langeren (kiirzeren) Investmentho-
rizonts verringere (erhohe). Insofern deckt sie sich mit den Ergebnissen von L1 ET AL. (2007),
die mit einem ganzlich anderen Ansatz sowohl modelltheoretisch als auch empirisch einen
positiven Effekt von Lebenserwartung auf Ersparnis nachweisen.

Dass die Abhéngigkeit bei einer Zeitverzdgerung von eineinhalb Jahren und nicht bei anderen
tbpositiven Lags auftritt, lasst sich wie folgt erklaren. Einerseits ist eine baldige Anpassung
der Investitionsentscheidung sinnvoll; andererseits miissen die Investoren erst von der uner-
warteten Sterblichkeitsentwicklung Kenntnis nehmen und ihre Investitionen anpassen. Uber
entsprechende Informationen sollten Lebensversicherer nach Ende eines jeden Kalenderjah-
res verfiigen. Der Allgemeinheit sind sie spatestens mit der Verdffentlichung von Sterbetafeln
zugdnglich. Dies kann zwar ldnger als ein Jahr dauern, doch verdffentlichen die nationalen
Statistikimter bereits nach maximal 15 Monaten weniger detaillierte Statistiken, die eine
erste Indikation fiir die Entwicklung von Sterblichkeit und Lebenserwartung liefern.®? Beide

Uberlegungen zusammen passen zu einer Zeitverzogerung von eineinhalb Jahren.

Ein ebenso wichtiges Ergebnis wie die gefundene Abhéngigkeit bei einem Lag von zwei ist
die Unabhingigkeit der Aktien- und Sterblichkeitsresiduen bei nicht positiven Lags.%

62In Deutschland gehéren dazu beispielsweise die Sterberate der Gesamtbevolkerung und die verblei-
bende, geschlechtsspezifische Lebenserwartung einzelner Altersgruppen, die das statistische Bundesamt auf
seiner Website zur Verfiigung stellt. In den USA veroffentlicht das Center for Disease Control vorldufige
Todeszahlen, Sterberaten und verbleibende Lebenserwartungen, und zwar jeweils getrennt nach Geschlecht,
Altersgruppe und ethnischer Herkunft.

63Zwar wird in den USA auch bei Lags von minus fiinf, minus eins, null und eins die Nullhypothese des
jeweils gewéhlten t-Tests bei einzelnen oder mehreren Sterblichkeits- und Aktienindizes bei einem durchaus
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Werte im Zeitverlauf

Korrelationskoeffizient Linksseitiger p-Wert

<

s..;.m KT
. 4

0,0
-0,2

R

0,4
s 1985
L7y
1995 2005 1965975
Endjahr Startjahr Endjahr Startjahr
—-0,4 -0,2 0,2 0,4

p-Wert p-Wert

Werte in Abhéngigkeit der Zeitreihenlinge

Korrelationskoeffizient Linksseitiger p-Wert
00 [T 1 1 1 T T 0’5 | — T 1 1 1 ]
) I a
I 1 °
] 074jra’.. )
8 0,3 ,.%.. |
) I °
| oL
01} & gl |
o6t ] 00 | e |
20 25 30 35 40 45 20 25 30 35 40 45
Linge der Zeitreihe [Jahre] Liange der Zeitreihe [Jahre]
1970 1980 1970 1980
Startjahr Startjahr

Abbildung 5.12: Korrelationsanalysen fiir den Kursindex des S&P 500 und die Sterblichkeit
von Mannern und Frauen bei einem Lag von 2
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Bei einer stark negativen Zeitverzdgerung kann die fehlgeschlagene Messung eines signifi-
kanten Zusammenhangs ggf. mit einem sehr spiten und/oder nur allmahlichen Einfluss der
Wirtschaftslage auf die Sterblichkeit erklart werden.

Bei fehlender oder sehr geringer Zeitverzogerung deckt sich die gefundene Unabhingigkeit
mit den Ergebnissen derjenigen Studien, die den nach der Lebenszyklustheorie des Sparens
und der Risikoaversitit vermuteten Zusammenhang zwischen Alter und Vermogensdekumu-
lation bzw. Risikoaversitéit nicht nachweisen kénnen (vgl. Kapitel 4.1.1, S. 55ff. und S. 63 ff.).

Bei einer nur leicht negativen Zeitverzogerung hingegen ist das Fehlen eines signifikanten Zu-
sammenhangs zumindest insofern iiberraschend, als dass beispielsweise NEUMAYER (2004)
und RUuHM (2000) fiir Deutschland bzw. die USA einen kurzfristigen, positiven Zusammen-
hang zwischen der Wirtschaftsentwicklung und der Sterblichkeit nachweisen. Dass sich dieser
Zusammenhang in den Ergebnissen der vorliegenden Arbeit nicht wiederfindet, kdnnte an

der verwendeten Wirtschaftsgrofie liegen.

So basieren die Analysen von RUHM (2000) und NEUMAYER (2004) ebenso wie dhnliche Un-
tersuchungen von GERDTHAM & RUHM (2006) auf der Arbeitslosenquote. Im Gegensatz zu
Finanzmarktrenditen handelt es sich dabei um einen Spatindikator der Wirtschaftsentwick-
lung. Der Tatsache, dass der Finanzmarkt der Wirtschaft und Arbeitslosigkeit vorauseilt,
wird in den Analysen zwar durch eine Zeitverzogerung von bis zu zweieinhalb Jahren Rech-
nung getragen. Allerdings ist fraglich, ob der Aktienmarkt ihre Entwicklung stets mit dem
gleichen Zeitabstand vorwegnimmt. Auch spiegelt er, streng genommen, nur die Markter-
wartung iiber die zukiinftige Wirtschaftsentwicklung wider, von der die spétere, tatséchliche

Entwicklung natiirlich abweichen kann.

Sowohl variierende Lags zwischen dem Aktienmarkt und der Wirtschafts- bzw. Arbeitslosig-
keitsentwicklung als auch Abweichungen der tatséchlichen Wirtschaftsentwicklung von der
zuvor erwarteten sind plausible Griinde, warum es bei leicht negativen Lags keine Abhén-
gigkeit zwischen den Sterblichkeits- und Aktienresiduen gibt.

5.3.4 FErgebnisse fiir Sterblichkeit und Zinsen

Beim Test auf bivariate Normalverteilung der Zins- und Sterblichkeitsresiduen muss zwi-
schen den beiden Lindern und Stichtagen differenziert werden. Bei den deutschen Zins- und

Sterblichkeitsmodellen kann Mardias Test seine Nullhypothese bei einem Konfidenzniveau

beachtenswerten Teil der analysierten Zeitrdume verworfen. Allerdings scheint der Zusammenhang bei diesen
Lags entweder, durch bestimmte Start- oder Endjahre verursacht zu sein, oder er besteht fiir einen zu kleinen
Teil der Indizes und Zeitraume, als dass man von einer konsistenten und dauerhaft signifikanten Abhingigkeit
sprechen koénnte. Bei allen anderen Lags zeigt sich auf den ersten Blick, dass die gemessenen Korrelationen
nicht signifikant sind.
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von 5% und meist sogar von deutlich iiber 10% fast nie ablehnen. Dies trifft sowohl auf
den jeweils langstmoglichen Zeitraum als auch auf Subzeitrdume von mindestens 20 Jahren
zu und gilt in dhnlicher Weise fiir die amerikanischen Zins- und Sterblichkeitsmodelle beim
Zinsmodellstichtag des 1. Januar (vgl. Tabellen A.8 bis A.11 in Anhang A.2)

Im Gegensatz dazu wird bei den amerikanischen Zins- und Sterblichkeitsmodellen und dem
Zinsmodellstichtag des 1. Juli die Nullhypothese einer bivariaten Normalverteilung sowohl
beim jeweils langstmoglichen Zeitraum als auch bei den analysierten Subzeitrdumen (vgl.
Tabellen A.10 und A.11) deutlich hiufiger abgelehnt. Dies gilt vor allem fiir den dreimona-
tigen T-Bill-Satz und dort in besonderem Mafse fiir negative Lags; der einjéhrige T-Bill-Satz
hingegen ist in deutlich geringem Mafe und vor allem bei hohen Lags betroffen. Es liegt na-
he, dass dies an den Zinsmodellresiduen liegt. Insbesondere beim dreimonatigen T-Bill-Satz
lehnt der Jarque-Bera-Test die Normalverteilungshypothese nur bei einem vergleichsweise

niedrigen Konfidenzniveau nicht ab (vgl. Tabelle 5.23).

Unter Beachtung der genannten Einschrénkungen sind auch bei den Modellresiduen der
Zins- und Sterblichkeitsmodelle der t-Test anwendbar und der Schluss von Unkorreliert-
heit auf Unabhéngigkeit moglich. Zur Untersuchung der Signifikanz werden die in Kapitel
5.3.1 beschriebenen und entsprechend der Hypothesen ausgewéhlten t-Tests durchgefiihrt.
Sie werden nur auf Zeitrdume angewandt, fiir die die Modellresiduen des betrachteten
Zeitreihenpaares als bivariat normalverteilt gelten koénnen. Eine detailliertere Diskussion

und tabellarische Zusammenfassung der Ergebnisse findet sich in Anhang A.2.

Den Hypothesen entsprechende und dauerhaft signifikante Korrelationen werden bei Lags

von minus zwei, minus eins, eins und drei gemessen.

Bei Lags von minus zwei und minus eins sind die Korrelationen in Deutschland bei allen
Zinss#tzen und Sterblichkeitsindizes fiir den Grofsteil der untersuchten Zeitrdume signifikant
positiv (vgl. beispielhaft Abbildungen 5.14, 5.15 und 5.16). Bei einem Lag von minus eins
gilt dies fiir beide Zinsmodellstichtage, bei einem Lag von minus zwei nur fiir den Stichtag
des 1. Juli. Da das Lag der Messung beim Zinsmodellstichtag des 1. Januar gedanklich um
ein halbes Jahr zu reduzieren ist, besteht ein signifikant positiver Zusammenhang zwischen
Sterblichkeit und Zinsen in Deutschland also bei einer Zeitverzogerung von einem, eineinhalb
und zwei Jahren.

Die fiir den jeweils lingstmoglichen Zeitraum gemessenen und signifikanten Korrelationen
bewegen sich zwischen 0,2562 und 0,3642, zwischen 0,4852 und 0,5289 bzw. zwischen 0,3867
und 0,4658. Bei kiirzeren Zeitrdumen weisen sie eine grofere Streuung auf. Bei einem Lag

von minus eins und dem Zinsmodellstichtag des 1. Juli liegen sie zudem tendenziell hoher.
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Abbildung 5.14: Korrelationsanalysen fiir die einjdhrige Zinsstrukturrendite und die Sterb-
lichkeit von Ménnern bei einem Lag von -2 und dem Stichtag 1. Juli
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Abbildung 5.15: Korrelationsanalysen fiir die einjdhrige Zinsstrukturrendite und die Sterb-
lichkeit von Frauen bei einem Lag von -1 und dem Stichtag 1. Januar
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Abbildung 5.16: Korrelationsanalysen fiir die sechsmonatige Zinsstrukturrendite und die
Sterblichkeit von Ménnern und Frauen bei einem Lag von -1 und dem Stichtag 1. Juli
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Die gefundene, positive Abhéingigkeit passt zu der Hypothese, dass ein wirtschaftlicher Auf-
schwung (eine Rezession) die Sterblichkeit zunéchst erhdhe (verringere). Insofern deckt sie
sich mit den Ergebnissen von RunM (2000), NEUMAYER (2004) und GERDTHAM & RUHM
(2006), die eben dies fiir die USA, Deutschland bzw. 23 OECD-Lénder nachweisen.

Allerdings fallt auf, dass der positive Zusammenhang in dieser Arbeit nur in Deutschland und
nur zwischen den Sterblichkeits- und Zinsmodellresiduen besteht. Dass er sich weder fiir die
USA noch fiir die Sterblichkeits- und Aktienmodellresiduen nachweisen lisst, kdnnte sowohl
an variierenden Lags zwischen den betrachteten Finanzmarktrenditen und der Wirtschafts-
bzw. Arbeitslosigkeitsentwicklung als auch an Abweichungen der tatséchlichen Wirtschafts-
entwicklung von der zuvor erwarteten liegen. Dies wiirde implizieren, dass deutsche Zins-
renditen die Wirtschaftsentwicklung besser und mit konstanterem Lag vorwegnehmen als
Aktienrenditen oder amerikanische Zinsrenditen.

Bei einem Lag von eins werden in USA zwischen allen Zinssitzen und Sterblichkeitsindizes
signifikante Korrelationen gemessen. Dies gilt nur fiir den Zinsmodellstichtag des 1. Juli,
dort jedoch sowohl fiir den jeweils langstmoglichen Zeitraum als auch fiir einen Grofsteil der
verkiirzten Zeitrdume (vgl. beispielhaft Abbildung 5.17). Die signifikanten Korrelationen sind
stets positiv. Fiir den langstmoglichen Zeitraum betragen sie zwischen 0,4493 und 0,5450.

Bei kiirzeren Zeitrdumen weisen sie eine gréfiere Streuung auf.

Die gefundene, positive Abhangigkeit passt zu der Hypothese, dass eine Anpassung der Le-
benserwartung nach Zeiten unerwartet niedriger (hoher) Sterblichkeit die Gesamtersparnis
steigere (verringere) und damit die Zinsrendite reduziere (erhohe). Insofern deckt sie sich
sowohl mit der in dieser Arbeit entdeckten, positiven Abhéngigkeit zwischen Sterblichkeit
und Aktienrenditen bei einer Zeitverzégerung von eineinhalb Jahren als auch mit den Er-
gebnissen von L1 ET AL. (2007). Letztere weisen mit einem génzlich anderen Ansatz sowohl
modelltheoretisch als auch empirisch einen positiven Effekt von Lebenserwartung auf Er-

sparnis nach.

Es féllt jedoch auf, dass der positive Zusammenhang zwischen den Sterblichkeits- und Zins-
modellresiduen nur in den USA besteht. Dass er sich fiir Deutschland nicht nachweisen lisst,
konnte an dem zum Teil noch umlagefinanzierten Rentensystem in Deutschland liegen, das
die Notwendigkeit einer der Lebenserwartung angepassten Ersparnis verringert.

Ebenfalls aufféllig ist das sehr geringe Lag von nur einem Jahr. Wie bereits diskutiert, ist
zwar einerseits eine baldige Anpassung der Investitionsentscheidung sinnvoll. Andererseits
miissen die Investoren jedoch erst von der unerwarteten Sterblichkeitsentwicklung Kenntnis
nehmen und ihre Investitionen anpassen. Sollte die zugrunde gelegte Hypothese zutreffen,

muss dies auf Basis vorldufiger Statistiken von Lebensversicherungen oder nationaler Statis-
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Abbildung 5.17: Korrelationsanalysen fiir die einjdhrige T-Bill-Rendite und die Sterblichkeit
von Frauen bei einem Lag von 1 und dem Stichtag 1. Juli
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tikimter erfolgen.

Bei einem Lag von drei werden in beiden Landern signifikante Korrelationen gemessen. Dies
gilt fiir alle Sterblichkeitsindizes und einen grofien Teil der untersuchten Zeitrdume (vgl.
beispielhaft Abbildungen 5.18, 5.19 und 5.20), jedoch nur fiir den Zinsmodellstichtag des
1. Januar. Da das Lag der Messung hier gedanklich um ein halbes Jahr zu reduzieren ist,
besteht ein signifikanter Zusammenhang zwischen Sterblichkeit und Zinsen also bei einer

Zeitverzogerung von zweieinhalb Jahren.

Die signifikanten Korrelationen sind stets negativ. Fiir den lingstmoglichen Zeitraum und
bei einem Konfidenzniveau von 10% betragen sie in Deutschland zwischen —0,3177 und
—0,4108, in den USA —0,2670. Bei kiirzeren Zeitraumen weisen sie eine grofere Streuung
auf und sind tendenziell stirker negativ.

Die gefundene, negative Abhangigkeit passt zu der Hypothese, dass eine Anpassung der
Lebenserwartung nach Zeiten unerwartet niedriger (hoher) Sterblichkeit die Risikoaversitit
aufgrund des ldngeren (kiirzeren) Investmenthorizonts verringere (erhohe) und so zu einer
Umschichtung von Anleihen zu Aktien (Aktien zu Anleihen) sowie einer Steigerung (Re-
duktion) der Zinsrendite fiihre. Insofern deckt sie sich mit der in dieser Arbeit entdeckten,
positiven Abhéngigkeit zwischen Sterblichkeit und Aktienrenditen bei einer Zeitverzégerung
von eineinhalb Jahren. Auffillig ist dabei jedoch der Unterschied in der Zeitverzdgerung. Er
impliziert, dass die durch die verénderte Risikoaversitét verursachte Verschiebung zwischen
Aktien und Anleihen in den Aktienkursen frither beriicksichtigt wird als in den Kassazinsen.

Dass die negative Abhéangigkeit bei einer Zeitverzégerung von zweieinhalb Jahren auf-
tritt, passt einerseits zu einer baldigen Anpassung der Investitionsentscheidung und erlaubt
den Investoren andererseits, die unerwartete Sterblichkeitsentwicklung zu bemerken und
ihre Investitionen entsprechend zu iiberdenken. Allerdings bestehen sowohl zwischen den
Sterblichkeits- und Aktienresiduen als auch zwischen den amerikanischen Sterblichkeits-
und Zinsresiduen signifikante Abhéngigkeiten bei geringeren positiven Lags. Sollten die
Hypothesen zutreffen, konnte dies implizieren, dass Investoren nach unerwarteten Sterblich-
keitsentwicklung zunéchst vor allem ihre Gesamtersparnis und spéter stirker die Gewichtung

der Asset-Klassen anpassen.

Ein ebenso wichtiges Ergebnis wie die gefundenen Abhingigkeiten ist die Unabhingig-

keit der Zins- und Sterblichkeitsresiduen bei den verbleibenden Lags.%*

647Zwar verwirft der jeweils durchgefiihrte t-Test seine Nullhypothese auch bei einzelnen weiteren Lags
und Stichtagen, ndmlich bei einem Lag von zwei mit dem Stichtag des 1. Januar in den USA und bei den
Lags zwei und drei mit dem Stichtag des 1. Juli in Deutschland. Allerdings scheint der Zusammenhang hier,
durch bestimmte Startjahre verursacht zu sein, und besteht aufferdem nur fiir einen vergleichsweise kleinen
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Abbildung 5.18: Korrelationsanalysen fiir die einjdhrige Zinsstrukturrendite und die Sterb-
lichkeit von Frauen bei einem Lag von 3 und dem Stichtag 1. Januar
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Abbildung 5.19: Korrelationsanalysen fiir die einjdhrige T-Bill-Rendite und die Sterblichkeit
von Ménnern bei einem Lag von 3 und dem Stichtag 1. Januar
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Abbildung 5.20: Korrelationsanalysen fiir die einjdhrige T-Bill-Rendite und die Sterblichkeit
von Frauen bei einem Lag von 3 und dem Stichtag 1. Januar
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Bei einer stark negativen Zeitverzdgerung kann das Fehlen eines signifikanten Zusammen-
hangs ggf. mit einem sehr spiten und/oder nur allmahlichen Einfluss der Wirtschaftslage
auf die Sterblichkeit erklirt werden.

Bei fehlender oder sehr geringer Zeitverzogerung deckt sich die gefundene Unabhingigkeit
mit den Ergebnissen derjenigen Studien, die den nach der Lebenszyklustheorie des Sparens
bzw. der Risikoaversitéit vermuteten Zusammenhang zwischen Alter und Vermogensdekumu-
lation bzw. Risikoaversitét nicht nachweisen kénnen (vgl. Kapitel 4.1.1, S. 55ff. und S. 63 ff.).

Bei einer nur leicht negativen Zeitverzégerung hingegen {iiberrascht die Unabhingigkeit
amerikanischer Zins- und Sterblichkeitsresiduen zumindest insofern, als dass die deutschen
Modellresiduen eine signifikant positive Abhangigkeit aufweisen und auch beispielsweise
NEUMAYER (2004) und RunM (2000) fiir Deutschland bzw. die USA einen kurzfristi-
gen, positiven Zusammenhang zwischen der Wirtschaftsentwicklung und der Sterblichkeit
nachweisen. Wie bereits disktutiert, kdnnten die Ursachen der Unabhéngigkeit sowohl in
variierenden Lags zwischen den amerikanischen Zinsrenditen und der Wirtschafts- bzw. Ar-
beitslosenentwicklung als auch in Abweichungen der tatsidchlichen Wirtschaftsentwicklung

von der vom Finanzmarkt erwarteten Entwicklung liegen.

Die empirischen Untersuchungen zeigen deutlich, dass die tatsichliche Sterblichkeit und
der Finanzmarkt nicht unabhéngig sind. Allerdings erlaubt das gewéhlte Vorgehen keine
Aussage zum Mechanismus der gefundenen Abh#ngigkeiten. Dessen muss man sich bei der
Interpretation der Ergebnisse bewusst sein. So stehen die signifikanten Korrelationen zwar
im Einklang mit den fiir das jeweilige Lag aufgestellten Hypothesen, diirfen aber nicht als
Nachweis des vermuteten Wirkungszusammenhangs missverstanden werden. Dazu wéren
weitere Analysen notwendig, die jedoch nicht Teil des vorliegenden Forschungsvorhabens
sind und vielmehr Raum fiir weitere Forschung bieten. Auch die vermuteten Ursachen
fiir Abweichungen zwischen Deutschland und den USA, zwischen Aktien und Zinsen sowie

zwischen dieser und anderen Arbeiten miissen durch zusétzliche Analysen tiberpriift werden.

Teil der Indizes und Zinssdtze, so dass man nur schwer von einer konsistenten und dauerhaft signifikanten
Abhingigkeit sprechen kann. Bei den verbleibenden Lags zeigt sich auf den ersten Blick, dass die gemessenen
Korrelationen nicht signifikant sind.



Kapitel 6
Anwendung zur Bewertung

Nachdem Abhéngigkeiten zwischen Sterblichkeit und dem Finanzmarkt empirisch unter-
sucht wurden, soll nun ihr Einfluss auf die Preise von Langlebigkeitsderivaten bestimmt
werden. Dazu wird ein zeitstetiges Short-Rate-Modell fiir die Sterblichkeitsintensititen ver-
schiedener Individuen und den Momentanzins aufgestellt und zur Bewertung von Termin-
geschéften und Optionen auf die Sterblichkeit angewandt. Aktien und ihre Abh#ngigkeit
von der Sterblichkeit werden nicht modelliert, da sie fiir die Auszahlung der betrachteten

Langlebigkeitsderivate keine Rolle spielen.

6.1 Modell

Wie die meisten Modellen zur Bewertung von Sterblichkeitsderivaten verfolgt auch das im
Folgenden vorgestellte Modell den Arbitrageansatz. Genauer handelt es sich ein zeitsteti-
ges Short-Rate-Modell, das eine Abhéngigkeit zwischen Sterblichkeit und Zinsen iiber ihre
Diffusionsterme modelliert. Fiir den Short-Rate-Ansatz ist dies neu. Bisher wurden Abhén-
gigkeiten zwischen dem Sterblichkeits- und Zinsprozess nur in den Forward-Rate-Modellen
von MILTERSEN & PERSSON (2006), BARBARIN (2008), BAUER (2006) und BAUER (2008,
Kapitel 2.1) berticksichtigt. Allerdings wurde die Abhingigkeitsstruktur hier nie im Detail
spezifiziert und bei eventuellen Modellimplementierungen stets vernachlassigt. Auch in die-
ser Hinsicht stellen das vorgeschlagene Modell und seine Anwendung ein Novum dar.
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6.1.1 Modellrahmen

Der Modellrahmen wird weitestgehend wie durch BAUER (2008, S. 40 ff.) definiert. Er stimmt,
wie BAUER (2008, S.42f.) zeigt, mit einer allgemeineren Formulierung von BIFFIS ET AL.
(2005b) iiberein.5

Gegeben sei ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (Q, H,H, P), dessen Filtration H :=
(Ht)tejo,r+ ebenso wie die noch néher zu definierenden Filtrationen F := (F),¢o 7+ und
G := (gt)te[o’T*] die iiblichen Bedingungen rechtsseitiger Stetigkeit und P-Vollstindigkeit
erfiille. P bezeichne dabei das reale Wahrscheinlichkeitsmaf. Der Zeithorizont sei auf [0, 7%
beschriankt, Hg, Fo und Gy seien trivial und es gelte H := Hp«, F := Fp~ und G := Grp-.
Ferner seien alle an F, G und H adaptierten Prozesse wohldefiniert.

Betrachtet wird eine Menge I C N, I # (), von zum Zeitpunkt ¢ = 0 lebenden Individuen.

Der stochastische Todeszeitpunkt 7; eines jeden Individuums ¢ € I wird als erste Sprungzeit
eines Cox-Prozesses mit Intensititsprozess p; modelliert:

t
T *— inf{t : / Hi,s ds Z El} . (61)
0

Dabei seien F;, i € I, standardexponentialverteilte Zufallsvariablen und fiir verschiedene
© € I unabhingig.

Die o-Algebren F; und G; seien echte Unter-o-Algebren von H,; und letztere als H; =
Fi V G strukturiert. F; := 0(Zs,0 < s < t) werde durch eine nz-dimensionale Brown’sche
Bewegung Z mit Zy = 0 erzeugt, die den Finanzmarkt und die Sterblichkeit, nicht aber
den Todeseintritt bei gegebener Sterblichkeit treibe. Es seien daher die Preisprozesse aller
Finanzmarktinstrumente und die Sterblichkeitsintensitdten p; aller Individuen ¢ € I, nicht
aber ihre Todeszeitpunkte 7; an F adaptiert. Auf die Sterblichkeitsintensitéiten treffe dies

mit einer Zeitverzdgerung [* € R zu.

Die Todeszeitpunkte 7; bzw. die dazu gehérenden Zahlprozesse N; mit N; ; := 1., <; erzeugen
die o-Algebren G; ; := 0(N; 5,0 < s < t) und damit auch G, := V;e1G; ;. Gi, enthilt also die
Information, ob der Tod eines einzelnen Individuums i € I zum Zeitpunkt s < ¢ eingetreten
ist oder nicht. G; enthélt diese Information fiir alle Individuen.

Der beschriebene Modellrahmen differenziert folglich zwischen Informationen zur Entwick-

lung des Finanzmarkts und der Sterblichkeit und Informationen zum Tod einzelner Indi-

viduuen. Erstere sind in der Filtration F, letztere in G und beide in H enthalten. Da bei

65Neuere Versionen des genannten Arbeitspapiers sind Birris BT aL. (2005a) und Birris g1 AL. (2010).
Thr Modellrahmen findet sich in verkiirzter Form auch in Birris & Denurr (2006).
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der Bewertung von Sterblichkeitsderivaten die Todeszeitpunkte einzelner Individuuen jedoch
weder relevant noch bekannt sind, muss die Bewertung unter Verwendung der Filtration
erfolgen.

6.1.2 Modelldynamik

Im beschriebenen, realen, filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,F,P) werden der Mo-
mentanzins 7 und die Sterblichkeitsintensititen u; aller Individuen ¢ € I modelliert. Wie in
der Finanzmathematik iiblich erfolgt die Modellierung in stetiger Zeit. Dass dies aufgrund
nur jéhrlich verfiigharer Sterblichkeitsdaten der Allgemeinbevolkerung die Modellkalibrie-
rung erschwert, wird angesichts der Vorteile einer stetigen Modellierung wie der Moglichkeit
eines Mafiwechsels bewusst in Kauf genommen.

Die Dynamiken von 7 und p; werden zunichst unter dem realen Maf P festgelegt und dann
mit Hilfe eines Mafwechsels auf das zum Geldmarktkonto-Numéraire gehérende Martingal-

maf Q iibertragen.

6.1.2.1 Dynamik unter dem realen Mafs

Unter dem realen Maf folge der Momentanzins r einem mehrdimensionalen Diffusionsprozess

der Form:
dry = (o + Byry) At + o] pl. A Z;. (6.2)

Dabei seien «,., 5, 7 und o, konstante Skalare in R, p, € R"Z ein konstanter Vektor mit
prpr = 1 und Z die bereits erwihnte nyz-dimensionale, standardisierte Brown’sche Bewe-
gung.

Fiir - > 0 und S, < 0, d.h. bei einer positiven zinsunabhingigen Driftkomponente und
einer negativen Sensitivitdt des bedingten Drifts auf das Zinsniveau, lassen sich —a,./8, als
langfristiger Mittelwert des Momentanzinses und —/, als Mean-Reversion-Geschwindigkeit
interpretieren. v, ist die Hélfte der bedingten Varianzelastizitidt und o, stellt einen zinsun-
abhéngigen Faktor in der bedingten Varianz des Zinsverdnderung dar. p, sorgt, wie spéter
gezeigt wird, fiir eine Korrelation zwischen dem Momentanzins r und den Sterblichkeitsin-

tensitéiten p;, i € 1.

66 Eine komplexere Modelldynamik wiirde stochastische Korrelationen vorsehen. BRANGER & Muck (2009)
z. B. erreichen dies mit Wishart-Prozessen.
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Definiert man nun einen Prozess W, mit

t
Wiy = / ondZs = pl.Zy, (6.3)
0

handelt es sich dabei um eine an F adaptierte, eindimensionale, standardisierte Brown’sche
Bewegung und Gleichung (6.2) vereinfacht sich zu dem wohlbekannten Zinsmodellrahmen
von CHAN ET AL. (1992) (vgl. auch Kapitel 3.3):

dry = (o + Bpry) dt + opr)” AW, 4. (6.4)

Die Sterblichkeit wird wie in den meisten diskreten Zeitreihenmodellen mit Hilfe eines oder
mehrerer, stochastischer Zeitindizes modelliert (vgl. auch Kapitel 2.2.2.1). Genauer seien die
Sterblichkeitsintensititen u;, ¢ € I, in Anlehnung an die diskreten Erweiterungen des LEE &
CARTER (1992)-Modells von BROUHNS ET AL. (2002) und RENSHAW & HABERMAN (2003b)
als

prie : = exp(oig + B yke) (6.5)
bzw.
i = iy + Bk (6.6)

definiert (fiir das Modell von LEE & CARTER, 1992, vgl. auch Kapitel 2.3.1). Dabei seien
K ein n.-dimensionaler, stochastischer Prozess von Zeitindizes und a; bzw. 3; ein ein- bzw.

n,-dimensionaler, deterministischer Prozess von Alterskoeffizienten.

Die Zeitabhéingigkeit von «; und §; ergebe sich dabei ausschliefslich aus der Alterung des
Individuums 7. Konkreter seien die Koeffizienten «; und ; Funktionen des Altersprozesses

x; und weiterer, jedoch unverdnderlicher demographischer Merkmale d; von Individuum :

o (@i, d;i) = alzio +t,d;) (6.7)

it = Q
Bit =B, di) = B(xip+t,d;). (6.8)

Ein gutes Beispiel fiir solch ein demographisches Merkmal ist das Geschlecht.

Fiir n, = 1 handelt es sich bei Gleichungen (6.5) bzw. (6.6) daher um eine zeitstetige
Variante des LEE & CARTER (1992)-Modells in der Erweiterung von CARTER & LEE (1992)
und BROUHNS ET AL. (2002), die ohne die explizite Modellierung geschlechtsspezifischer
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Alterskoeflizienten auch von BIFFIS ET AL. (2005a,b, 2010) und BIFFIS & DENUIT (2006)
vorgeschlagen wurde. Fiir n, = 2 handelt es sich um eine zeitstetige Variante des Modells
von RENSHAW & HABERMAN (2003b).

In dem hier vorgestellten, zeitstetigen Modell folge x einem ggf. mehrdimensionalen Ito-
Prozess:

dk¢ = o dt + diag(o,,t) pf dZgp-. (6.9)

Dabei seien der Drift «, und die Volatilitéit o, n,.-dimensionale Vektorprozesse, deren Reali-
sationen im Zeitpunkt ¢ nur von s und der Zeit abhingen. Weiter seien diag(-) die aus einem
Vektor erzeugte Diagonalmatrix und p,, € R™"Z*"~ eine Matrix von Konstanten. Sie ist fiir
eine Korrelation zwischen verschiedenen Zeitindizes sowie zwischen Sterblichkeit und Zinsen
verantwortlich und sei so gewé#hlt, dass die Diagonalelemente von p/. p,; eins betragen. I* € Rar
ist die bereits erwdhnte Zeitverzogerung bei der Publikation von Sterblichkeitsdaten und
sorgt dafiir, dass die Sterblichkeitsindizes und -intensitdten nur mit einer Zeitverzdgerung
I* an F adaptiert sind (vgl. Kapitel 6.1.1).

Definiert man nun analog zu W, in Gleichung (6.3) einen Prozess W, mit

t+1*
Worim [ dZ= 0 (Zene - 2, (6.10)
1

*

handelt es sich dabei um eine n,-dimensionale und mit einer Zeitverzdgerung [* an F adap-
tierte Brown’sche Bewegung mit momentaner Varianz-Kovarianz-Matrix p/. p,.. Gleichung

(6.9) vereinfacht sich damit zu:

d:‘ﬂ?t = Qg t dt + diag(o,ﬁ) dWH’t. (611)
Sofern «; und f; stetig und differenzierbar sind, gilt fiir die Prozesse der logarithmierten

Sterblichkeitsintensitaten:

dlnp; s = dag e + d(/Bz/',th)
= dai,t + dﬂz{,t’it + B;,td’it + d[ﬂz/v H]t (6'12)

Oay; ap; '
= < atﬂf + 8t7t Kt + ﬂ,’;7toz,.c,t> dt + 5£7t diag(oy ¢) AW 4.
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Mit Ités Lemma folgt fiir die Prozesse der Sterblichkeitsintensitéiten:

Oay; 0 ; 1 . 2
d,uz-yt = ﬂi,t( ( 8t7t + (975’1: Kt + Bz{,tan,t + 5 ||pn dlag(on,t)/ Bi,t” ) dt

(6.13)
+ B ¢ diag(ox,¢) dW,.C_,t) ,

wobei ||-|| fiir die euklidische Norm steht.

Im beschriebenen Modell kommt eine Abhangigkeit zwischen dem Momentanzins r und
den Sterblichkeitsintensititen pu;, ¢ € I, unter dem realen Maf ausschlieRlich aufgrund der

Inkremente der Diffusionsprozesse W,, und W,. zustande.

Dies ist nicht zwingend: Wiren der Drift o, oder die Volatilitidt o, der Sterblichkeitsindizes
vom Momentanzins r oder dessen Brown’scher Bewgung W, abhingig, wiirde dies ebenfalls
zu einer Abhéngigkeit zwischen Sterblichkeit und Zinsen fiihren. Dasselbe gilt, wenn die Pa-
rameter o, B, ¥ und o, des Zinsmodells nicht konstant wiren, sondern von den Zeitindizes

k oder ihrer Brown’schen Bewegung W, abhingen.

In beiden Fallen wire die Abhédngigkeitsstruktur jedoch ungleich komplexer. Im Gegensatz
dazu ldsst sie sich im vorliegenden Modell leicht bestimmen. Fiir die auf Informationen zum

Zeitpunkt s bedingte Kreuzkovarianz der Vektoren dW, ; und dW,, ;—; unter [P gilt ndmlich:

C@V[dWT’t, de,t7l|]:s] = C@V[ﬂ{r dZt, p; dZt+l*fl|]:s]
= p;‘C@V[dZt, dZt-i—l*—l‘]:s] Pk (614)
=1 - Lyey - dt - plps.

Fiir ihre bedingte Kreuzkorrelation folgt bei s < min(¢,¢ + I* —[):
C@RR[det,dW&t_”}—s] = ]-l=l* -p:np,.i. (615)

Dabei stehen [ € R fiir das betrachtete Lag zwischen der Sterblichkeit und dem Momentan-
zins, I, fiir die Einheitsmatrix der Dimension n € N und 1,,, =, bzw. 1,, <, fiir den Wert
der Indikatorfunktion der Menge {ua} bzw. |—oco, uz|, ue € R, an der Stelle u; € R.

Ganz offensichtlich treten Abhéngigkeiten zwischen den Inkrementen der Brown’schen Bewe-

gungen W, und W, nur bei einem Lag von [* auf.%” Das Lag der Abhéngigkeit stimmt daher

67Zur Modellierung einer anders zeitverzdgerten Abhingigkeit konnte man die Prozesse von r und/oder
k in Gleichungen (6.2) bzw. (6.9) dhnlich wie bei diskreten MA-Prozessen um vergangene Realisationen der
Inkremente des Wiener Prozesses Z erweitern.
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mit der Zeitverzogerung in der Publikation der Sterblichkeitsdaten iiberein. Dies vereinfacht
nicht nur die Modellstruktur, sondern auch die Bewertung, da bei anders verzégerten Ab-
héngigkeiten der Verlauf des Momentanzinses oder Sterblichkeitsindex vorab Informationen

fir den weiteren Verlauf der anderen Grofie liefern konnte.

6.1.2.2 MalRtwechsel nach dem Satz von GIRSANOV (1960)

Der Mafiwechsel zum gewéahlten, dquivalenten Martingalmafs erfolgt mit Hilfe der Radon-
Nikodym-Dichte und des Satzes von GIRSANOV (1960).

Zwei Mafse P und Qp auf dem Messraum (€2, F) sind dquivalent, wenn sie beziiglich ein-
ander absolut stetig sind, d.h., wenn sie dieselben Nullmengen haben (PROTTER, 2004,
S.131, Definition). Wegen des Satzes von Radon-Nikodym (NIKODYM, 1930) besitzt jedes
zu einem Wahrscheinlichkeitmafs P dquivalente Maf Qp eine Dichtefunktion beziiglich P,
die sogenannte Radon-Nikodym-Dichte.®® Dies ist eine nicht negative, messbare Funktion
Lz : Q2 — R mit

Qs(U) = /ULB P VU e F. (6.16)

Durch sie lasst sich das Mafs Qp definieren. Weitere Dichtefunktionen mit dieser Eigenschaft
stimmen P-fast iiberall mit L iiberein. Gilt auferdem E[Lg| = 1, so ist Qg wegen Qp(Q2) =
Jo L dP = E[Lg] = 1 ebenfalls ein Wahrscheinlichkeitsmaf.

Seien nun Z die beschriebene, nz-dimensionale, standardisierte Brown’sche Bewegung unter
P, Ap ein F-adaptierter nz-dimensionaler Vektorprozess mit fOT }3)5)\375 ds < oo P-fast
sicher und der Prozess Lz mit

t t
1
Lpy:= exp<—/ )\/375 dZs — i/ XB,S)‘B,S ds> (6.17)
0 0

ein Martingal beziiglich P.® Dann sind Qp mit
Qs(U) = / Lo dP YU eF (6.18)
U

ein zu [P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaff mit Radon-Nikodym-Dichte Lg 7+ und der

68Der Satz von Radon-Nikodym setat lediglich voraus, dass P ein o-endliches Maf sei und dass Qg absolut
stetig beziiglich P sei. Diese Eigenschaften treffen auf jedes Wahrscheinlichkeitsmaf P und per Definition auf
jedes zu P dquivalente Maf Qp zu.

69Fine hinreichende Bedingung fiir die Martingaleigenschaft von Lp ist die Novikov-Bedindung

E[exp(% fOT* )\’B’S/\&S ds)] < oo.
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Prozess Zz mit

t
Zpy = Zt—i-/ AB.s ds (6.19)
0

nach dem Satz von GIRSANOV (1960) eine standardisierte, Brown’sche Bewegung beziiglich
Qs.

Unter der Annahme, dass das zum realen Wahrscheinlichkeitsmafl P 4quivalente Martingal-
maf Qp durch Gleichungen (6.17) und (6.18) gegeben ist,”® ist ein Mafwechsel durch Wahl

des Prozesses von Az, dem sogenannten Marktpreis des Risikos, moglich.

6.1.2.3 Dynamik unter dem Martingalmafd

Um auf Basis der vorhergangenen Uberlegung nun die Dynamik von r und y;, i € I, unter
dem zum Geldmarktkonto-Numéraire B gehorenden Martingalmafs @Q mit

QU) = / LeedP ¥ UeF (6.20)
U
und

t 1 t
L= exp<—/ )\’SdZs—i/ A’S)\Sds>, (6.21)
0 0

abzuleiten, muss man lediglich den Prozess des entsprechenden Martkpreises des Risikos,

A= (N, .., )\nz)/, in geeigneter Form spezifizieren. Der Prozess Z mit

t
Zt L= Zt +/ )\s ds (622)
0

ist dann eine standardisierte, Brown’sche Bewegung unter Q.

Definiert man nun analog zu Gleichungen (6.3) und (6.10) zwei Prozesse W, und W, mit

t
Wyt = / o dZ, = p'TZ~t (6.23)
0

OB1rris BT AL. (20052, 2010) und Birris & Denurr (2006) wihlen eine komplexere Dynamik fiir Ly,
die die beschriebene als Spezialfall umfasst.
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bzw.

t+l1
Wm,t = / p; dZS = p; (Zt+l* — Zl*) y (624)
l

*

handelt es sich dabei um zwei ein- bzw. n,-dimensionale Brown’sche Bewegungen unter Q.
Weiter ist W, an F adaptiert und wegen pr.pr = 1 standardisiert, wihrend W,. nur mit
Zeitverzogerung I* an F adaptiert ist und die momentane Varianz-Kovarianz-Matrix p/ p,
hat.

Mit Hilfe der Definitionen von W,., W, und Z in Gleichungen (6.3), (6.10) bzw. (6.22) sowie

der Prozesse A, und A\,

Ar,t L= p'/r>\t (625)
)‘N,t L= p:{)\t+l*7 (626)

lassen sich die Prozesse von WT und W,@u umformulieren zu:
~ t t
Wt = po <Zt —|—/ As ds) =W, +/ Ars ds (6.27)
0 0

B t+1* t
W,{,t = p; ((Zt+l* — Zl*) +/ )\s dS) = Wl{,t +/ )\,{75 ds. (628)
l 0

*

Fiir die Prozesse des Momentanzinses r und der Zeitindizes « unter Q gilt damit:

dry = (ar + Brrt) dt + O'T""t%“ dWr,t (629)
Ay = G ¢ dt + diag(os.¢) AW, s (6.30)
mit,
Bri=Br =0l Ay (6.31)
dli,t L= an,t - diag(gn,t) )\I{,t' (632)

Fiir die Prozesse der logarithmierten Sterblichkeitsintensitéten In p; bzw. der Sterblichkeits-

intensitdten p;, @ € I, unter Q folgt analog zu Gleichungen (6.12) und (6.13):

) 03! -
dIn Hit = (ag;t a;t Kt + ﬁz/ﬁdn,t) dt + ﬁz/’,t diag(am,t) dWmt (633)

_|_
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bzw.

0oy op; . 1 . 2
dpis = Ni,t( ( 8t7t + 6t7t Kt + 5£,t04n,t + > ||Pn dl&g(Un,t)/ﬂi,tH ) dt

+ 61/',15 diag(an,t) dWH’t> .

(6.34)

Offensichtlich dndert sich beim Mafwechsel vom realen zum Martingalmafl stets nur der
Driftprozess. Neben dem jeweiligen Volatilitéitsprozess bleiben auch die bedingte Kreuzko-
varianz und Kreuzkorrelation der Diffusionsterme unverandert. Denn unter dem Martingal-
mafs Q betrigt die auf Informationen zum Zeitpunkt s bedingte Kreuzkovarianz der Vektoren
AW,.; und dW, ;_;:

COVE AW,y AWy 1| | = COVE |4}, a2, i AZ0 1o 1|
=1 - Loey - dt - plps (6.35)
= COV[AW,¢, AW, 41| Fi] -

Fiir ihre bedingte Kreuzkorrelation folgt bei s < min(¢, ¢ + I* — [):

CORR AW, dWe o (|| = Limt- - oo (6.36)
= CORR[AW,. ;, AW, 11| Fs] -

Unter dem Martingalmaf kann eine andere Abhéngigkeitsstruktur als unter dem realen Mafs
daher nur {iber die Marktpreise des Risikos entstehen. Dazu miissten A, von x oder W,.;, A

von r oder W, oder aber A\, und A\, voneinander abhingig sein.

6.1.2.4 Konkretisierung des Modells

Bei der Modellanwendung wird nur ein Spezialfall des Modells betrachtet. Dazu werden beim
Momentanzins, den Sterblichkeitsindizes, der Abhéngigkeitsstruktur und dem Marktpreis

des Risikos einschrinkende Annahmen getroffen.

Genauer sei beim Momentanzins v, = 0,5; er folge also dem wohlbekannten Wurzeldiffu-
sionsprozess von COX ET AL. (1985):

dry = (ar + Byre) dt + opy/Te AWy (6.37)

Fiir o, > 0 und S, < 0 kehrt er mit Geschwindigkeit —f, zum langfristigen Mittelwert
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—a,. /B, zuriick und wird dabei fast sicher nie negativ. Fiir o, > %O’r und r¢g > 0 ist der

Momentanzins sogar fast sicher positiv.

Bei den Sterblichkeitsindizes gelte n,, = 1. Es wird also nur ein einziger Sterblichkeitsindex
modelliert und die Sterblichkeitsintensitéten u; verschiedener Individuen ¢ € I sind perfekt
korreliert. Weiter seien Drift und Volatilitit unter dem realen Mafs konstant. Der Sterb-
lichkeitsindex folgt daher einer eindimensionalen Brown’schen Bewegung mit Drift a, und
Volatilitit o:

dry = a, dt + o, AW, 4. (6.38)

Sie ist das stetige Pendant zu einem ARIMA(0,1,0)-Modell mit Drift und steht im Einklang
mit den diskreten Modellschdtzungen fiir die Sterblichkeitsindizes der USA sowie den Er-
gebnissen anderer Forscher fiir die USA (CARTER & LEE, 1992; LEE & CARTER, 1992) und
Grofbritannien (RENSHAW & HABERMAN, 2003c).

Das resultierende Sterblichkeitsmodell ist eine zeitstetige Variante des LEE & CARTER
(1992)-Modells in der Erweiterung von CARTER & LEE (1992)- und BROUHNS ET AL.
(2002). Es wurde ohne die explizite Modellierung geschlechtsspezifischer Alterskoeffizien-
ten, ohne die Beriicksichtigung einer zeitverzogerten Publikation der Sterblichkeitsdaten
und ohne die Modellierung einer Abhéngigkeit zum Momentanzinsprozess bereits von BIF-
FIS ET AL. (2005a,b, 2010) und Birris & DENUIT (2006) vorgeschlagen. Thr Mafiwechsel ist

komplexer, enthilt jedoch den hier vorgeschlagenen als Spezialfall.

Zur Modellierung der Abhdngigkeitsstruktur geniigen wegen n, = 1 drei Zustandsvariablen:
ein gemeinsamer Faktor Z; bzw. Zl, ein zinsspezifischer Faktor Zs bzw. Z5 und ein s/terb—
lichkeitsspezifischer Faktor Z5 bzw. Zs. Es seien daher ny = 3, Z := (Zl,Zg,Zg,) und

- - - A
7 = (Z17 Zo, Z3) . Fiir die Korrelationsvektoren p, und p, gelte:

Or
pri=|+/1— 02 (6.39)
0
bzw.
Ok
pr = 0 (6.40)

Vi-&
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mit |o,| < 1und |g,| < 1. Esfolgen pl.p,. = pl.p. = 1 und pl.px = 0,-0,. Durch geeignete Wahl
der Koeffizienten p, und o, des gemeinsamen Faktors Z; bzw. Z; lisst sich demnach jede
gewiinschte Korrelation pl.p, erzeugen. Bei dem von nun an betrachteten Fall imperfekter
Korrelation |g,0,| # 1 gelte dabei stets |o,.| # 1 # |0«

Der Prozess des Marktpreises des Risikos sei durch

0
Nry/Tt
A= | i—a2 (6.41)

"

V1-02

mit zwei Konstanten 7, € R und 7, € R gegeben. Dass der Marktpreis des gemeinsamen

Faktors null sei, ist eine vereinfachende Annahme, die vor allem der Strukturerhaltung dient.
Denn die Definitionen (6.25) und (6.26) vereinfachen sich damit zu

>\r,t == p;a)\t == nr\/ﬁ (642)
Akt = PrXesis = s (6.43)

und fiir die Prozesse des Momentanzinses r und des Sterblichkeitsindex x unter Q folgt:

dry = (ozr + Brﬁ) dt + JM/EdWM (6.44)
Ay = @, dt + o AW, 4 (6.45)
mit
BT = ﬁr — Orllr (646)
A = Qg — Oxl)x- (6.47)

Fiir die Sterblichkeitsintensitéten p;, ¢ € I, gilt folglich:
it = exp (ai,t + Bi (Ho + it + UHWH,t>> . (6.48)

6.1.3 Sterblichkeitsderivate

Im beschriebenen Modellrahmen wird der Todeszeitpunkt 7; eines jeden Individuums i €
I nach Gleichung (6.1) als erste Sprungzeit eines Cox-Prozesses mit Intensitétsprozess p;
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modelliert. Seine Verteilungsfunktion ist daher durch

q¢i(T):=P(r; <T)=1—exp <_/0 is ds) (6.49)

definiert und gibt die Sterbewahrscheinlichkeit von Individuum ¢ bis zum Zeitpunkt 7" an.
Fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit p;(7) von i bis T folgt:

pi(T)=P(r;, >T)=1—-q;(T) = exp <_/0 i s ds) . (6.50)

Daraus lassen sich die bedingte Uberlebenswahrscheinlichkeit

' T
pi(t,T):=P(r; >T|r; >t) = ];Z(g)) = exp (—/t His ds) (6.51)

und die bedingte Sterbewahrscheinlichkeit

T
Gt T) = P(rs < Tlr > ) = 1= pi(t,T) = 1 — exp (-/ i ds) (6.52)
t

ableiten. Sie geben die Wahrscheinlichkeit an, dass Individuum ¢ bis zum Zeitpunkt T {iber-
lebt bzw. stirbt, gegeben, dass es bis ¢t < T iiberlebt hat.

Ausgehend von diesen — wohlgemerkt stochastischen — Wahrscheinlichkeiten, lassen sich die
Auszahlungen und Preise verschiedener Sterblichkeitsderivate bestimmen. Eine entscheidene
Rolle spielt dabei die fiir die Zufallsvariablen E; in Gleichung (6.1) getroffene Unabhéngig-
keitsannahme. Thretwegen sind die Todeseintritte verschiedener Individuuen ¢ € I, gegeben

die Entwicklung der Sterblichkeitsintensitédten p;, unabhingige Ereignisse.

Fiir eine grofe Menge J := {i € |+ = pio,e ¥Vt € [0,7*]} C I von Individuen mit demsel-
ben Intensitétsprozess p;, stimmt daher nach dem Gesetz der grofen Zahl die in einem Zeit-
raum [t, T realisierte Sterberate mit der Realisation der allen Individuen i € J gemeinsamen
bedingten Sterbewahrscheinlichkeit g;, (¢, T) iiberein. Analoges gilt fiir ihre Uberlebensrate
bzw. den sogenannten Survivor Index im Zeitraum [¢, 7] und die bedingte Sterbewahrschein-
lichkeit p;,(¢,T). Der Survivor Index ist fiir den Zeitraum [t,T] dabei als Anteil der in T
noch lebenden Individuen an der Referenzbevolkerung in ¢ definiert.

Da die Underlyings von Sterblichkeitsderivaten i.d.R. die einjdhrige Sterberate oder der
Survivor Index einer grofen Referenzbevilkerung sind, vereinfacht dies ihre Bewertung we-

sentlich. Denn es miissen lediglich die Sterblichkeitsintensitidten bzw. die fiir die Auszahlung
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des Derivats relevante Wahrscheinlichkeit, nicht aber die Verteilung der Todesfélle bei gege-

bener Sterblichkeit modelliert werden.

Auf Basis dieser Uberlegungen werden im Folgenden die Auszahlungsfunktionen und Preise
von zwei Langlebigkeitsderivaten bestimmt. Es handelt sich um ein Termingeschéft und eine
Option auf einen Survivor Index. Beide Derivate beziehen sich auf die bereits definierte,
homogene Referenzbevolkerung J C I, deren représentatives Individuum das Individuum
ip € I ist.™!

6.1.3.1 Survivor Forward

Survivor Forwards sind Termingeschifte auf einen Survivor Index. Unter diesem Begriff
wurden sie von DAWSON ET AL. (2007) und unter dem Begriff ,,One-Payment Mortality
Swaps“ zuvor von BLAKE ET AL. (2006a, S.172) vorgeschlagen.

Die Struktur und Wirkungsweise eines Survivor Forwards gleichen denen eines Forward
Rate Agreements.”> Wie letzteres sieht ein in ty abgeschlossener Survivor Forward einen
einmaligen Tausch zweier Zahlungen am Félligkeitstermin 7" vor. Die Zahlung des Verkéufers
hiingt von der Entwicklung des Uberlebensindex der Referenzbevélkerung .J ab. Genauer ist
sie das Produkt aus dem Nennwert Ngp des Forwards und der Realisation der Uberlebensrate
pio (to — I*, T — 1*) im Referenzzeitraum [to — [*,T — [*]. Das Lag I* € R{ ist notwendig, da
der Survivor Index i.d. R. nur mit einer Zeitverzégerung [* > 0 bestimmt werden kann.

Im Gegensatz zur stochastischen Zahlung des Verkiufers ist die Zahlung des K&ufers mit
dem Abschluss des Forwards bekannt. Sie ist das Produkt aus dem Nennwert Nsr und dem
vereinbarten Forward-Preis Fgp. Durch Kauf eines Survivor Forwards koénnen sich daher
Lebens- und Rentenversicherer eine bestimmte Uberlebensrate sichern und so ihr Langle-
bigkeitsrisiko absichern. Allerdings miissen sie dazu auf ihr Einsparpotenzial bei unerwartet
hoher Sterblichkeit verzichten.

Die Auszahlung des Survivor Forwards am Laufzeitende betréigt

Tsp.r = Nsp (pio (to — I*,T —1*) — FSF). (6.53)

"1 Bei Sterblichkeitsderivaten auf heterogene Referenzbevdlkerungen sind die Wahrscheinlichkeiten der ho-
mogenen Untergruppen entsprechend ihrer Exposure zu gewichten.

"?Ebenfalls analog zu Forward Rate Agreements und Zins-Swaps ergibt eine Reihe von Survivor Forwards
unterschiedlicher Laufzeiten einen sogenannten Survivor Swap (DAwsON ET AL., 2007). Survivor Swaps
wurden u.a. von Dowp ET aL. (2006) und DawsoN ET AL. {2007) vorgeschlagen.
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Fiir den Prozess Ilgp des Forward-Werts und ¢ > ¢, folgt nach Gleichung (4.3):

i (to — 1%, T —1*) — F
gr, = Ner (Bt-E@[po(O — SF\ED
T

pi(to—l*,T—l*)
= Ngr | B; -E9|™2
o (05 Pello=

(6.54)

ft} — P(T) FSF> ;

wobei B weiterhin den Prozess des Geldmarktkontos und P(T") den Preisprozess einer Null-

kouponanleihe mit Nennwert 1 und Falligkeit T' darstellen.

Da der Wert des Survivor Forwards bei Vertragsabschluss in ¢y null betragt, also Ils 4, 20

gilt, folgt fiir den Forward-Preis:

Fsp =

]. ]EQ|:pZO(tOZ*7Tl*)

o T i ]-‘to} . (6.55)

Bei einer Unabhéngigkeit zwischen Sterblichkeit und Zinsen vereinfacht sich dies zu:

Fyp = EQ [pio (to — I*, T — 1*) ‘fto} . (6.56)

6.1.3.2 Survivor Caplet

Ein Survivor Caplet ist eine européische Call-Option auf einen Survivor Index. Es wurde
zuerst von BLAKE ET AL. (2006a) und spéter ohne Verwendung dieses Begriffs von BAUER
(2008, Kapitel 5.1.2, S. 186 {f.) sowie BAUER ET AL. (2010) vorgeschlagen.

Die Struktur und Wirkungsweise eines Survivor Caplets gleichen denen eines Interest Ra-
te Caplets.” Wie letzteres gibt ein im Zeitpunkt ¢y, abgeschlossenes Survivor Caplet dem
Kéufer am Filligkeitstermin 7' das Recht auf eine Ausgleichszahlung. Diese bemisst sich
als Produkt aus dem Nennwert Ng¢ des Caplets und der Differenz zwischen dem Survivor
Index p;, (to — I*,T — I*) der Referenzbevdlkerung J im Referenzzeitraum [to — I*,T — I*],
I* e RS’, und der Cap Rate Kgc.

Die Ausgleichszahlung entspricht damit der Zahlung eines Survivor Forwards gleicher Lauf-
zeit und gleichen Nennwerts mit dem Unterschied, dass der Kaufer des Caplets das Recht
auf, aber nicht die Verpflichtung zu dieser Zahlung hat. Durch Kauf eines Survivor Caplet
konnen sich daher Lebens- und Rentenversicherer eine bestimmte maximale Uberlebensrate
sichern und so ihr Langlebigkeitsrisiko absichern, ohne ihre Einsparpotenziale bei unerwar-

tet hoher Sterblichkeit zu begrenzen. Diese Optionalitét miissen sie jedoch beim Kauf des

"3Ebenfalls analog zu Interest Rate Caplets und Interest Caps ergibt eine Reihe von Survivor Caplets
unterschiedlicher Laufzeiten einen sogenannten Survivor Cap (BLAKE ET AL., 2006a).
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Caplets bezahlen.

Der Preis eines Survivor Caplets ergibt sich aus seiner unter dem Martingalmafs erwarteten,

diskontierten Auszahlung. Die Auszahlung am Laufzeitende betrigt
* * +
Tso,r = Nsc (i (to — 1", T = 1) = Ksc ) (6.57)

mit ( - )+ := max( -,0). Fiir den Preisprozess IIsc des Caplets und ¢ > ¢ folgt nach
Gleichung (4.3):

(pio(to T ) — Ksc)+
Br

Isc, = Nsc - By - E¢ ‘}'t . (6.58)

Bei einer Unabhingigkeit zwischen Sterblichkeit und Zinsen vereinfacht sich dies zu:

+
Msc; = Nsc - Pi(T) - E© {(pio(to — 15, T —1%) — Ksc) ‘ft} . (6.59)

6.2 Implementierung

Das in Kapitel 6.1 vorgestellte und konkretisierte Modell wird im Folgenden zur Bewertung
der in Kapitel 6.1.3 vorgeschlagenen Sterblichkeitsderivate angewandst.

Als Referenzbevolkerung J = {i € I|x;0 = 24,0 = 65 A d; = d;, = 1} diene die Menge aller
Maénner, die im Zeitpunkt ¢ = 0 genau 65 Jahre alt sind. Die Zeitverzogerung [* bei der
Veroffentlichung der Sterblichkeitsdaten betrage zweieinhalb Jahre. Der Vertragsabschluss-
und Bewertungszeitpunkt ¢, werde dem gleichgesetzt, d.h.:

to :=1":=2,5. (6.60)

Dadurch vereinfachen sich die Preisgleichungen des Survivor Forwards zu

io (T — 1)
EQ p’Lo(
[ Br

Fsp =

P, (T) -Fto:| (6.61)

und des Survivor Caplets zu

s,y = Nsc - By, - E? (6.62)

X o) . +
(pio (T = ) — Ksc) ‘f%],
Br
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Beide Derivate werden fiir Laufzeiten T' — ¢ € {5; 10; 15; 20; 25; 30} bzw. Filligkeitstermine
T € {7,5;12,5;17,5;22,5;27,5; 32,5} bewertet. Bei dem Survivor Caplet werden auferdem
verschiedene Cap Rates Kgs¢ untersucht. Analog zu BAUER ET AL. (2010) werden letztere
in Abhiingigkeit der unter dem realen Maf erwarteten Uberlebensrate gewihlt. Sie wird
dazu mit einem Aufschlag ksc € {0,000;0,025; 0,050} versehen:

Ksc = (14 ksc) Elpi, (T — ") [F,] - (6.63)

Als Nennwert des Survivor Caplets diene stets Ngc := 1000.

6.2.1 Kalibrierung

Zur Anwendung des Bewertungsmodells wird es zunéchst in , R an historischen Sterblich-
keitsdaten und der Zinsstrukturkurve des Bewertungszeitpunkts kalibriert. Fiir den Markt-
preis des Sterblichkeitsrisikos und die Korrelationen werden verschiedene Szenarien festge-
legt, die im Einklang mit den Ergebnissen von BAUER ET AL. (2010) bzw. von Kapitel 5.3

stehen.

6.2.1.1 Sterblichkeitsmodell

Die Kalibrierung des Sterblichkeitsmodells erfolgt zunichst unter dem realen Mafs. Unter
Riickgriff auf die diskreten LEE & CARTER (1992)- und ARIMA-Modellschitzungen aus
Kapitel 5.2.1 werden dazu die reale Dynamik des Zeitindex und die Alterskoeffizienten fest-
gelegt. Die Basis dafiir bildet das gemeinsame Modell fiir Manner und Frauen in den USA.
Es wurde iiber den Zeitraum von 1963 bis 2006 geschétzt. t = 0 bezeichne von nun an den
1. Januar 2007, tg = 2,5 den 1. Juli 2009. Der anschlieffende Mafiwechsel zum Martingalmafs
erfordert nur die Wahl des Marktpreises des Sterblichkeitsrisikos.

Die Dynamik des Zeitindex wird entsprechend der diskreten ARIMA-Modellschitzung ge-
wiahlt:

s = Gy = —2,8008 (6.64)
0, =0,= 2,6070. (6.65)

Da die Brown’sche Bewegung mit Drift das stetige Pendant eines ARIMA(0,1,0)-Modells ist
und es beim Ubergang zwischen diskreter und stetiger Zeit hier kein temporales Aggrega-

tionsproblem gibt, ist dies problemlos moglich.



164 6 ANWENDUNG ZUR BEWERTUNG

Als Startwert o dient der Schitzwert £_; der LEE & CARTER (1992)-Modellschitzung fiir
die letzte Zeitperiode:

Ko 1= R_1 = —62,338T. (6.66)

Obwohl #_; iiber den Zeitraum [—1,0[ geschédtzt wurde und in einem stetigen Modell n&he-
rungsweise dem Zeitindex im Zeitpunkt ¢ = —0,5 entsprechen sollte, ist eine Adjustierung

aufgrund der noch folgenden Neuschétzung der Alterskoeffizienten «; nicht notwendig.

Bei den Alterskoeffizienten o; und §; aus Gleichungen (6.7) und (6.8) wird zwischen Mén-
nern, d; = 1, und Frauen, d; = 2, unterschieden. Analog zum diskreten LEE & CARTER
(1992)-Modell wird unterstellt, dass sie wihrend eines Altersjahres konstant seien, also einer

rechtsseitig stetigen Treppenfunktion folgten:

Q¢ = a(in,tJ ,dz) (667)
Bit = B(lwi  di). (6.68)

| ;.| bezeichnet dabei die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich x; ;.

Alle Individuen ¢ € I desselben Geschlechts d = d; und desselben Altersjahres z = |z;,]

verfiigen demnach im Zeitpunkt ¢ {iber dieselbe Sterblichkeitsintensitét p, 4, mit
to,dt = exp(a(z, d) + Bz, d) ki) - (6.69)

Thre Exposure E, 4 und erwartete Anzahl D, 4, an Todesféllen betragen im Zeitpunkt ¢

Eyar:= Z 1o, =2 Ldi=d " 1r;>t (6.70)
i€l
bzw.
Dy ap = Z ll_ﬂci,d:x Aag=a Lot piy = Ez,d,tﬂm,d,t~ (671)
icl

Bei der Kalibrierung von «(z,d) und S(z,d) kénnen anders als bei den Parametern der
Brown’schen Bewegung x nicht einfach die Schitzwerte aus dem diskreten Sterblichkeitsmo-
dell verwendet werden. Dies liegt daran, dass bei Verwendung der diskreten Schitzwerte die
aus dem stetigen Modell resultierenden, momentanen Sterblichkeitsintensitdten aufgrund der
Exponentialfunktion in Gleichung (6.69) und der Stochastizitit des Zeitindex x selbst bei

schrittweise konstanten Alterskoeffizienten nicht zu den jeweils fiir einen Einjahreszeitraum
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giiltigen Sterblichkeitsintensitdten des diskreten Modells konsistent wéren.

Zur Kalibrierung werden die Alterskoeffizienten daher neu geschitzt und gefordert, dass die
fiir Individuen i € I des Geschlechts d; = d und des Altersjahres x = |z;,] im diskre-
ten LEE & CARTER (1992)-Modell geschétzte Sterblichkeitsintensitit fi, 4,1 in der letzten
Zeitperiode [—1,0[ dem auf Basis des stetigen Modells erwarteten Wert entspreche:

E [ 1% Daay dt}

W' (6.72)

~ ~ 5 N !
Ha.d,—1 = eXP<az,d + 6z,d’€71> =

Oy.q und Bz,d seien dabei die Schitzwerte der Alterskoeffizienten fiir Manner bzw. Frauen

aus dem diskreten Sterblichkeitsmodell.

Unter der vereinfachenden Annahme, dass die Exposure E, 4 im Zeitablauf ndherungsweise

konstant sei und

]E[f_ol Dy ay dt} _ E[f_ol Eyrdtlic,dt dt} e {/0 . dt} o
E[f° Bracdt)  E[f° Eraudt] )

gelte, lisst sich die Funktion der Altersparameter «(-,-) aus den diskreten Schitzungen
G4, den gewdhlten Funktionswerten von (-, -) und der bereits festgelegten Dynamik des
Zeitindex bestimmen:

Oé(.’L‘, d) = OAéz,d + Bm,d"%fl - B(l’, d) Ro
(B(sc, d) ay + %B(sc, d)2 az) (6.74)

+1
' 1- exp(*ﬁ(xvd) Qg — %B(xvdf 0—121)

Die geschlossene Losung ist aufgrund der Verteilung von sy ~ <I>(/<;o + ot Jk\/i) und der

daraus folgenden Gleichung

E

/O1 M, dt dt‘| _ /0 E[exp(a($, d) + ﬂ(@ d) Ht)} dt

-1

0 1 2 o
= /_1 exp (a(w, d) + B(z,d) (ko + at) + 56(%, d) Uﬁt) dt (6.75)

exp (oz(x, d) + B(z,d) /-@0> (1 — exp(—ﬁ(x, d) o, — 2B(z, d)* 02))
Blw,d) a + 1B(z,d)? 02 '
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moglich.

Zur Kalibrierung des stetigen Sterblichkeitsmodells werden die Funktion g(-,-) und af(,-)

nun gleich
Blw,d) = Br.a (6.76)

bzw.

(Bac,dan + éB;ﬁ',dai)

L oxp(oaon— 52.107)

a(z,d) == dgq+In (6.77)

gesetzt. Wegen (6.76) entsprechen die erwartete Verdnderung 5(z, d) a,; dt und die Volatilitét
B(z,d) o,.\/dt der logarithmierten Sterblichkeitsintensititen von z-Jihrigen ihren diskreten
Pendants; wegen (6.77) ist Gleichung (6.72) erfiillt. Die resultierenden Koeffizienten sind in
Abbildung 6.1 dargestellt. Wie zu erwarten, dhnelt der Verlauf von «(z,d) demjenigen von
éiy.q stark (vgl. Abbildung 5.8 unten links); der Verlauf von 3(x,d) stimmt nach Gleichung
(6.76) per Definition mit demjenigen von Bm,d iiberein (vgl. Abbildung 5.8 unten rechts).

Alterskoeffizient (¢, d;) Alterskoeffizient 3(x;.:,d;)
T 0,04 ———F———
-1t : 0,012 : ]
2| 0,010 - |
=30 0,008 = i
-4 0,006 | - S 1
=5 0,004 1
=61 — ] 0,002 | " S
“The S 1 0,000 B
—8r st 1 —o002f 1
oL, o004l ]
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Alter x; ¢ Alter x; ¢

—— Ménner (d; = 1)

Frauen (d; = 2)

Abbildung 6.1: Alterskoeffizienten des Sterblichkeitsmodells

Im Gegensatz zur Dynamik des Zeitindex und den Alterskoeffizienten wird der zum Mafs-
wechsel bendtigte Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos n, nicht an konkreten Daten kalibriert.
Zum einen sind Marktpreise fiir Langlebigkeitsderivate nur schwer zugénglich (vgl. Kapitel

2.2.1.3 fiir Alternativen); zum anderen soll die Modellanwendung primér den Effekt von
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Abhéngigkeiten auf den Preis von Langlebigkeitsderivaten und weniger die Angemessenheit

beobachteter Marktpreise oder die Korrektheit des Bewertungsmodells aufzeigen.

Der Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos 7,, wird daher im Basisszenario ohne weitere Kali-

brierung gleich
Nk :=0,1 (6.78)
gesetzt. In Alternativszenarien werden Risikopreise
N, € {0,00; 0,040; 0,080; 0,085; 0,095; 0,090; 0,100; 0,120; 0,160; 0,200} (6.79)

betrachtet. Sie alle entsprechen in der Grofienordnung den Ergebnissen von BAUER ET AL.
(2010, Abbildung 1 und Tabelle 1) von 2002 bis 2006, die fiir ihr Forward-Rate-Modell
aus britischen Leibrentenraten und interpolierten, projizierten Sterblichkeitstafeln Sharpe
Ratios schitzen. Ihre Schitzungen reichen fiir den genannten Zeitraum von ca. 0,040 bzw.
0,175 (ebd., Abbildung 1).

6.2.1.2 Zinsmodell

Im Gegensatz zur Kalibrierung des Sterblichkeitsmodells erfolgt die Kalibrierung des Zins-
modells direkt unter dem Martingalmafl. Dadurch eriibrigt sich die Wahl des Marktpreises

des Zinsrisikos.

Der Parametervektor 6, := (ar,BT,a,«mtO), € R* wird so geschiitzt, dass die aus dem
Modell abgeleitete Zinsstruktur moglichst gut die tatséchliche Zinsstruktur im Zeitpunkt ¢,
d.h. am 1. Juli 2009, widerspiegelt. Dazu wird die Summe der quadratischen Abweichungen
zwischen den tatséchlichen Preisen P, (7;) und den Modellpreisen P, (6,,T;) verschiedener

Nullkouponanleihen mit Nennwert eins und Félligkeit T}, j € N,,,., minimiert.

. . / R -
Der Vektor 6, := (dr, Br, O, 7%) der Schatzwerte &, By, 6, und 7y, fir ., By, o, bzaw. ry,

ist demnach durch

nrt
f, := argming cps Z (Pyy (0, T;) — Py (T}))? (6.80)

j=1

definiert, wobei fiir Modellpreise P;(6,,T) aufgrund der affinen Struktur des CoX ET AL.
(1985)-Modells die folgende geschlossene Losung exisiert (BRIGO & MERCURIO, 2006, S. 66):

Pt<9raT) = At(GT,T) eXp(—Ct(OT,T) Tt) (681)
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mit
. om0, exp( (1(0r) ~ 5,) (T 1) /2) -
200, + (106~ 5,) (exp (T~ 0i0,) ) 1)
o)~ 2 (exp((T —t) h(6,) ) -1 655
20(0,) + (n(6,) - B, ) (exp((T —t)h(6,)) - 1)
und

hb,) : =/ B2 + 202. (6.84)

Die Minimierung in Gleichung (6.80) erfolgt mit Hilfe der ,R“-Funktion ,optim*“ und des dort
hinterlegten Algorithmus von BYRD ET AL. (1995) unter den Nebenbedingungen «, > 0,
Br <0, 0, > 0und r, > 0. Als Startwerte fiir a,, BT und o, dienen die Ergebnisse
der diskreten Zinsmodellschétzung aus Kapitel 5.2.3.2 fiir die einjdhrige T-Bill-Rendite bei
Jahresschritten zum Jahresersten, als Startwert fiir r;, das sich daraus ergebende langfristige

Zinsniveau —o, /BT

Die Datenbasis fiir die Preise P, (7;) der Nullkouponanleihen bilden die durch das U.S.
DEPARTMENT OF THE TREASURY (2011) veréffentlichten und in Tabelle 6.1 aufgefiihrten,
halbjéhrlich verzinsten Constant Maturity Treasury Yields (CMTs) Ry, (1) vom 1. Juli 2009
mit Laufzeiten T} — tg, j € Ny;.

Die Ergebnisse der Modellschiatzung sind wie folgt:

Gy = 0,0174 (6.85)
B = —0,3435 (6.86)
& = 0,1145 (6.87)
P = 0,0000 (6.88)

Das geschétzte, langfristige Zinsniveau liegt bei —dr/Br = 0,0506, die Mean-Reversion-
Geschwindigkeit bei —Br = 0,3435. Der Momentanzins r; betrdgt im Zeitpunkt ¢ty zwar
null, ist jedoch wegen der positiven zinsunabhingigen Driftkomponente im Zeitpunkt to +dt
positiv (vgl. Kapitel 6.2.2). Wegen 2d,. = 0,0348 > 0,0131 = 62 bleibt er dies Q-fast sicher
fiir alle spéteren Zeitpunkte t > ¢y (BRIGO & MERCURIO, 2006, S.641.).
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Marktdaten Modellergebnisse
i L=t Ri(T) Pu(T) R(00.7) Po(6,T)
1 %2 0,0013  0,9999 0,0007 0,9999
2 i 0,0017  0,9996 0,0021 0,9995
3 % 0,0033  0,9984 0,0041 0,9980
4 10,0054 0,9946 0,0078 0,9923
5 20,0105 0,9793 0,0140 0,9725
6 3  0,0157  0,9542 0,0190 0,9449
7 5  0,0251 0,8827 0,0262 0,8778
8 70,0320 0,8007 0,0311 0,8058
9 10 0,0355 0,7034 0,0357 0,7021
10 20 0,0432 0,4254 0,0420 0,4356
11 30 10,0434  0,2758 0,0442 0,2694

Tabelle 6.1: Tatsédchliche und geschitzte Zinsstruktur am 1. Juli 2009
Quelle: U.S. DEPARTMENT OF THE TREASURY (2011) und eigene Berechnungen

Die aus dem Modell resultierenden Zero-Coupon- und Zero-Bond-Kurven sind fiir die zur
Schétzung verwendeten Laufzeiten T — to, j € Niy, in Tabelle 6.1 und fiir weitere Laufzei-
ten T — to € Ry in Abbildung 6.2 dargestellt. Die ermittelten Anleihenpreise stimmen bei
allen Laufzeiten sehr genau mit den Marktdaten iiberein, wihrend die berechneten CMTs
Ry, (é,., T) zum Teil leicht davon abweichen. Dies trifft vor allem auf hohe Laufzeiten von
iiber zehn Jahren zu, bei denen die Modellkurve den zunéchst noch steilen und dann sehr
flachen Verlauf der tatsichlichen Zero-Coupon-Kurve nicht widerspiegeln kann. Bei der Mo-
dellanwendung wird diese Ungenauigkeit jedoch in Kauf genommen, da primér der Effekt
von Abhéangigkeiten auf den Preis von Langlebigkeitsderivaten und weniger die Angemes-
senheit beobachteter Marktpreise oder die Korrektheit des Bewertungsmodells aufgezeigt

werden sollen.
Zur Vereinfachung der Notation werden im Folgenden 6, := 0,, P(T) := P, (é,T) und
Ry(T) := Ry (é,T) gesetzt.

6.2.1.3 Abhingigkeitsstruktur

Wie beim Marktpreis des Sterblichkeitsrisiko werden auch bei der Abhéngigkeitsstruktur

verschiedene Szenarien betrachtet. Der Korrelationsparameter g, des Zinsmodells wird dabei
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Zero-Coupon-Kurve

Zero-Bond-Kurve
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Abbildung 6.2: Tatsachliche und geschitzte Zinsstruktur am 1. Juli 2009
Quelle: U.S. DEPARTMENT OF THE TREASURY (2011) und eigene Berechnungen

konstant gehalten und als
or:=0,8 (6.89)

definiert. Durch geeignete Wahl des Korrelationsparameters o, € ]—1, 1[ des Sterblichkeits-
modells kénnen so verschiedene Korrelationen g, g, € |—0,8;0,8[ erzeugt werden, ohne dass

der Prozess des Momentanzinses erneut simuliert werden miisste.

Im Basisszenario wird
3
o = —— 6.90
0 5 (6.90)

gesetzt, also eine Korrelation g,.9, von —0,3 modelliert. Fiir die {ibrigen Szenarien wird

6 5 5 6
Qme{_ga_sa"')878} (691)

gewdhlt, so dass alle Korrelationen von -0,6 bis 0,6 in 0,1-Schritten untersucht werden.

Insbesondere das Basisszenario steht mit einer Korrelation von g9, = —0,3 in Einklang
mit den empirischen Ergebnissen aus Kapitel 5.3. Bei einer Zeitverzdgerung von zweiein-
halb Jahren wurden dort sowohl fiir Deutschland als auch fiir die USA signifikante, nega-
tive Korrelationen gemessen. Fiir den jeweils langstmoglichen Zeitraum bewegen sie sich in
Deutschland zwischen —0,3177 und —0,4188 und betragen in den USA —0,2670.

Signifikant positive Korrelationen hingegen wurden bei einer positiven Zeitverzdgerung nur
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in den USA und nur bei einem Lag von einem Jahr gemessen. Fiir den ldngstmdoglichen
Zeitraum belaufen sie sich auf 0,4493 bis 0,5450.

6.2.2 Simulation

Die Bewertung der Sterblichkeitsderivate erfolgt mit Hilfe einer Monte-Carlo-Simulation in
»R¥. Dazu werden in 50.000 Simulationen jeweils 360 - 30 = 10800 unabhéngige, dreidimen-
sionale Vektoren von standardnormalverteilten Zufallsvariablen

2t0,2t0+At, ceey ET*fAt ~ (I)(O, 13) (692)

generiert und daraus die risikoneutralen Pfade von r, B, &, u;, und p;,(-) nach dem Euler-
Maruyama-Schema abgeleitet (vgl. GLASSERMAN, 2004, Kapitel 6.1.1, S. 339f., und SCHON-
BUCHER, 2003, Kapitel 7.7.1, S.214). Der Zeithorizont T™* := t¢ + 30 richte sich nach dem
spatesten Félligkeitstermin der betrachteten Derivate; als Schrittgrofie diene At := 1/360.

Zur Bestimmung der Simulationspfade von r und B setzt man By, := 1 und fiir alle ¢t =
to,to + At, ..., T* — At:

AW, i = p), (VAL 2,) (6.93)
sowie
T (ozr + Bﬂj‘) At + o, rj'AWT,t (6.94)
Biiat i = Brexp(riAt) . (6.95)
Die Verwendung von r;" := max(r,0) anstelle von r, im Drift- und Volatilitéitsterm ent-

spricht der von LORD ET AL. (2010) fiir stochastische Volatilitdtsmodelle vorgeschlagenen
Full-Truncation-Methode. Sie kann zwar kurzfristig negative Momentanzinsen nicht verhin-

dern, stellt jedoch sicher, dass der Wurzelterm stets definiert ist.

Zur Simulation von &, u;, und p;, () setzt man p;,(0) := 1 und

AWy = i, (VAL Zire) (6.96)
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sowie

R4+ At - = Kt + &KAt + O',QAWK,t (697)
Hio,t + = exp(as + Biikii) (6.98)
Dio (t + At) : = piy (t) exp(—puiy 1 At) (6.99)

fiir alle t € {0, At, ..., T* — I* — At}. Die zur Bewertung bendtigten Erwartungswerte erhélt

man durch Mittelwertbildung {iber die Simulationspfade.

6.3 Ergebnisse

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Modellanwendung vorgestellt. Dabei wird besonders
auf die Effekte von Laufzeit, Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos und Korrelation auf den

Survivor Index und die Forward- und Caplet-Preise eingegangen.

6.3.1 Zins- und Sterblichkeitsmodell

Abbildungen 6.3 und 6.4 zeigen die Ergebnisse der Zins- bzw. Sterblichkeitssimulation. Dar-
gestellt sind die Erwartungswerte und wichtigsten Quantile fiir den Momentanzins und das
Geldmarktkonto unter dem Martingalmafs bzw. fiir den Sterblichkeitsindex und den Survivor

Index unter sowohl dem realen als auch dem Martingalmaf.

Der Momentanzins liegt mit seinem Erwartungswert bereits nach zehn Jahren sehr nah am
langfristigen Mittelwert —a,./3, = 0,0506 (vgl. Abbildung 6.3). Er weist ebenso wie das
Geldmarktkonto eine deutliche und im Zeitablauf zunehmende Streuung sowie eine rechts-
schiefe Verteilung auf (ebd.).

Die Erwartungswerte und Quantile des Sterblichkeitsindex verlaufen unter beiden Mafien,
wie bei einer Brown’schen Bewegung mit negativem Drift zu erwarten (vgl. Abbildung 6.4
oben): Die Erwartungswerte fallen linear, die Varianz ist proportional zum Zeithorizont.
Dies impliziert einen Riickgang der allgemeinen Sterblichkeit und eine mit dem Zeithorizont
steigende Unsicherheit.

Der erwartete Survivor Index fillt ebenfalls anndhernd linear (vgl. Abbildung 6.4 unten). Die
Linearitét ergibt sich aus den mit dem Alter stark steigenden Sterblichkeitsintensitaten — bei
altersunabhéngigen Sterblichkeitsintensitéten wiirde der Survivor Index in etwa exponentiell
fallen. Da die Quantile und die Volatilitdt des Survivor Index aufgrund der Skalierung der

Abbildung nur schwer zu erkennen ist, sind sie fiir das Martingalmaf in Tabellen 6.2 bis 6.4
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Momentanzins r; unter Q Geldmarktkonto B; unter Q
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Abbildung 6.3: Simulation des Zinsmodells

aufgefiihrt.

Neben der recht symmetrischen Verteilung zeigt sich hier vor allem Folgendes: Die relative
Streuung des Survivor Index, gemessen als Verhéltnis der Standardabweichung oder Konfi-
denzintervalle zum Erwartungswert, steigt mit dem Zeithorizont (vgl. Tabelle 6.3), wihrend
die absolute Streuung nach ca. 24 Jahren abnimmt (vgl. Tabelle 6.4). Beispielsweise wer-
den mit 10%-iger Wahrscheinlichkeit nach 20 Jahren 6,35% und nach 30 Jahren mindestens
9,66% mehr Menschen iiberlebt haben, als erwartet. Dies entspricht jedoch nur 1,69% bzw.
1,05% der urspriinglichen Referenzbevilkerung. Die geringere absolute Streuung bei sehr
langen Zeithorizonten ergibt sich aus dem natiirlichen Riickgang des Survivor Index. Sie

wird sich bei der Bewertung des Survivor Caplets als wichtig erweisen.

Abbildung 6.4 gibt auch Aufschluss iiber die Unterschiede zwischen realem und Martingal-
maf. Unter dem Martingalmaf fillt der erwartete Sterblichkeitsindex stirker als unter dem
realen Mafk; bei der Bewertung wird folglich eine stirkere Abnahme der Sterblichkeit unter-
stellt. Dies spiegelt sich auch in dem unter dem Martingalmaf stets hoher liegenden Survivor
Index wider, wenngleich der Unterschied aufgrund der Skalierung der Abbildung nur schwer
zu erkennen ist. Aus diesem Grund werden die unter dem realen und dem Martingalmafs er-

warteten Survivor Indexes noch einmal in Tabelle 6.5 und Abbildung 6.5 gegeniibergestellt.

Erwartungsgemifs steigt der Unterschied zum realen Maft mit dem Marktpreis des Risikos.

Die Abhéngigkeit vom Zeithorizont ist weniger eindeutig: Wahrend das Verhiltnis vom
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Abbildung 6.4: Simulation des Sterblichkeitsmodells
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Quantil Survivor Index p;,(T'—1") bein, =0l und T -1 = ...
bzw. Moment 5 10 15 20 25 30
5%-Quantil 0,9004 0,7706 0,6119 0,4280 0,2449 0,0959
10%-Quantil 0,9011 0,7727 0,6156 0,4328 0,2496 0,0986
25%-Quantil 0,9023 0,7761 0,6217 0,4409 0,2576 0,1035
50%-Quantil 0,9036 0,799  0,6284  0,4498 02667  0,1089
75%-Quantil 0,049  0,7836  0,6350 04586 02756  0,1145
90%-Quantil 0,9060 0,7870 0,6408 0,4665 0,2836 0,1196
95%-Quantil 0,9067 0,7889 0,6443 0,4712 0,2886 0,1227
EQ[|F] 0,9036 0,7798 0,6282 0,4497 0,2667 0,1091

Tabelle 6.2: Erwartungswert und Quantile des Survivor Index in Abhéngigkeit der Laufzeit

Relative Abweichung p;, (T —1*) /E¢[p;, (T —1*) |Fs,] — 1

Quantil bein, =01lund T - 1" =...
bzw. Moment 5 10 15 20 25 30
5%-Quantil -0,0035 —0,0119 -0,0260 —0,0482 —0,0818 —0,1210
10%-Quantil —0,0027 —0,0092 -0,0202 -0,0377 —0,0641 —0,0960
25%-Quantil -0,0014 -0,0047 -0,0105 -0,0197 -0,0338 —0,0513
50%-Quantil 0,0000 0,0001 0,0002 0,0002 0,0000 —0,0012
75%-Quantil 0,0014 0,0049 0,0107 0,0199 0,0337 0,0503
90%-Quantil 0,0027 0,0091 0,0200 0,0373 0,0635 0,0966
95%-Quantil 0,0034 0,0116 0,0255 0,0479 0,0821 0,1254
S/]\D)Q['|Fto] 0,0021 0,0071 0,0156 0,0292 0,0498 0,0751

Tabelle 6.3: Volatilitédt des Survivor Index und Abweichung der Quantile relativ zum Erwar-
tungswert in Abhingigkeit der Laufzeit
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Absolute Abweichung pi, (T — 1) — E®[p;, (T — 1) | Fy,]

Quantil bein.=01lund T - 0" =...
bzw. Moment 5 10 15 20 25 30
5%-Quantil -0,0032 -0,0093 -0,0163 -—0,0217 -0,0218 —0,0132
10%-Quantil —0,0025 —0,0072 -0,0127 -0,0170 -0,0171 —0,0105
25%-Quantil -0,0013 —0,0037 —0,0066 —0,0089 —0,0090 —0,0056
50%-Quantil 0,0000 0,0001 0,0001 0,0001 0,0000 —0,0001
75%-Quantil 0,0013 0,0038 0,0067 0,0089 0,0090 0,0055
90%-Quantil 0,0024 0,0071 0,0125 0,0168 0,0169 0,0105
95%-Quantil 0,0031 0,0091 0,0160 0,0215 0,0219 0,0137
g/ﬂ\)Q[.|}"to] 0,0019 0,0056 0,0098 0,0131 0,0133 0,0082

Tabelle 6.4: Volatilitdt des Survivor Index und Abweichung der Quantile vom Erwartungs-
wert in Abhéngigkeit der Laufzeit

Erwartungswerte E%[p; (T — 1) |F;,] bei T — 1" = ...
Nk 5 10 15 20 25 30
0,00 0,9032 0,7783  0,6248 0,4444  0,2607  0,1051
0,04 0,9033 0,7789  0,6262 0,4465 0,2631 0,1067
0,08 0,9035 0,7795 0,6275 0,4486  0,2654 0,1082
0,10 09036 0,7798 0,6282 04497  0,2667  0,1091
0,12 0,9037 0,7802 0,6290 0,4508  0,2679  0,1099
0,16 0,9038 0,7808 0,6302 0,4528  0,2702 0,1115
0,20 0,9039 0,7814 0,6316 0,4550 0,2727  0,1132

Tabelle 6.5: Erwartungswert des Survivor Index in Abhingigkeit des Marktpreises des Sterb-
lichkeitsrisikos und der Laufzeit
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Abweichung von E9[p, (T —I*)|F;,] zum Fall 1, =0
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Abbildung 6.5: Abweichungen im erwarteten Survivor Index fiir verschiedene Marktpreise
des Sterblichkeitsrisikos in Abhéngigkeit der Laufzeit

Survivor Index unter dem Martingalmaf zu demjenigen unter dem realen Mafs mit der

Laufzeit steigt, fillt die Differenz ab einem Zeithorizont von ca. 24 Jahren. Dies ist wieder

auf den sterblichkeitsbedingten Riickgang des Survivor Index zuriickzufiihren, der bei langen

Zeithorizonten den Anstieg des prozentualen Unterschieds kompensiert.

Der unter dem realen Maf erwartete Survivor Index und die fiir die Bewertung des Survivor

Caplets resultierenden Cap Rates sind in Tabelle 6.6 dargestellt.

Cap Rates Ksc bei T —tp =...

ksc 5 10 15 20 25 30

0,000 0,9032 0,7783 0,6248 0,4444 0,2607 0,1051
0,025 10,9258 0,7977 0,6405 0,4555 0,2672  0,1077
0,060 0,9484 08172 0,6561 0,4666 0,2737 0,1103

Tabelle 6.6: Verwendete Cap Rates

6.3.2 Survivor Forward

Abbildung 6.6 zeigt die aus dem Basismodell mit 1, = 0,1 und p,0, = —0,3 resultieren-

den Survivor-Forward-Preise unterschiedlicher Laufzeiten. Fiir alternative Marktpreise des
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Risikos sind sie in Tabelle 6.7, fiir alternative Korrelationen in Tabelle 6.8 dargestellt.

Fsy bei 0, = 0,1 und 0,0, = —0,3

10| :
08| ]
06| ]
04l ]

0,2 |

L L L L L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30
Laufzeit T — to

Abbildung 6.6: Survivor-Forward-Preis im Basismodell in Abhéngigkeit der Laufzeit

Survivor-Forward-Preis Fsp bei 9,0, = —0,3 und T —ty = ...
Nr 5 10 15 20 25 30
0,00 0,9032 0,7781 0,6243 0,4435 0,2596 0,1043
0,04 0,9033 0,7787 0,6257 0,4457 0,2621 0,1060
0,08 0,9035 0,7793 0,6271 0,4478 0,2644 0,1076
0,10 0,9035 0,7797 0,6277 0,4488 0,2656 0,1083
0,12 0,9036 0,7800 0,6285 0,4500 0,2669 0,1092
0,16 0,9038 0,7806 0,6297 0,4520 0,2692 0,1108
0,20 0,9039 0,7812 0,6311 0,4542 0,2717 0,1125

Tabelle 6.7: Preis des Survivor Forwards in Abhéngigkeit des Marktpreises des Sterblich-
keitsrisikos und der Laufzeit

In allen Fillen fallen die Forward-Preise mit der Laufzeit. In den Werten und der Abhdn-
gigkeit von der Laufzeit T — ty &hneln sie stark dem unter dem realen oder Martingalmafs
erwarteten Survivor Index in Abbildung 6.4. Angesichts der Bewertungsformel (6.61) ist
dies wenig iiberraschend: Bei einer Korrelation von g,.0, = 0 stimmen die Forward-Preise
mit dem unter dem Martingalmafl erwarteten Survivor Index iiberein. Eine Abweichung zu
letzterem ergibt sich folglich nur aus der Korrelation, eine Abweichung zu dem unter dem
realen Mafs erwarteten Survivor Index nur aus der Korrelation und dem Marktpreis des
Sterblichkeitsrisikos.

Auch in ihrer Abhdngigkeit vom Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos n, (vgl. Tabelle 6.7
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Survivor-Forward-Preis Fsp bei ., =0,1 und T —tp = ...
Or Ok 5 10 15 20 25 30
—0,6 0,9035 0,7795 0,6272 0,4479 0,2646 0,1076
-0,5 0,9035 0,7795 0,6274 0,4482 0,2649 0,1079
—0,4 0,9035 0,7796 0,6275 0,4485 0,2653 0,1081
0,3 09035  0,7797  0,6277  0,4488  0,2656  0,1083
—0,2 0,9035 0,7797 0,6279 0,4491 0,2659 0,1086
-0,1 0,9036 0,7798 0,6281 0,4494 0,2663 0,1088
0,0 0,9036 0,7798 0,6282 0,4497 0,2666 0,1090
0,1 0,9036 0,7800 0,6284 0,4500 0,2670 0,1093
0,2 0,9036 0,7800 0,6286 0,4503 0,2674 0,1096
0,3 09036  0,7801 0,6288 04506 02677  0,1098
0,4 0,9036 0,7801 0,6289 0,4509 0,2680 0,1100
0,5 0,9036 0,7802 0,6291 0,4511 0,2684 0,1102
0,6 0,9036 0,7802 0,6293 0,4514 0,2687 0,1105

Tabelle 6.8: Preis des Survivor Forwards in Abhéngigkeit von Korrelation und Laufzeit

und Abbildung 6.7) stimmen die Forward-Preise und der unter dem Martingalmafl erwar-
tete Survivor Index fast perfekt iiberein. Wie zu erwarten, steigen die Forward-Preise bei
gegebener Korrelation und Laufzeit mit dem Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos. Dies liegt
daran, dass ein hoherer Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos eine geringere risikoneutrale
Sterblichkeit und folglich einen héheren Uberlebensindex impliziert. Interessanterweise sind
die Forward-Preise anndhernd linear vom Marktpreis des Risikos abhéngig.

Wie beim erwarteten Survivor Index steigt dabei der relative Effekt des Marktpreises des
Sterblichkeitsrisikos mit der Laufzeit — und zwar umso stérker je hoher die Laufzeit—, wih-
rend der absolute Effekt ab einem Zeithorizont von ca. 24 Jahren abnimmt. Letzteres ist
wieder auf den natiirlichen, sterblichkeitsbedingten Riickgang des Survivor Index zuriickzu-

fiihren.

Trotz der beschriebenen, stets positiven Abhingigkeit scheint der Effekt des Marktpreises
des Sterblichkeitsrisikos zuniichst gering: So fiihrt eine 20%-ige Uberschitzung gegeniiber
dem Basismodell selbst bei einer Laufzeit von 25 Jahren lediglich zu einer Uberschiitzung
des Forward-Preises um 0,0013, bei Laufzeiten von zehn, 20 bzw. 30 Jahren sogar nur um
0,0003, 0,0012 bzw. 0,0009. Relativ zum Forward-Preis im Basismodell entspricht dies einer
Uberschiitzung um 0,48%, 0,04%, 0,25% bzw. 0,79%.

Beachtenswert wird die Abhéngigkeit des Survivor-Forward-Preises vom Marktpreis des Ri-
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Abweichung von Fgr zum Fall 7, = 0 bei p,0, = —0,3
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Abbildung 6.7: Abweichungen im Survivor-Forward-Preis fiir verschiedene Marktpreise des
Sterblichkeitsrisikos in Abhéngigkeit der Laufzeit

sikos daher nur angesichts der langen Laufzeit von Sterblichkeitsderivaten und der grofien
Schwankungsbreite in den Schitzungen des Marktpreises des Sterblichkeitsrisikos (vgl. die
Schétzungen von BAUER ET AL., 2010).

Die Abhdngigkeit des Forward-Preises von der Korrelation o, 0, 13sst sich fiir unterschiedliche
Laufzeiten Tabelle 6.8 und Abbildungen 6.8 und 6.9, fiir unterschiedliche Marktpreise des
Sterblichkeitsrisikos Tabelle 6.9 und Abbildung 6.10 entnehmen.

Es zeigt sich, dass der Survivor-Forward-Preis stets positiv von der Korrelation abhingt.
Dies lésst sich leicht erkléren: Im Vergleich zum Nullkorrelationsfall geht bei einer positi-
ven (negativen) Korrelation zwischen Sterblichkeit und Zinsen ein niedriger Survivor Index
tendenziell mit einem hohen (niedrigen) Geldmarktkonto einher und andersherum. Hohe
Auszahlungen des Survivor Forwards werden daher tendenziell weniger stark (stirker) dis-
kontiert als niedrige Auszahlungen, was bei ansonsten gleichen Verteilungsannahmen den
Wert des Survivor Forwards bei einem gegebenen Forward-Preis erhoht (schmaélert). Um bei
Vertragsabschluss einen Wert von null zu erreichen, muss der Forward-Preis daher hoher

(niedriger) ausfallen. Dies gilt umso mehr, je stirker positiv (negativ) die Korrelation ist.

Ahnlich wie die Abhiingigkeit des Forward-Preises vom Marktpreis des Risikos stellt sich
auch seine Abhéngigkeit von der Korrelation als linear heraus (vgl. Abbildungen 6.9 und 6.10
rechts). Auch hingt der Preiseffekt wieder von der Laufzeit ab: Wie beim Marktpreis des
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Abweichung von Fgr zum Fall g0, =0 bei 5, =0,1
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Abbildung 6.8: Abweichungen im Survivor-Forward-Preis fiir verschiedene Korrelationen in

Abhingigkeit der Laufzeit

Survivor-Forward-Preis Fsp bei T'—tp =20 und 7, = ...

oror 0,00 0,04 008 0,0 0,12 0,16 0,20
—0,6  0,4426 0,4449 0,4469 0,4479 0,4491 0,4511 0,4533
—0,5  0,4420 04451 0,4472 0,4482 0,4494 0,4514 0,4535
—0,4 044432 0,4454 0,4475 0,4485 0,4497 04517  0,4538
—0,3  0,4435 04457 0,4478 0,4488 0,4500 0,4520 0,4542
—0,2 04438 0,4460 0,4481 0,4491 0,4502 0,4523 0,4544
—0,1  0,4440 0,4463 0,4484 0,4494 0,4505 0,4526 0,4546
0,0 044443 0,4465 0,4486 0,4497 04508 0,4528  0,4550
0,1 04447 04468 0,4489 0,4500 0,4510 0,4531 0,4553
0,2 04450 0,4470 0,4492 0,4503 0,4514 0,4534  0,4556
0,3 04452 0,4474 0,4495 0,4506 0,4516 0,4537  0,4558
0,4 04455 04477 0,4498 0,4509 0,4519 0,4540 0,4561
0,5 04458 0,4480 0,4501 0,4511 0,4522 0,4543  0,4564
0,6 04461 0,4483 04503 0,4514 04525 0,4546  0,4567

Tabelle 6.9: Preis des Survivor Forwards in Abhingigkeit der Korrelation und des Markt-

preises des Sterblichkeitsrisikos
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Survivor-Forward-Preis Fgp bei 7, = 0,1
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Risikos steigt der relative Effekt der Korrelation mit der Laufzeit immer stirker an, wihrend
der absolute Effekt ab einem Zeithorizont von ca. 24 Jahren abnimmt (vgl. Abbildung 6.8).
Letzteres ist wieder auf den natiirlichen, sterblichkeitsbedingten Riickgang des Survivor
Index zuriickzufiihren; ersteres lésst sich auch an der mit der Laufzeit steigenden Steigung

in Abbildung 6.9 rechts erkennen.

Die beschriebene Abhéngigkeit von der Korrelation gilt unabhingig vom Marktpreis des
Risikos. Bei gegebener Laufzeit fiihrt ein hoherer Marktpreis des Risikos hauptséchlich zu
einer Verschiebung der Forward-Preise nach oben; der absolute und relative Preiseffekt der
Korrelation verdndern sich kaum (vgl. Abbildung 6.10).

Insgesamt scheint der Einfluss der Korrelation auf den Forward-Preis gering: Verwendet
man bei der Bewertung eine Korrelation von ¢,.0, = 0 statt o.0, = —0,3, ergibt sich bei
Laufzeiten von zehn, 20, 25 und 30 Jahren ein Preisuterschied von 0,0001, 0,0009, 0,0010
bzw. 0,0007. Dies entspricht einer Uberschiitzung des Forward-Preises um 0,02%, 0,19%,
0,39% bzw. 0,65% im Vergleich zum Basismodell und ist daher erst bei langen Laufzeiten

und hohen Nennwerten beachtenswert.

Anders sieht es fiir Einfluss der Korrelation auf den impliziten Marktpreis des Sterblichkeits-
risikos aus. Hier fiihrt die Annahme einer weniger negativen oder stirker positiven Korrela-
tion bereits bei kurzen Laufzeiten zu einer deutlichen Unterschitzung des Marktpreises des
Sterblichkeitsrisikos.

Zur Verdeutlichung sei unterstellt, dass das Basismodell mit g, 0,, = —0,3 und 7, = 0,1 kor-
rekt spezifiziert sei. Schitzt man aus den resultierenden Forward-Preisen implizite Markt-
preise des Sterblichkeitsrisikos und vernachlissigt man dabei die Korrelation, erhilt man
fiir Laufzeiten von zehn, 20, 25 und 30 Jahren Risikopreise von 0,0881, 0,0839, 0,0829 bzw.
0,0822. Dies entspricht einer Unterschéitzung des korrekten Marktpreises des Risikos um
11,91%, 16,14%, 17,12% bzw. 17,81%.™ Ob die anhand eines Modells ohne Korrelation be-
stimmten Marktpreise des Risikos fiir Derivate mit anderer Laufzeit und insbesondere solche

mit anderer Auszahlungsfunktion verwendet werden kénnen, ist daher fraglich.

6.3.3 Survivor Caplet

Abbildung 6.11 zeigt die aus dem Basismodell mit 7, = 0,1 und 9,0, = —0,3 resultie-
renden Survivor-Caplet-Preise unterschiedlicher Laufzeiten und Cap Rates. Fiir alternative

Marktpreise des Risikos sind sie in Tabelle 6.10, fiir alternative Korrelationen in Tabelle 6.11

74Die impliziten Marktpreise des Risikos wurden durch lineare Interpolation aus den Forward-Rate-Preisen
fiir n, € {0,080;0,085; 0,090} bestimms.
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dargestellt.

IIsc bei 7, = 0,1 und g,0. = —0,3
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Abbildung 6.11: Survivor-Caplet-Preis in Abhingigkeit der Laufzeit

In allen Fallen zeigt sich eine negative Abhdngigkeit des Caplet-Preises vom Cap-Rate-
Aufschlag ksg. Dies ist nicht iiberraschend, da eine hohere Cap Rate ceteris paribus zu

selteneren und weniger hohen Auszahlungen fiihrt.

Bei der Abhangigkeit des Caplet-Preises von der Laufzeit T — tg kommen drei Effekte zum
Tragen: Erstens nimmt die absolute Volatilitdt, wie in Kapitel 6.3.1 beschrieben, bis zu
einer Laufzeit von ca. 24 Jahren zu. Dies allein sollte zunéchst zu steigenden und danach zu

fallenden Caplet-Preisen fiihren.

Zweitens muss die Auszahlung bei langen Laufzeiten stérker diskontiert werden. Im Vergleich
zum ersten Effekt sollten die Caplet-Preise dadurch zunéchst weniger schnell steigen und
dann frither sowie starker fallen. Der Scheitelpunkt verschiebt sich ceteris paribus nach links;

die Kurve verlauft zunéchst flacher und fallt dann steiler.

Drittens und letztens steigt der unter dem Martingalmafl erwarteten Survivor Index mit der
Laufzeit relativ zur Cap Rate (vgl. Abbildung 6.12 rechts). Dies liegt daran, dass die Cap
Rate an den unter dem realen Maft erwarteten Survivor Index gekoppelt ist und das Ver-
héltnis von dem unter Martingalmafs erwarteten Survivor Index zu diesem mit der Laufzeit
steigt (vgl. Abbildung 6.5 rechts).

Absolut betrachtet, vergrofiert sich bei einem Aufschlag von kgc = 0 der Abstand des
erwarteten Survivor Index zur Cap Rate bis zu einer Laufzeit von ca. 24 Jahren und nimmt

dann ab (vgl. Abbildung 6.12 links). Letzteres liegt abermals an dem natiirlichen Riickgang
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Caplet-Preis Hsc,t,o bei 0,0, = —-0,3und T —tg = ...
N 5 10 15 20 25 30
ksc = 0,000
0,00 0,6576 1,4913 2,0315 2,0899 1,6222 0,7633
0,04 0,7194 1,7201 2,4295 2,5741 2,0514 0,9880
0,08 0,7945 1,9740 2,8579 3,1040 2,5294 1,2431
0,10 0,8301 2,0920 3,0734 3,3785 2,7820 1,3788
0,12 0,8761 2,2372 3,3222 3,6918 3,0701 1,5385
0,16 0,9450 2,4902 3,7851 4,2920 3,6337 1,8478
0,20 1,0244 2,7884 4,3301 4,9947 4,2885 2,2081
ksc = 0,025
0,00 0,0000 0,0001 0,1065 0,5540 0,7936 0,4854
0,04 0,0000 0,0002 0,1463 0,7458 1,0624 0,6529
0,08 0,0000 0,0003 0,2101 0,9868 1,3817 0,8535
0,10 0,0000 0,0003 0,2362 1,1059 1,5543 0,9627
0,12 0,0000 0,0005 0,2761 1,2653 1,7640 1,0943
0,16 0,0000 0,0005 0,3508 1,5720 2,1776 1,3529
0,20 0,0000 0,0011 0,4746 1,9772 2,6867 1,6667
ksc = 0,050
0,00 0,0000 0,0000 0,0005 0,0875 0,3327 0,2907
0,04 0,0000 0,0000 0,0010 0,1257 0,4714 0,4075
0,08 0,0000 0,0000 0,0016 0,1919 0,6556 0,5550
0,10 0,0000 0,0000 0,0017 0,2221 0,7527 0,6365
0,12 0,0000 0,0000 0,0029 0,2676 0,8836 0,7385
0,16 0,0000 0,0000 0,0043 0,3625 1,1451 0,9438
0,20 0,0000 0,0000 0,0079 0,5107 1,4930 1,2028

Tabelle 6.10: Preis des Survivor Caplets in Abhéngigkeit von Cap Rate, Marktpreis des
Sterblichkeitsrisikos und Laufzeit
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Caplet-Preis sc, 4, bein,=0,1und T —typ = ...
0r 0k 5 10 15 20 25 30
ksc = 0,000
—0,6 0,8186 2,0111 2,8917  3,1308  2,5465 1,2487
-0,5 0,8218 2,0370  2,9519  3,2136  2,6254 1,2921
—0,4 0,8250  2,0633  3,0109  3,2948  2,7025 1,3351
—0,3 0,8301 2,0920 3,0734  3,3785  2,7820 1,3788
-0,2 0,8318 2,1160  3,1271 3,4567  2,8587 1,4217
—-0,1 0,8356 2,1423  3,1857  3,5379  2,9367  1,4650
0,0 0,8392 2,1675  3,2441 3,6209  3,0151 1,5084
0,1 0,8521 2,2192  3,3284  3,7186  3,1039 1,5596
0,2 0,8553 2,2264  3,3543  3,7763  3,1702 1,6003
0,3 0,8592 2,2697  3,4393  3,8780  3,2567 1,6455
0,4 0,8615 2,2929  3,4934  3,9557  3,3338 1,6894
0,5 0,8641 2,3165  3,5461 4,0329  3,4108 1,7336
0,6 0,8687  2,3343  3,5972  4,1097  3,4971 1,7834
ksc = 0,025
—0,6 0,0000  0,0003  0,2073  0,9871 1,3871 0,8562
—0,5 0,0000  0,0003  0,2179 1,0272 1,4431 0,8920
—-0,4 0,0000  0,0003  0,2281 1,0658 1,4986  0,9268
—-0,3 0,0000  0,0003  0,2362 1,1059 1,5543  0,9627
—0,2 0,0000  0,0002  0,2459 1,1429 1,6082  0,9970
-0,1 0,0000  0,0002  0,2540 1,1816 1,6632 1,0328
0,0  0,0000 0,0002 0,2600 1,2190 1,7174  1,0680
0,1 0,0000 0,0006  0,2794 1,2842 1,7885 1,1121
0,2 0,0000  0,0006 0,2736 1,2966 1,8304 1,1445
0,3 0,0000  0,0003  0,2990 1,3601 1,8982 1,1838
0,4 0,0000  0,0003  0,3063 1,3967 1,9517 1,2189
0,5 0,0000  0,0003  0,3129 1,4325  2,0046 1,2543
0,6 0,0000  0,0004 0,3162 1,4694  2,0667  1,2955
ksc = 0,050
—0,6 0,0000  0,0000 0,0018 0,1887  0,6527  0,5545
—-0,5 0,0000  0,0000 0,0019 0,2009 0,6867 0,5817
—0,4 0,0000  0,0000 0,0018 0,2125 0,7194 0,6091
-0,3 0,0000  0,0000 0,0017 0,2221 0,7527  0,6365
-0,2 0,0000  0,0000 0,0016 0,2333 0,7848  0,6631
—0,1 0,0000  0,0000 0,0016 0,2433 0,8176  0,6901
0,0 0,0000  0,0000 0,0018 0,2522 0,8506 0,7177
0,1 0,0000  0,0000 0,0028 0,2753 0,9040 0,7537
0,2 0,0000  0,0000 0,0032 0,2727 0,9200 0,7764
0,3 0,0000  0,0000 0,0024 0,2994 0,9714  0,8097
0,4 0,0000  0,0000 0,0025 0,3096 1,0033  0,8369
0,5 0,0000  0,0000 0,0027 0,3195 1,0344  0,8640
0,6 0,0000  0,0000 0,0034 0,3260 1,0686  0,8956

Tabelle 6.11: Preis des Survivor Caplets in Abhéngigkeit von Cap Rate, Korrelation und
Laufzeit
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des erwarteten Survivor Index. Da die Option dadurch zunéichst stirker und dann weniger
stark im Geld ist, verstirkt dies den ersten der drei beschriebenen Effekte und fithrt zu

zunichst steigenden und dann fallenden Caplet-Preisen.

Bei Aufschligen von ke = 0,025 bzw. ksc = 0,050 hingegen steigt die Differenz des erwar-
teten Survivor Index zur Cap Rate bis zu einer Laufzeit von mindestens 30 Jahren weiter
an (vgl. Abbildung 6.12 links). Ursache dieses monotonen Anstiegs ist, dass die Cap Rate
hier sehr lange {iber dem erwarteten Survivor Index liegt. Infolge dessen sind hier nicht nur
die Caplet-Preise bis zu einer Laufzeit von 8,50 bzw. 12,75 Jahren null; auch verschiebt sich

in diesen Fallen der Scheitelpunkt der Caplet-Preiskurve in Abbildung 6.11 nach rechts.

Insgesamt ergibt sich so der in Abbildung 6.11 dargestellte Zusammenhang zwischen Caplet-
Preis, Cap-Rate-Aufschlag und Laufzeit.

Abweichung von E@[p, (T — I*)|F;,] zu Ksc bei 1, = 0,1
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Abbildung 6.12: Abweichung des erwarteten Survivor Index von der Cap Rate fiir verschie-
dene Cap-Rate-Aufschlidge in Abhingigkeit der Laufzeit

Die Abhangigkeit des Caplet-Preises vom Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos n, fallt wie
beim Survivor-Forward-Preis positiv aus (vgl. Tabelle 6.10 und Abbildung 6.13). Dies liegt
daran, dass ein hoherer Marktpreis des Risikos einen hoheren Uberlebensindex impliziert,
das Caplet also ceteris paribus h&ufiger und hoher auszahlt. Der Preiseffekt ist dabei nicht

linear, sondern umso stirker, je hoher der Marktpreis des Risikos liegt.

Die Stéarke des Preiseffekts ist auch von der Laufzeit des Caplets abhéngig: Wie Abbildung
6.13 zeigt, wachst die relative Abweichung des Caplet-Preises zum Fall n,, = 0 im Basisfall
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ksc = 0 streng monoton mit der Laufzeit. Die absolute Abweichung nimmt bis zu einer
Laufzeit von ca. 21 Jahren zu und geht dann zuriick. Dies ist auf die beschriebene Laufzeit-

abhingigkeit des Caplet-Preises zuriickzufiihren.

Abweichung von Ilgc ¢, zum Fall 7, =0 bei ksc =0 und p, 0, = —0,3

Differenz Verhaltnis

30[
2,5 |
2,0 |
15
1,0]
0,5
0,0/

0 5 1

0 15 20 25 30
Laufzeit T — to

Nk = 0,08
mee e =0,12--- 1, =0,16 N = 0,20

e = 0,10

Abbildung 6.13: Abweichung des Survivor-Caplet-Preises fiir verschiedene Marktpreise des
Sterblichkeitsrisikos in Abhéngigkeit der Laufzeit

Der Scheitelpunkt liegt dabei leicht rechts von demjenigen in Abbildung 6.11 und verschiebt
sich bei hoheren Marktpreisen des Risikos weiter nach rechts. Dies ist dem stirkeren erwar-
teten Anstieg des Survivor Index geschuldet, der bei gegebener Laufzeit zu einem grofieren
Abstand zur Cap Rate fiihrt und daher den Scheitelpunkt der Caplet-Preis-Kurve fiir hohere
Marktpreise des Risikos nach rechts verschiebt.

Die Ergebnisse fiir hohere Cap-Rate-Aufschlidge ksc € {0,025;0,050} sind hinsichtlich des
absoluten Preiseffekts dhnlich. Zwar fillt der Preiseffekt angesichts der geringeren Caplet-
Preise deutlich geringer aus und ist erst ab einer Laufzeit von ca. 12 bzw. 15 Jahren fest-
zustellen; nichtdestotrotz dhnelt sein Verlauf der Kurve in Abbildung 6.13 links mit einem
deutlich nach rechts verschobenen Scheitelpunkt. Im Gegensatz dazu verlduft der relative
Preiseffekt fiir ks € {0,025;0,050} vollig anders. Bei Laufzeiten um 12 bzw. 15 Jahre fallt
er um ein Vielfaches grofer aus als bei lingeren Laufzeiten, was auf die Caplet-Preise von

oder nahe null zuriickzufiihren ist.

Insgesamt ist der absolute Preiseffekt des Marktpreises des Risikos beim Surivor Caplet noch

geringer als beim Survivor Forward. So fiihrt eine 20%-ige Uberschitzung gegeniiber dem
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Basismodell bei ksc = 0, Nsc = 1000 und Laufzeiten von zehn, 20, 25 bzw. 30 Jahren
lediglich zu einer Uberschiitzung des Caplet-Preise von 0,1452, 0,3133, 0,2881 bzw. 0,1597.
Relativ zum Caplet-Preis im Basismodell entspricht dies jedoch einer Uberschiitzung um
6,94%, 9,27%, 10,35% bzw. 11,58%. Bei hoheren Cap-Rate-Aufschldgen féllt die relative
Abweichung noch hoher aus. Ein moglichst genauer Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos ist

daher fiir die Bewertung von Survivor Caplets von grofter Bedeutung.

Die Abhdngigkeit des Caplet-Preises von der Korrelation g, 1isst sich fiir unterschiedliche
Laufzeiten Tabelle 6.11 und fiir unterschiedliche Marktpreise des Sterblichkeitsrisikos Tabelle
6.12 entnehmen. Fiir den Fall kg = 0 ist sie auferdem in Abbildungen 6.14 und 6.15 bzw.
Abbildung 6.16 dargestellt.

Abweichung von Ilgc ¢, zum Fall g0, =0 bei ks¢ =0 und n, =0,1
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Abbildung 6.14: Abweichung des Survivor-Caplet-Preises fiir verschiedene Korrelationen in
Abhéngigkeit der Laufzeit

Stets zeigt sich, dass der Survivor-Caplet-Preis positiv von der Korrelation abhiingt. Wie
beim Survivor-Forward-Preis ist dies darauf zuriickzufiihren, dass bei einer positiven (ne-
gativen) Korrelation zwischen Momentanzins und Sterblichkeit ein hoher Survivor Index
tendenziell mit einem niedrigem (hohem) Geldmarktkonto einhergeht. Bei einer Auszahlung
bzw. einer besondern hohen Auszahlung des Survivor Caplets muss daher tendenziell we-
niger stark (stirker) diskontiert werden, als wenn es das Survivor Caplet nicht im Geld ist

oder es nur zu einer niedrigen Auszahlung kommt. Dies erhoht (schmélert) den Wert des
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Survivor-Caplet-Preis Ilsc ¢, bei ksc =0 und 7, =0,1

Survivor-Caplet-Preis ITsc ¢, Verhiltnis zum Fall p,0, =0
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Abbildung 6.15: Sensitivitét des Survivor-Caplet-Preises auf die Korrelation bei verschiede-
nen Laufzeiten

Survivor-Caplet-Preis Ilgc ¢, bei ksc =0 und 7' — ¢y = 20

Survivor-Caplet-Preis IIsc,¢, Verhéltnis zum Fall g,0, =0
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Abbildung 6.16: Sensitivitat des Survivor-Caplet-Preises auf die Korrelation bei verschiede-
nen Marktpreisen des Sterblichkeitsrisikos
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Caplet-Preis Ilsc,:, bei T'—to =20 und 7n,, = ...
0r 0k 0,00 0,04 0,08 0,10 0,12 0,16 0,20
ksc = 0,000
—0,6 1,9078  2,3583  2,8549  3,1308  3,4291  4,0107  4,7050
-0,5 1,9681  2,4307 2,9385  3,2136  3,5177  4,1046  4,7767
—0,4 2,0291  2,5034  3,0214  3,2948 3,6049  4,1995  4,8739
-0,3 2,0899  2,5741  3,1040 3,3785  3,6918  4,2920  4,9947
-0,2 2,1515  2,6464  3,1875  3,4567  3,7781  4,3910  5,0985
-0,1 2,2137  2,7168  3,2678  3,56379  3,8638  4,4853  5,1586
0,0 2,2755  2,7873  3,3450  3,6209  3,9504  4,5737  5,2672
0,1 2,3412  2,8484  3,4023 3,7186  4,0148 4,6500  5,3643
0,2 2,4217  2,9007  3,4659  3,7763  4,1021  4,7675  5,4945
0,3 2,4689  2,9904 3,5633  3,8780 4,1914  4,8399  5,5508
0,4 2,5309  3,0603  3,6382  3,9557 4,2783  4,9366  5,6449
0,5 2,5953  3,1291  3,7107 4,0329 4,3640 5,0345  5,7389
0,6 2,6600 3,1944 3,7832 4,1097 14,4333 5,1153  5,8687
ksc = 0,025
—0,6 0,4822  0,6502 0,8627 0,9871 1,1226  1,4121  1,7960
-0,5 0,5064 0,6836 0,9056 1,0272  1,1724  1,4657  1,8427
—-0,4 0,5308 0,7160 0,9466 1,0658 1,2204 1,5196  1,9028
-0,3 0,5540  0,7458  0,9868  1,1059  1,2653  1,5720 1,9772
—0,2 0,5774  0,7795  1,0253  1,1429  1,3140 1,6272  2,0439
—0,1 0,6006 0,8100 1,0635 1,1816 1,3582 1,6814 2,0773
0,0 06232 0,8381 1,1017 1,2190 1,4013 1,7330 2,1528
0,1 0,6538  0,8658  1,1238  1,2842  1,4325  1,7815  2,2088
0,2 0,6821  0,8902 1,1512 1,2966  1,4750 1,8484  2,2878
0,3 0,7025 0,9308 1,1984 11,3601 1,5258  1,8891  2,3160
0,4 0,7274  0,9622 1,2350 1,3967 1,5700 1,9414  2,3700
0,5 0,7517  0,9941  1,2698 1,4325 1,6143  1,9948  2,4249
0,6 0,7870  1,0091  1,2940 1,4694 1,6422 2,0399 2,5110
ksc = 0,050
—0,6 0,0704 0,1050 0,1554 0,1887 0,2245 0,3094 0,4377
-0,5 0,0759  0,1124 0,1671  0,2009 0,2385 0,3270  0,4566
—0,4 0,0818 0,1196 0,1796  0,2125 0,2536  0,3444  0,4797
-0,3 0,0875  0,1257  0,1919 0,2221  0,2676  0,3625  0,5107
—0,2 0,0929 0,1341 0,2049 0,2333 0,2852 0,3811  0,5358
-0,1 0,0979  0,1413  0,2159  0,2433  0,3009 0,3999  0,5496
0,0 0,1026  0,1480 0,2256  0,2522  0,3131  0,4179  0,5681
0,1 0,1111  0,1627 0,2344 0,2753 0,3181  0,4370  0,5915
0,2 0,1130 0,1595 0,2347 0,2727 0,3379  0,4638  0,6286
0,3 0,1173  0,1804 0,2538 0,2994 0,3458  0,4687  0,6342
0,4 0,1219  0,1885 0,2623 0,3096 0,3609  0,4883  0,6552
0,5 0,1274  0,1963 0,2713 0,3195 0,3741  0,5075 0,6754
0,6 0,1380 0,1912 0,2746 0,3260 0,3822  0,5210 0,7175

Tabelle 6.12: Preis des Survivor Caplets in Abhéngigkeit von Cap Rate, Korrelation und
Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos
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Caplets und gilt umso mehr, je stérker positiv (negativ) die Korrelation ist.

Ebenfalls analog zum Survivor Forward stellt sich auch beim Survivor Caplet die Abhéngig-
keit des Preises von der Korrelation als ann&hernd linear heraus (vgl. Abbildungen 6.15 und
6.16 fiir den Fall ksc = 0). Der Preiseffekt héngt auch hier von der Laufzeit ab: Wie beim
Survivor Forward und beim Marktpreis des Risikos nimmt der absolute Effekt aufgrund der
Laufzeitabhingigkeit des Caplet-Preises zunéchst zu und dann ab. Im Fall kg = 0 ist der
Scheitelpunkt bei einer Laufzeit von ca. 22 Jahren erreicht (vgl. Abbildung 6.14 links). In
den Fillen ksc = 0,025 und ksc = 0,050 ist ein Unterschied erst nach einer Laufzeit von
ca. 8 bzw. 13 Jahren zu bemerken und der Scheitelpunkt verschiebt sich deutlich nach rechts.

Angesichts des Verlaufs der Caplet-Preise in Abbildung 6.11 ist dies wenig iiberraschend.

Im Gegensatz zum absoluten Preiseffekt steigt der relative Preiseffekt im Fall ks = 0
bereits nach wenigen Jahren streng monoton mit der Laufzeit (vgl. Abbildungen 6.14 und
6.15 rechts). Die Ausnahmen bei sehr kurzen Laufzeiten sind den dort duferst geringen
Caplet-Preise geschuldet. Aus demselben Grund ist der relative Preiseffekt bei den héheren
Cap-Rate-Aufschligen kgo € {0,025;0,050} bei Laufzeiten um zehn bzw. 14 Jahren um ein

Vielfaches hoher als bei ldngeren Laufzeiten und fillt dann schnell ab.

Neben der Laufzeit beeinflusst auch der Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos den Preisef-
fekt der Korrelation. Der absolute Preiseffekt fallt dabei umso stérker aus, je hoher der
Marktpreis des Risikos ist (in Abbildung 6.16 links nur schwer zu erkennen). Dies ist nicht
erstaunlich: Wie bereits diskutiert, fiihrt ein hoherer Marktpreis des Risikos ceteris paribus
zu einem hoheren Survivor Index unter dem Martingalmaf und damit zu hdufigeren und
hoheren Auszahlungen des Caplets. Bei einem hoherem Risikopreis betreffen die durch Kor-
relation verursachten Unterschiede im Diskontfaktor folglich mehr und hoéhere Zahlungen
und fithren so zu groferen Unterschieden im Caplet-Preis. Im Gegensatz dazu nimmt der
relative Preiseffekt der Korrelation mit steigendem Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos ab
(vgl. Abbildung 6.16 rechts). Offensichtlich steigert ein hoherer Marktpreis des Risikos den
Caplet-Preis stérker als den absoluten Preiseffekt der Korrelation.

Anders als beim Survivor Forward hat die Korrelation beim Surivor Caplet auch bei kurzen
Laufzeiten einen entscheidenen Einfluss auf den Derivatepreis: Verwendet man bei der Be-
wertung eine Korrelation von g,.0,, = 0 statt g0, = —0,3, ergibt sich bei ksc; = 0 und Lauf-
zeiten T — to von zehn, 20, 25 und 30 Jahren eine relative Uberschitzung des Caplet-Preises
um 3,61%, 7,17%, 8,38% bzw. 9,40% im Vergleich zum Basismodell. Bei hoheren Cap-Rate-
Aufschligen fillt die relative Uberschiitzung noch hoher aus. Bei einem Preiseffekt dieser
Grofenordnung kann die empirisch beobachtete Korrelation zwischen Sterblichkeit und dem

Momentanzins nicht vernachléssigt werden.
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Auch auf den impliziten Marktpreis des Sterblichkeitsrisikos hat die Korrelation starken
Einfluss. Hier fiihrt die Annahme einer weniger negativen oder stirker positiven Korrela-
tion bereits bei kurzen Laufzeiten zu einer deutlichen Unterschitzung des Marktpreises des
Sterblichkeitsrisikos.

Zur Verdeutlichung sei unterstellt, dass das Basismodell mit ¢,0, = —0,3 und 7, = 0,1
korrekt spezifiziert sei. Schitzt man aus den fiir ksc = 0 resultierenden Caplet-Preisen
implizite Marktpreise des Sterblichkeitsrisikos und vernachléssigt man dabei die Korrelation,
erhilt man fiir Laufzeiten von zehn, 20, 25 und 30 Jahren Risikopreise von 0,0875, 0,0839,
0,0829 bzw. 0,0817. Dies entspricht einer Unterschitzung des korrekten Marktpreises des
Risikos um 12,54%, 16,12%, 17,11% bzw. 18,34%. Fiir ksc = 0,025 und Laufzeiten von
20, 25 und 30 Jahren ergeben sich Marktpreise des Sterblichkeitsrisikos von 0,0817, 0,0825
bzw. 0,0814 und eine Uberschitzung des korrekten Risikopreises um 18,35%, 17,51% bzw.
18,56%.7°

Dabei fallt auf, dass sich die impliziten Marktpreise des Sterblichkeitsrisikos fiir verschiedene
Laufzeiten und Cap-Rate-Aufschldge unterscheiden und auch leicht von denen abweichen,
die aus den Preisen von Survivor Forwards gleicher Laufzeit geschitzt wurden. Wenn man
einen Survivor Forward oder ein Survivor Caplet unter Vernachlédssigung der Korrelation be-
wertet und dazu einen beliebigen dieser fehlerhaft geschitzten Marktpreise des Risikos statt
des korrekten Risikopreises verwendet, verringert sich zwar die Abweichung zum tatséchli-
chen Preis; ob sie deshalb einfach auf beliebige Laufzeiten, Cap Rates oder sogar Derivate
mit anderer Auszahlungsfunktion angewandt werden konnen, ist jedoch fraglich. Vielmehr
sollte die Korrelation im Bewertungsmodell beriicksichtigt werden. Dies gilt insbesondere
dann, wenn die Marktpreise des Sterblichkeitsrisikos nicht aus den Preisen von vergleichba-
ren Sterblichkeitsderivaten, d.h. solchen mit dhnlicher Laufzeit, Auszahlungsfunktion, Re-
ferenzbevolkerung, geschitzt werden kdnnen oder wenn sogar auf Marktpreise des Risikos
anderer Asset-Klassen zuriickgegriffen wird (vgl. Kapitel 2.2.1).

75Die impliziten Marktpreise des Risikos wurde durch lineare Interpolation aus den Caplet-Preisen fiir
1. € {0,080;0,085} bestimmt.






Kapitel 7

Resumee

Ziel des Forschungsvorhabens war, die Abhéngigkeit zwischen Sterblichkeit und dem Finanz-
markt fiir eine Bewertung von Sterblichkeitsderivaten empirisch zu bestimmen und ihren
Einfluss auf die Preise von Sterblichkeitsderivaten zu untersuchen. So sollte ein Beitrag zur
Entwicklung des Markts fiir Sterblichkeitsderivate geleistet werden.

Die Analyse beschrénkte sich bewusst auf die Existenz, die Richtung und den Grad einer
eventuellen Abhéngigkeit sowie deren Auswirkung auf die Bewertung; die Kausalitat und
Wirkungsweise des Zusammenhangs wurden nicht untersucht. Besondere Beachtung wurde
der leichten Anwendbarkeit der empirischen Ergebnisse auf die Bewertung von Sterblich-

keitsderivaten geschenkt.

Das Vorgehen erfolgte in zwei Schritten. Nach der Diskussion verschiedener Hypothesen
und Anhaltspunkte fiir eine Abhéngigkeit und ihrer Relevanz fiir die Bewertung von Sterb-
lichkeitsderivaten wurde im ersten Schritt der historische Zusammenhang zwischen der
Sterblichkeit und dem Finanzmarkt fiir Deutschland und die USA analysiert. Dazu wurden
diskrete Modelle fiir die Sterblichkeit sowie fiir breite Aktienindizes und moglichst risiko-
lose Kassazinsen unter dem realen Maf geschitzt und die Residuen dieser Modelle auf das

Vorliegen einer multivariaten Normalverteilung und einer Korrelation untersucht.

Im zweiten Schritt wurde ein konkretes Arbitragemodell zur Bewertung von Sterblichkeits-
derivaten vorgeschlagen. Es handelt sich um ein zeitstetiges, auf dem Zeitindexansatz von
LEE & CARTER (1992) und dem Zinsmodellrahmen von CHAN ET AL. (1992) basierendes
Short-Rate-Modell, das eine zeitverzdgerte Abhéngigkeit zwischen den Sterblichkeitsindizes

und dem Momentanzins iiber ihre Diffusionsterme erlaubt.

195
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Ein Spezialfall des Modells wurde zur Bewertung eines Survivor Forwards und eines Survivor
Caplets angewandt. Es stellt eine zeitstetige Variante des LEE & CARTER (1992)-Modells in
der Erweiterung von CARTER & LEE (1992) und BROUHNS ET AL. (2002) dar, die ohne die
explizite Modellierung geschlechtsspezifischer Alterskoeffizienten, ohne die Beriicksichtigung
einer zeitverzogerten Publikation der Sterblichkeitsdaten und ohne die Modellierung einer
Abhéngigkeit zum Momentanzinsprozess bereits von BIFFIS ET AL. (2005a,b, 2010) und
Birris & DENUIT (2006) vorgeschlagen wurde. Es wurde an der Zinsstrukturkurve und
mit Hilfe der empirischen Modellschétzungen an historischen Sterblichkeitsdaten der USA
kalibriert.

Diese Modellanwendung stellt in mindestens zweierlei Hinsicht ein Novum dar. Zum einen
wurden Abhéngigkeiten zwischen dem Sterblichkeits- und Zinsprozess bisher nur in Forward-
Rate-Modellen beriicksichtigt. Zum anderen wurde selbst dort die Abhéngigkeitsstruktur

nie im Detail spezifiziert und bei eventuellen Modellimplementierungen stets vernachléssigt.

Die empirischen Analysen zeigten deutlich, dass die Sterblichkeit und der Finanzmarkt
unter dem realen Maf nicht unabhéngig sind. Die Abhéngigkeiten traten dabei jeweils bei
einem groften Teil der untersuchten Zeitrdume, Sterblichkeitsindizes und Aktienindizes bzw.
Zinssédtze auf. Ein Teil von ihnen war zudem in beiden Lidndern und in dhnlicher Weise

sowohl bei Aktien als auch Zinsen zu finden.

Genauer wurde sowohl in den USA als auch in Deutschland eine signifikant negative Abhé&n-
gigkeit zwischen Sterblichkeit und Aktien und zwischen Sterblichkeit und Zinsen entdeckt.
Im ersten Fall trat sie bei einer Zeitverzégerung von eineinhalb Jahren, im zweiten Fall
bei einer Zeitverzégerung von zweieinhalb Jahren auf. Dies bedeutet, dass einer unerwartet
niedrigen Sterblichkeit tendenziell hohe Aktienrenditen und — etwas spéter — hohe Zinsen

folgen.

Die gefundene Abhiingigkeit passt zu der Hypothese, dass eine Anpassung der Lebenser-
wartung nach Zeiten unerwartet niedriger Sterblichkeit die Gesamtersparnis steigere und
die Risikoaversitit verringere, und deckt sich insofern mit den Ergebnissen von L1 ET AL.
(2007). Die negative Korrelation zwischen Sterblichkeit und Zinsen kann dabei allerdings

allein durch den Effekt der geringeren Risikoaversitit erklért werden.

Ob der vermutete Wirkungszusammenhang der Realitdt entspricht und wieso ein Unter-
schied zwischen Aktien und Zinsen besteht, muss fiir diese ebenso wie fiir die weiteren
zwischen Sterblichkeit und Zinsen entdeckten Abhangigkeiten durch weitere Analysen iiber-
priift werden. Dasselbe gilt fiir die bei diesen Abhéngigkeiten auftretenden Unterschiede
zwischen Deutschland und den USA.



197

Bei der Modellanwendung fiihrte die Vernachlissigung der Korrelation zwischen der Sterb-
lichkeit und dem Finanzmarkt zu einer prozentual grofen Verzerrung des Survivor-Caplet-
Preises und des aus Forward- oder Caplet-Preisen geschitzten Marktpreises des Sterblich-
keitsrisikos. Die Auswirkung der Korrelation auf den Survivor-Forward-Preis war — sowohl

absolut als auch relativ gesehen — eher gering.

Fiir die Bewertung von Sterblichkeitsderivaten bedeutet dies, dass sowohl beim Schitzen von
Marktpreisen des Sterblichkeitsrisikos als auch bei der Bewertung von Sterblichkeitsderiva-
ten mit Hebelwirkung die Korrelation zwischen Sterblichkeit und Zinsen nicht vernachlissigt
werden darf. Fiir letzeres ist dies insofern besonders relevant, als dass eine Vernachlassigung
der gefundenen negativen Korrelation zwischen Sterblichkeit und Zinsen zu einer Uberschiit-
zung des fairen Caplet-Preises fithrt und die Absicherung von Langlebigkeitsrisiken somit
unndétig teuer macht. Fiir die Entwicklung des Markts fiir Langlebigkeitsderivate bedeutet
dies, dass v. a. die Entwicklung von Derivaten mit Hebelwirkung, die von diesem Preiseffekt

der Korrelation profitieren, forciert werden sollte.






Anhang A

Ergebnisse der

Abhangigkeitsanalysen

A.1 Sterblichkeit und Aktienrenditen

Bei fast allen untersuchten Aktienindizes, Sterblichkeitsindizes und Lags kann Mardias Test
die Nullhypothese einer bivariaten Normalverteilung der Modellresiduen bei einem Konfi-
denzniveau von 5% und meist sogar von deutlich iiber 10% nicht ablehnen. Dies gilt sowohl
fiir den jeweils ldngstmoglichen Zeitraum als auch — in etwas geringerem Mafe — fiir Sub-

zeitrdume von mindestes 20 Jahren (vgl. Tabellen A.1 bzw. A.2).

Zur Untersuchung der Signifikanz werden daher die in Kapitel 5.3.1 beschriebenen und ent-
sprechend der Hypothesen ausgewdhlten t-Tests durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind fiir Kon-
fidenzniveaus von 5% und 10% in Tabellen A.3 bzw. A.4 zusammengefasst.
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A.1.1 Deutschland

Die deutschen Daten spiegeln die auf Basis der Hypothesen vermuteten Zusammenhinge
nur bei einem Lag von zwei wider. Nur dort wird die Nullhypothese des ausgewé&hlten
t-Tests bei einem Konfidenzniveau von 10% und héufig auch von 5% regelméfig abgelehnt
— allerdings mit Einschrédnkungen bei jiingeren Endjahren. Bei allen anderen Lags zeigt sich
auf den ersten Blick, dass die Sterblichkeits- und Aktienmodellresiduen unabhingig sind
(vgl. Tabellen A.3 und A.4). Ihre Ergebnisse werden daher nicht im Detail vorgestellt; die
Darstellung beschrinkt sich auf das Lag von zwei.

Den Hypothesen zufolge sollte der Zusammenhang zwischen Sterblichkeit und Aktien bei ei-
nem Lag von zwei negativ sein. Dementsprechend wird ein linksseitiger t-Test durchgefiihrt.
Seine Ergebnisse sind bei Betrachtung des jeweils langstmoglichen Zeitraums zweigeteilt:
Im Fall des gemeinsamen Sterblichkeitsindex fiir Madnner und Frauen sind die Korrelationen
bei einem Konfidenzniveau von 10% bzw. 5% fiir alle bzw. fast alle Aktienindizes signifikant
negativ (vgl. Tabelle A.7). Bei den geschlechtsspezifischen Sterblichkeitsindizes hingegen
kann die Nullhypothese einer nicht negativen Korrelation selbst bei einem Konfidenzniveau
von 10% fiir keinen Aktienindex abgelehnt werden (vgl. Tabellen A.5 und A.6).

Auch bei kiirzeren Zeitreihen zeigt sich eine klare Zweiteilung: Bei Zeitreihen mit Endjahren
bis 2002 sind die gemessenen Korrelationen bei allen drei Geschlechterspezifikationen regel-
mékig signifikant negativ. Bei einem Konfidenzniveau von 10% trifft dies auf fast alle, bei
einem Konfidenzniveau von 5% auf die meisten der analysierten Zeitraume zu. Bei Zeitreihen
mit den Endjahren 2003 bis 2008 hingegen sind die Korrelationen deutlich seltener, bei den
geschlechtsspezifischen Sterblichkeitsindizes sogar niemals signifikant negativ.

Abbildung 5.13 auf S.134 zeigt dies am Beispiel des Kursindex des CDAX und des ge-
meinsamen Sterblichkeitsindex von Mannern und Frauen. Im Diagramm rechts oben steigen
die p-Werte ab dem Endjahr 2003 rasant an. Im Diagramm rechts unten kann man bei
p-Werten von >5% am Farbverlauf einen annihernd linearen, negativen Zusammenhang
zwischen Startjahr und Zeitreihenldnge erkennen. Die nicht signifikant negativen Korrelatio-
nen treten offensichtlich bei Zeitrdumen mit denselben Endjahren. Die Ergebnisse fiir andere
deutsche Aktien- und Sterblichkeitsindizes sind dhnlich, wenngleich die p-Werte dort i. d. R.
geringfiigig hoher ausfallen und die Korrelationen bei Zeitreihen mit einem Endjahr nach
2002 noch seltener signifikant negativ sind.

Insgesamt scheint die fehlende Signifikanz mancher Korrelationen, ausschliefslich durch die
Jahre 2003 bis 2008 getrieben zu sein. Es sprechen daher durchaus einige Punkte fiir eine

negative Abhingigkeit der deutschen Sterblichkeits- und Aktienmodellresiduen.
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Die gemessenen Korrelationen bewegen sich fiir den lingstmoglichen Zeitraum zwischen
—0,1569 und —0,2860 (vgl. Tabellen A.5 bis und A.7). Betrachtet man nur die signifikanten
Korrelationen, d.h. die zwischen den Residuen der drei Aktienindizes und des gemeinsamen
Sterblichkeitsindex von Mannern und Frauen, liegen sie bei einem Konfidenzniveau von 10%
zwischen —0,2584 und —0,2860 sowie bei einem Konfidenzniveau von 5% zwischen —0,2767
und —0,2860 (vgl. Tabelle A.7).

Bei kiirzeren Zeitrdumen von mindestens 20 Jahren sind sie stets negativ, weisen jedoch
eine deutlich hohere Streuung auf. Die nach dem linksseitigen Test und bei einem Konfi-
denzniveau von 10% bzw. 5% signifikanten Korrelationen betragen zwischen —0,2265 bzw.
—0,2765 und —0,5311 und liegen betragsmifig tendenziell hoher als die des langstmoglichen

Zeitraums.

A.1.2 USA

Auch die amerikanischen Daten spiegeln die auf Basis der Hypothesen vermuteten Zusam-
menhénge nur bei einem Lag von zwei in einer fiir den Grofiteil der Indizes und Zeitrdume
konsistenten Weise wider. Denn nur dort wird die Nullhypothese des ausgew#hlten t-Tests
bei einem Konfidenzniveau von 10% und hiufig auch deutlich unter 5% fiir alle Sterblich-
keitsindizes und die meisten Aktienindizes fiir einen grofsen Teil der analysierten Zeitraume

abgelehnt.

Zwar wird auch bei Lags von minus fiinf, minus eins, null und eins — letzteres beim rechts-
seitigen Test — die Nullhypothese des jeweils gewéhlten t-Tests bei einzelnen oder mehreren
Sterblichkeits- und Aktienindizes bei einem mit mindestens 10% durchaus beachtenswerten
Teil der analysierten Zeitrdume verworfen (vgl. Tabellen A.3 und A.4). Allerdings scheint
der Zusammenhang bei diesen Lags entweder, durch bestimmte Start- oder Endjahre verur-
sacht zu sein, oder er besteht fiir einen zu kleinen Teil der Indizes und Zeitraume, als dass
man von einer konsistenten und dauerhaft signifikanten Abhéngigkeit sprechen konnte. Bei
den verbleibenden Lags zeigt sich auf den ersten Blick, dass die gemessenen Korrelationen
nicht signifikant sind (ebd.).

Die folgende Darstellung beschrankt sich daher auf das Lag von zwei.

Den Hypothesen zufolge sollte der Zusammenhang zwischen Sterblichkeit und Aktien
bei einem Lag von zwei negativ sein. Zur Uberpriifung der Signifikanz der gemessenen

Korrelationen wird daher ein linksseitiger t-Test durchgefiihrt.

Nach diesem sind die fiir den langstmdglichen Zeitraum gemessenen Korrelationen fiir alle
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Geschlechterspezifikationen sowie fast alle Aktienindizes bei einem Konfidenzniveau von 10%
und héufig auch von deutlich unter 5% signifikant negativ (vgl. Tabellen A.5 bis A.7). Ledig-
lich bei sechs bzw. zehn der 21 Zeitreihenpaare kann die Nullhypothese einer nicht negativen
Korrelation nicht abgelehnt werden (ebd.). Betroffen sind bei einem Konfidenzniveau von
10% die Kursindizes des DJ Industrial Average und des DJ Wilshire beim Sterblichkeitsindex
fiir Frauen sowie der Performance-Index des DJ Wilshire bei allen drei Geschlechterspezifi-

kationen.

Nur im Fall des DJ Industrial Average und des Sterblichkeitsindex fiir Frauen kann der links-
seitige Test seine Nullhypothese auch bei verkiirzten Zeitrdumen fast nie bzw. relativ selten
ablehnen (vgl. Tabelle A.3 bzw. A.4). Bei allen anderen Zeitreihenpaaren sind die Korrela-
tionen fiir einen guten Teil der Subzeitriume signifikant negativ: Bei einem Konfidenzniveau
von 5% trifft dies auf bis zu 57,96% und i. d. R. deutlich iiber 30% der Zeitraume zu, bei ei-
nem Konfidenzniveau von 10% sogar auf bis zu 80,00% und i. d. R. deutlich iiber 50% (ebd.).

Kiirzere Zeitrdume lassen Signifikanz dabei eher vermissen als lingere Zeitrdume.

Abbildung 5.12 auf S.133 zeigt die beschriebenen Zusammenhinge am Beispiel des Kurs-
index des S&P 500 und des gemeinsamen Sterblichkeitindex von Ménnern und Frauen. Dort
fallt auch auf, dass die Korrelationen von Zeitreihen mit frithen Startjahren unabhingig
von der Linge der Zeitreihe signifikant negativ sind. Die Ergebnisse fiir andere Aktien-
und Sterblichkeitsindizes der USA stimmen weitestgehend {iberein, wenngleich der Anteil
der Zeitrdume mit signifikant negativen Korrelationen dort i.d.R. geringer ausfillt (vgl.
Tabellen A.3 und A.4). Insgesamt sprechen die Ergebnisse fiir eine negative Abhingigkeit
zwischen Sterblichkeit und Aktien in den USA.

Fiir den langstmoglichen Zeitraum bewegen sich die gemessenen und bei einem Konfidenz-
niveau von 5% bzw. 10% signifikant negativen Korrelationen zwischen —0,2792 bzw. —0,2146
und —0,4035 (vgl. Tabellen A.5 bis A.7). Fiir kiirzere Zeitrdume weisen sie eine gréfere
Streuung auf und sind tendenziell stirker negativ. Im Fall des in Abbildung 5.12 auf S. 133
untersuchten Zusammenhangs zwischen dem Kursindex des S&P 500 und dem gemeinsamen
Sterblichkeitsindex fiir Ménner und Frauen reichen die bei einem Konfidenzniveau von 5%
bzw. 10% signifikanten Korrelationen beispielsweise von —0,2766 bis —0,5658 mit einem
Mittelwert von —0,3768 bzw. von —0,2307 bis —0,5658 mit einem Mittelwert von —0,3545.
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xii A ERGEBNISSE DER ABHANGIGKEITSANALYSEN

A.2 Sterblichkeit und Zinsen

Beim Test auf bivariate Normalverteilung der Zins- und Sterblichkeitsresiduen muss zwi-
schen den beiden Landern und Stichtagen differenziert werden. Bei den deutschen Zins- und
Sterblichkeitsmodellen kann Mardias Test die Nullhypothese einer bivariaten Normalvertei-
lung der Modellresiduen bei einem Konfidenzniveau von 5% und meist sogar von deutlich
iiber 10% fast nie ablehnen. Dies gilt sowohl fiir den jeweils ldngstmdoglichen Zeitraum als
auch fiir Subzeitrdume von mindestens 20 Jahren (vgl. Tabellen A.8 bis A.11). Auf die ein-
jahrige Zinsstrukturrendite bei betragsméfig hoheren Lags trifft dies in etwas geringerem

Mafe zu als auf andere Zinssitze und andere Lags (ebd.).

Ahnliches gilt auch fiir die amerikanischen Zins- und Sterblichkeitsmodelle beim Zinsmodell-
stichtag des 1. Januar. Hier kann Mardias Test seine Nullhypothese bei einem Konfidenz-
niveau von 5% bzw. 10% beim jeweils langstmoglichen Zeitraum nie bzw. fast nie ablehnen.
Auch bei verkiirzten Zeitrdumen gelingt es ihm nur bei einem kleinen Teil der Zeitreihen-
paare und Zeitrdume (vgl. Tabellen A.8 und A.9).

Im Gegensatz dazu wird bei den amerikanischen Zins- und Sterblichkeitsmodellen und dem
Zinsmodellstichtag des 1. Juli die Nullhypothese einer bivariaten Normalverteilung sowohl
beim jeweils langstmoglichen Zeitraum als auch bei den analysierten Subzeitrdumen deutlich
haufiger abgelehnt (vgl. Tabellen A.10 und A.11). Dies gilt vor allem fiir den dreimonati-
gen T-Bill-Satz und dort in besonderem Mafie fiir negative Lags; der einjahrige T-Bill-Satz
hingegen ist in deutlich geringem Mafe und vor allem bei hohen Lags betroffen (ebd.).
Es liegt nahe, dass dies an den Zinsmodellresiduen liegt — insbesondere beim dreimonati-
gen T-Bill-Satz lehnt der Jarque-Bera-Test die Normalverteilungshypothese nur bei einem

vergleichsweise niedrigen Konfidenzniveau nicht ab (vgl. Tabelle 5.23).

Unter Beachtung der genannten Einschrénkungen sind auch bei den Modellresiduen der
Zins- und Sterblichkeitsmodelle der t-Test anwendbar und der Schluss von Unkorreliert-
heit auf Unabhingigkeit moglich. Zur Untersuchung der Signifikanz werden daher die in
Kapitel 5.3.1 beschriebenen und entsprechend der Hypothesen ausgewéhlten t-Tests durch-
gefiihrt. Sie werden nur auf Zeitrdume angewandst, fiir die die Modellresiduen des betrach-
teten Zeitreihenpaares als bivariat normalverteilt gelten kénnen. Die Ergebnisse sind fiir

Konfidenzniveaus von 5% und 10% in Tabellen A.12 bis A.15 zusammengefasst.
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A.2.1 Deutschland

Die deutschen Daten spiegeln die auf Basis der Hypothesen vermuteten Zusammenhénge bei
leicht negativen Lags von minus zwei und minus eins und bei einem deutlich positiven Lag
von drei wider. In den ersten beiden Fillen stellen sich die Korrelationen beim Zinsmodell-
stichtag des 1. Juli bzw. bei beiden Zinsmodellstichtagen als signifikant positiv heraus; im

letzten Fall sind sie beim Zinsmodellstichtag des 1. Januar meist signifikant negativ.

Zwar verwirft der zweiseitige Test seine Nullhypothese auch beim Stichtag des 1. Juli und
Lags zwei und drei bei einzelnen Zeitreihenpaaren, vor allem beim Sterblichkeitsindex fiir
Frauen (vgl. Tabellen A.12 bis A.15). Allerdings scheint der Zusammenhang, durch bestimm-
te Startjahre verursacht zu sein, und besteht aufferdem nur fiir einen vergleichsweise kleinen
Teil der Indizes und Zinssétze, so dass man nur schwer von einer konsistenten und dauerhaft
signifikanten Abh#ngigkeit sprechen kann. Bei den verbleibenden Lags zeigt sich auf den

ersten Blick, dass die gemessenen Korrelationen nicht signifikant sind (ebd.).

Aus diesem Grund sind im Folgenden nur die Ergebnisse fiir Lags von minus zwei, minus

eins und drei und die oben genannten Zinsmodellstichtage dargestellt.

A.2.1.1 Lag von minus zwei (Stichtag 1. Juli)

Bei einem Lag von minus zwei sollte der Zusammenhang zwischen Sterblichkeit und Zinsen

den Hypothesen zufolge positiv sein. Es wird daher ein rechtsseitiger t-Test durchgefiihrt.

Fiir den jeweils langstmoglichen Zeitraum lehnt dieser seine Nullhypothese bei allen Ge-
schlechterspezifikationen bei einem Konfidenzniveau von 5%, meist auch von nur 1% ab
(vgl. Tabelle A.16). Auch die Korrelationen von verkiirzten Zeitrdumen stellen sich bei ei-
nem Konfidenzniveau von 5% bzw. 10% zu iiber 30% bzw. 75% als signifikant positiv heraus
(vgl. Tabellen A.14 bzw. A.15). Abbildung 5.14 auf S. 137 zeigt dies am Beispiel der sechs-
monatigen Zinsstruktur und des Sterblichkeitsindex fiir Ménner.

Zwischen den deutschen Zins- und Sterblichkeitsresiduen liegt daher bei einem Lag von
minus zwei eine signifikant positive Abhéngigkeit vor. Die gemessenen Korrelationen bewegen
sich fiir den jeweils lingstmdoglichen Zeitraum zwischen 0,3867 und 0,4658; bei kiirzeren

Zeitraumen weisen sie eine grofere Streuung auf.

A.2.1.2 Lag von minus eins

Auch bei einem Lag von minus eins sollte der Zusammenhang zwischen Sterblichkeit und

Zinsen den Hypothesen zufolge positiv sein. Zur Uberpriifung der Signifikanz der gemessenen
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Korrelationen wird daher wieder ein rechtsseitiger t-Test durchgefiihrt.

Dieser lehnt beim Zinsmodellstichtag des 1. Januar seine Nullhypothese einer nicht po-
sitiven Korrelation sogar bei einem Konfidenzniveau von nur 1% bei allen Geschlechter-
spezifikationen fiir den jeweils lingstmoglichen Zeitraum ab (vgl. Tabelle A.17). Auch die
Korrelationen von verkiirzten Zeitrdumen stellen sich bei einem Konfidenzniveau von 5%
bzw. 10% zu tber 75% bzw. 95% als signifikant positiv heraus (vgl. Tabellen A.12 bzw.
A.13). Abbildung 5.15 auf S. 138 zeigt dies am Beispiel der einjahrigen Zinsstruktur und des
Sterblichkeitsindex fiir Frauen.

Ahnliches gilt in nur leicht abgeschwiichter Form auch fiir den Zinsmodellstichtag des 1. Juli.
Hier sind die fiir den jeweils ldngstmoglichen Zeitraum gemessenen Korrelationen bei den
Sterblichkeitsindizes von M&nnern sowie Mannern und Frauen bei einem Konfidenzniveau
von deutlich unter 5%, bei dem Sterblichkeitsindex von Frauen immerhin bei einem Kon-
fidenzniveau von 10% signifikant positiv (vgl. Tabelle A.18). Bei den beiden erstgenannten
Sterblichkeitsindizes gilt dies auch fiir mindestens 80% bzw. 95% der verkiirzten Zeitraume
(vgl. Tabellen A.14 und A.15). Stellvertretend fiir die anderen Zeitreihenpaare, zeigt dies
auch Abbildung 5.16. Lediglich bei dem Sterblichkeitsindex fiir Frauen und einem Konfidenz-
niveau von 5% sind die Korrelationen bei einem deutlich geringeren Anteil an Zeitrdumen
signifikant positiv (vgl. Tabelle A.14).

Insgesamt sprechen die Ergebnisse deutlich fiir eine signifikant positive Korrelation zwischen
den deutschen Sterblichkeits- und Zinsmodellresiduen bei einem Lag von minus eins. Die
gemessenen Korrelationen bewegen sich fiir den langstmoglichen Zeitraum beim Stichtag
des 1. Januar zwischen 0,4852 und 0,5289 und beim Stichtag des 1. Juli zwischen 0,2562 und
0,3642 (vgl. Tabellen A.17 bzw. A.18). Bei kiirzeren Zeitraumen steigen im ersten Fall die
Streuung und im zweiten Fall sowohl die Streuung als auch der Durchschnitt der gemessenen

Werte. Dies zeigen auch die zuvor genannten Abbildungen.

A.2.1.3 Lag von drei (Stichtag 1. Januar)

Auch bei einem Lag von drei ist keine gerichtete Hypothese zum Zusammenhang zwischen
Sterblichkeit und Zinsen méglich. Zur Uberpriifung der Signifikanz der gemessenen Korre-

lationen wird daher ein zweiseitiger t-Test durchgefiihrt.

Sowohl fiir den ldngstmdglichen Zeitraum als auch fiir verkiirzte Zeitrdume von mindestens
20 Jahren werden ausschlieflich negative Korrelationen gemessen. Sie sind zum grofiten
Teil signifikant von null verschieden (vgl. Tabellen A.20 bzw. A.12 und A.13). Bei einem
Konfidenzniveau von 5% bzw. 10% trifft dies beispielsweise auf zwischen 35,24% und 83,73%
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bzw. auf zwischen 59,04% und 91,33% der Zeitrdume zu (vgl. Tabellen A.12 bzw. A.13). Beim
Sterblichkeitsindex von Méannern sind die Korrelationen dabei seltener signifikant als fiir die
anderen beiden Indizes und insbesondere den Sterblichkeitsindex fiir Frauen. Die Ergebnisse
fiir letzteren sind in Abbildung 5.18 auf S. 143 dargestellt.

Insgesamt sollten die deutschen Zins- und Sterblichkeitsresiduen bei einem Lag von drei
und dem Zinsmodellstichtag des 1. Januar daher als korreliert und abhéngig gelten. Fiir
den ldngstmoglichen Zeitraum bewegen sich die gemessenen Korrelationen dort zwischen
—0,2685 und —0,4108, die bei einem Konfidenzniveau von 10% signifikanten Korrelationen
zwischen —0,3177 und —0,4108 (vgl. Tabelle A.20). Bei kiirzeren Zeitraumen weisen sie eine

grofere Streuung auf und sind tendenziell stérker negativ.

A.2.2 USA

Die amerikanischen Daten spiegeln die auf Basis der Hypothesen vermuteten Zusammenhin-
ge nur bei einem Lag von eins und drei wider. Im ersten Fall stellen sich die Korrelationen
beim Zinsmodellstichtag des 1. Juli i. d. R. als signifikant positiv, im zweiten Fall beim Zins-

modellstichtag des 1. Januar i. d. R. als signifikant negativ heraus.

Zwar lehnt der zweiseitige t-Test seine Nullhypothese auch bei einem Lag von zwei und dem
Zinsmodellstichtag des 1. Januar bei einem Teil der analysierten Zeitrdume ab (vgl. Tabellen
A.12 bis A.15). Allerdings gelingt ihm dies — insbesondere bei den geschlechtsspezifischen
Sterblichkeitsindizes — lediglich bei einem recht kleinen Teil der betrachteten Zeitrdume
und zudem nur bei solchen mit bestimmten Startjahren. Man kann daher nicht von einer
dauerhaft signifikanten Korrelation sprechen. Bei den verbleibenden Lags zeigt sich auf den

ersten Blick, dass die gemessenen Korrelationen nicht signifikant sind (ebd.).

Die folgende Darstellung beschrénkt sich daher auf die Lags von eins und drei zum Stichtag

des 1. Juli bzw. 1. Januar.

A.2.2.1 Lag von eins (Stichtag 1. Juli)

Bei einem Lag von eins ist aufgrund gegenldufiger Effekte keine gerichtete Hypothese zum
Zusammenhang zwischen Sterblichkeit und Zinsen méglich. Zur Uberpriifung der Signifikanz

der gemessenen Korrelationen wird daher ein zweiseitiger t-Test durchgefiihrt.

Die gemessenen Korrelationen sind fast ausschliefslich positiv. Nach dem zweiseitigen t-Test
sind sie sowohl beim jeweils ldngstmdglichen Zeitraum als auch bei dem gréfsten Teil der
verkiirzten Zeitrdume signifikant von null verschieden (vgl. Tabellen A.19 bzw. A.14 und
A.15). Abbildung 5.17 auf S.141 zeigt dies am Beispiel des einjdhrigen T-Bill-Satzes und
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des Sterblichkeitsindex fiir Frauen.

Die Ergebnisse sprechen deutlich fiir eine positive Abhéngigkeit der amerikanischen Sterb-
lichkeits- und Zinsmodellresiduen bei einem Lag von eins und dem Zinsmodellstichtag des
1. Juli. Beim jeweils langstmoglichen Zeitraum bewegen sich die signifikanten Korrelationen

zwischen 0,4493 und 0,5450. Bei kiirzeren Zeitrdumen weisen sie eine grofsere Streuung auf.

A.2.2.2 Lag von drei (Stichtag 1. Januar)

Auch bei einem Lag von drei ist keine gerichtete Hypothese zum Zusammenhang zwischen
Sterblichkeit und Zinsen méglich. Zur Uberpriifung der Signifikanz der gemessenen Korre-
lationen wird daher wieder ein zweiseitiger t-Test durchgefiihrt.

Ahnlich wie in Deutschland werden auch in den USA sowohl fiir den lingstmoglichen Zeit-
raum als auch fiir verkiirzte Zeitrdume fast ausschliefllich negative Korrelationen gemessen.
Beim langstmoglichen Zeitraum sind sie bei einem Konfidenzniveau von 10% fiir den Sterb-
lichkeitsindex von Frauen (vgl. Tabelle A.20), bei verkiirzten Zeitrdumen bei allen Sterblich-
keitsindizes fiir einen beachtenswerten Teil der Zeitrdume signifikant (vgl. Tabellen A.12 und
A.13). Wie auch in Deutschland trifft letzteres bei dem Sterblichkeitsindex fiir Ménner in
geringerem Mafse zu als bei den beiden anderen Indizes (ebd.). Das zeigen auch Abbildungen
5.19 und 5.20 auf S. 144f.

Insgesamt sprechen die Ergebnisse fiir eine negative Abhingigkeit der amerikanischen
Sterblichkeits- und Zinsmodellresiduen bei einem Lag von drei und dem Stichtag des 1. Ja-
nuar. Die beim lingstmoglichen Zeitraum signifikante Korrelation liegt bei —0,2670. Bei dem
Sterblichkeitsindex von Frauen sowie dem gemeinsamen Sterblichkeitsindex von Mé&nnern

und Frauen sind die Korrelation von kiirzeren Zeitrdumen tendenziell stirker negativ.
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