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Einleitung

Supraleitende Multilagen wurden theoretisch zuerst von Andreev bei der Behandlung
der thermischen Leitfahigkeit [ 1] und der elektronischen Struktur [2] von Supraleitern er-
ster Art im Zwischenzustand diskutiert. In spéteren Arbeiten wurden Kronig—Penney und
auch allgemeinere Modelle fiir das Paarpotential verwendet [3-6]. Experimentell wurden
Multilagen aus Supraleitern (5) und normalen Metallen (V) [7-9] oder Halbleitern [10,
11] im Hinblick auf ihre Thermodynamik und Transporteigenschaften untersucht. Insbe-
sondere das Anwendungspotential von inhomogenen Supraleitern als kryoelektronische
Bauelemente, wie SQUID’s [12], Josephson—Feldeffekttransistoren [13] oder Mikrowel-
lenmischer [14], macht diese Systeme technologisch interessant.

Seit der Entdeckung der keramischen Hochtemperatursupraleiter (HTSL) wird supra-
leitenden Multilagen eine noch hohere Aufmerksamkeit zuteil: Zum einen in der Form
von kiinstlich erzeugten Supergittern verschiedener Kuprate [15-19] und zum anderen
als Modelle, die helfen konnten, die intrinsische Schichtstruktur der HTSL zu verste-
hen. Es stellt sich die Frage, ob HTSL als supraleitende Multilagen beschrieben werden
konnen, wobei sich die supraleitenden Kupferoxidebenen mit normalleitenden, halblei-
tenden oder isolierenden Zwischenschichten abwechseln. So haben Kleiner, Steinmey-
er, Kunkel und Miiller [20] die Josephson—Effekte [21] intrinsisch in BiySr,CaCuyOg
(BSCCO)-Einkristallen nachgewiesen, siehe auch Ref. [22] und [23]. Aus der Tempera-
turabhéngigkeit des kritischen Stromes folgern die Autoren, dall die Regionen zwischen
den supraleitenden Kupferoxidebenen in ihren Proben isolierende Schichten sind und daf3
sich das gesamte System wie viele hintereinandergeschaltete Tunnelkontakte in Phase
verhilt. In einkristallinem YBay,Cu3O; (YBCO) dagegen finden Tanaka, Takebayashi,
Hashimoto, Kashiwaya, Hirayama und Koyanagi entlang der c—Achse periodisch abwech-
selnd BCS— und metallartige Tunnelleitfahigkeitsspektren [24]. Sie schlieBen daraus, daf3
YBCO aus intrinsisch supraleitenden Multilagen besteht, wobei die Regionen mit den
Kupferoxidketten sich wie normalleitende Schichten zwischen den supraleitenden Kup-
feroxidebenen verhalten.

In BSCCO-Filmen [25] und —Einkristallen [26, 27] wird eine starke Abweichung der
Temperaturabhingigkeit der Energieliicke vom BCS—Verhalten gefunden [28]. Zusétzlich
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liefern Tunnel- und Raman—Spektroskopie in einkristallinem BSCCO zwei “Ener-
gieliicken”, die auf Anisotropie zuriickgefiihrt werden [26, 27].

Experimentelle und theoretische Untersuchungen der optischen Eigenschaften der
HTSL konnten helfen, ein tieferes Verstindnis dieser Materialien zu gewinnen. So wur-
den zahlreiche optische Experimente an YBCO—KTristallen und diinnen Filmen im Mikro-
wellenbereich und im fernen Infrarot durchgefiihrt, die auf das Fehlen einer Energieliicke
[29-31], Anisotropie [32] und verschiedene Absorptionsmechanismen [33] hindeuten.
Gerade Experimente mit dem elektrischen Feldvektor parallel zur c—Achse, d.h. senkrecht
zu den Kupferoxidebenen, zeigen eine endliche Absorption bis zu niedrigen Frequenzen
[34], die die Existenz tiefliegender Zustinde nahelegt [35]. Im Hinblick auf die HTSL
wurde die optische Antwort supraleitender Filme [36], schwach gekoppelter supraleiten-
der Doppelschichten [37] und von Supraleitern im sauberen Grenzfall [38] theoretisch mit
Hilfe der BCS—Theorie untersucht.

In der vorliegenden Arbeit wird das selbstkonsistente Paarpotential, die elektronische
Struktur und die optische Absorption in supraleitenden Multilagen berechnet. Es wird
dabei besonderes Gewicht auf die Untersuchung von Systemen gelegt, in denen sowohl
die nebendiagonale Translationssymmetrie durch das Paarpotential A als auch die dia-
gonale Translationssymmetrie durch rdumliche Variation des Skalarpotentials, das un-
terschiedliche Gitterstrukturen oder Ladungstragerkonzentrationen beschreibt und so zu
verschiedenen Fermienergien epy und epg in den normal— bzw. supraleitenden Schichten
fiihrt, gebrochen ist. Hier kommt es zur Konkurrenz zwischen Nebendiagonal (Andreev)—
Streuung, d.h. Elektron—Loch—Streuung an den Inhomogenititen des Paarpotentials, und
Diagonal (Normal)-Streuung, d.h. konventioneller Elektron—Elektron— oder Loch—Loch—
Streuung. Diese Streumechanismen fiihren zu unterschiedlichen Lokalisierungseffekten
und bestimmen die elektronische Struktur der Multilagen.

Im 1. Kapitel wird das selbstkonsistente Paarpotential mit Hilfe der quasiklassischen
Greenschen Funktionen berechnet und der Einflul von Diagonalstreuung auf den “Pro-
ximity Effect” untersucht. Im Abschnitt 2.1 wird gezeigt, dal es flir die betrachteten
Systeme zur Berechnung der elektronischen Struktur ausreichend ist, das selbstkonsi-
stente Paarpotential ndherungsweise durch ein dquivalentes Stufenpotential zu beschrei-
ben. Die Blochbénder, Quasiteilchen (QT)-Wellenfunktionen und sowohl die globale
als auch die lokale Zustandsdichte werden in Abschnitt 2.2 fiir verschiedene Tempera-
turen, verschiedene Dicken der normal— und supraleitenden Schichten und verschiede-
ne Verhéltnisse eps/cpy der Fermienergien berechnet. Es werden dabei insbesondere
auch Systeme mit Parametern betrachtet, die fiir Multilagenmodelle zur Beschreibung der

HTSL relevant sein konnten. Im 3. Kapitel werden die zuvor bestimmten Blochbander
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und QT—Wellenfunktionen bei der Berechnung der optischen Absorption mit Hilfe der

zeitabhingigen Storungstheorie fiir die Bogoliubov—de Gennes Gleichungen verwendet.



Materialparameter und selbstkonsistente
Paarpotentiale

1.1 Beschreibung des Systems

Wir betrachten ein System aus abwechselnd normalleitenden (/V) Schichten! der Dicke a
und supraleitenden (5) Schichten der Dicke b, siehe Abb. 1.1. Es habe in z-Richtung die
Periodizitétslinge d = a + b und sei in x- und y-Richtung hinreichend ausgedehnt, um
Translationsinvarianz annehmen zu konnen. Unterschiedliche effektive Massen in den
N—und S-Schichten fiihren, ebenso wie unterschiedliche Fermienergien, zu Elektron—
Elektron— bzw. Loch—Loch—Streuung in den Grenzschichten [39]. In etwas vereinfach-
ter Weise wird das modelliert, indem die Leitungsbandelektronen in den N— und S—
Schichten durch die Dispersionsrelation freier Elektronen mit gleichen effektiven Massen
m aber unterschiedlichen Leitungsbandunterkanten beschrieben werden und die effektive
Fermienergie in den S—Schichten, eps = h%kZq/2m, sich von der in den N—Schichten,
ern = h2kiy/2m, unterscheidet. Die z-Abhdngigkeit eines fiir eps = epn selbstkonsi-

stent berechneten Paarpotentials ist in Abb. 1.2 gezeigt.

1.2 Quasiklassische Greensche Funktionen

Die Selbstkonsistenzrechnungen fiir Multilagen wurden wie von Kieselmann [41] fiir

“Proximity”-Kontakte und Ashida et al. [42, 43] fiir Doppellagen mit Hilfe der qua-

“Normalleitend” bezieht sich auf Regionen, in denen der supraleitende Ordnungsparameter reduziert
ist aber nicht notwendigerweise vollig verschwindet.



1 Selbstkonsistente Paarpotentiale

E€FN |E€FS| €E€FN |€FS| EFN |EFS

............

Abbildung 1.1: Die Geometrie des betrachteten Systems. Die normalleitenden Schichten
haben die Fermienergie epyn und in z-Richtung die Dicke «, die supraleitenden Schichten
die Fermienergie epg und die Dicke b.

1.5

1.0
<
~
B Ag/A
<

0.5

0.0

—a 0 b
V4

Abbildung 1.2: Die durchgezogene Linie zeigt das selbstkonsistente Paarpotential
A(z) einer Multilage mit konstanter Fermienergie und transparenten Grenzfliachen [40];
Tey = 01Tcs, a = 6&, b = 3&, & = h2kps/mmA(0), A(0) = 1.76 T¢s,
A = A(0.5Tcs) = 0.95A(0). In Abschnitt 2.1 wird gezeigt, daB die dquivalente
Stufenpotentialdarstellung mit effektiven Schichtdicken (gestrichelte Linie) in guter
Niaherung die gleichen Energiebidnder und Zustandsdichten liefert.
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1 Selbstkonsistente Paarpotentiale

siklassischen Greenschen Funktionen Q(R, z; €,) durchgefiihrt. Im Grenzfall schwacher

Kopplung werden diese durch die Gleichungen

ieas — A(2), 4k, 2 e0)] + iCk - @)oo, 5 60) = 0 (11)
Z

bestimmt [41, 44]. Dabei sind ¢, = (2n — 1)7kgT die Matsubara—Energien, vp(z) ist
die Fermigeschwindigkeit, 7; sind die Pauli-Matrizen, k und 2 sind Einheitsvektoren in
Impuls- bzw. z-Richtung und [A, B] = AB — BA. Die Matrix A des Paarpotentials ist

gegeben durch
o 0 A(z)
A(z) = < A 0 ) (1.2)

und geniigt fiir eine isotrope (s-Wellen) Paarwechselwirkung der Selbstkonsistenzglei-
chung [41, 44]

A(2) = ks TS Va(2) / 40 (47) L TH{3(, 21 €) (1 — 7). (1.3)

Hier ist Vj(2) das dimensionslose MaB fiir die Starke der Paarwechselwirkung [44], und
dSY, ist das Raumwinkelelement beziiglich der Impulsrichtung k. Die Summation >on
iiber die Matsubara—Frequenzen muf} bei einer Frequenz von der GroBenordnung der
Debye—Frequenz wp abgeschnitten werden [41]. Gl. (1.3) wurde von Bruder [44] fiir
anisotrope Paarwechselwirkungen, z.B. d-Wellen Symmetrie des Ordnungsparameters,
erweitert. Sie kann in eine fiir numerische Zwecke besser geeignete Form gebracht wer-

den, indem man die Paarwechselwirkung eliminiert und eine z-abhéngige kritische Tem-

peratur
T, in N
Te(z) =4 O (1.4)
TC s 1m S
einfiihrt [44]: Mit der quasiklassischen Greenschen Funktion des homogenen Supraleiters
aus Anhang A
R —im, .
g(fn) = E—(enTZ’) - ATZ): (1.5)

n

E, = Vé& + A? (1.6)

11



1 Selbstkonsistente Paarpotentiale

folgt im Limes A 2720 aus GI. (1.3)

1 2
— = kgT dQ,. (4m) 1 ==
Co= il Y [dnant T

0<en<hwp
hwp /2rkpTc 9 hwp [2nkpTc 1
= krT =
pee ; (2n — V)mkpTc nz; n—0.5
th/zﬂ'k}BTC 1 th/27rkBT 1 th/Zﬂ'kBT 1
- nzl n—05 nzl n_05 " nzl n—05
th/Zﬂ'kBT
T 1
~ In|— . 1.7
" (TC) * n; n—05 (1.7

Einsetzen von GLl. (1.7) in GL. (1.3) liefert [40, 41]

_ksTY, [ dQ(4m) " Tr[g(k, 2; €,) (71 — iT2)]
In[T/Tc(2)]+ >, 1/(n—0.5) '

Es zeigt sich, daf} in GI. (1.8) das Verhiltnis der fiir wp — oo divergierenden Ausdriicke

A(2) (1.8)

im Zéhler und Nenner konvergiert und fiir fiwp 2> 10 kT praktisch nicht mehr von wp
abhingt [41, 44].

1.3 Iterative Losung des Selbstkonsistenzpro-
blems

Die Berechnung der Funktion g(ﬁ, 2;€,) und der in den Abbildungen 1.2 und 1.4-1.7
gezeigten Paarpotentiale A(z) wird analog zu Kieselmann [41] und Bruder [44] durch-
geflihrt: Ausgehend von einem Stufenpotential, das in den N—Schichten mit kritischer
Temperatur Ty < 1" verschwindet und das an den Grenzflichen zu den S—Schichten
mit kritischer Temperatur Tcs > T auf A = Ag springt, werden die GIn. (1.1) und
(1.8) iterativ in einer N—Schicht und einer S—Schicht der Breite a/2 bzw. b/2 geldst, bis
Selbstkonsistenz erreicht ist. Die quasiklassischen Greenschen Funktionen miissen dabei

der Normierungsbedingung [41, 44]
gk, 256,)? = =7 (1.9)
und an der Phasengrenze in z = 0 den Anschlubedingungen [41, 44-46]
dv = ds, (1.10a)

~ 1 — A
dss = —iry Jj [gs (1 . ids> ,§N} (1.10b)

12



1 Selbstkonsistente Paarpotentiale

geniigen, wobei folgende Abkiirzungen eingefiihrt wurden:

dy = gn(kn,05e,) — gn(ky, 05 6,), (1.11a)
sv = an(kn, 056,) + g (ky, 05 €n), (1.11b)
ds = gs(ks,0;6,) — gs(kg, 0;€n), (1.11¢)
s = gs(ks,056n) + gs(kg, 05 €,) (1.11d)
mit
RN = kn/kpn = (ko + kpn 2) [Kpn, (1.12a)
EN = ky/ken = (k, — kopn 2) /kpx, (1.12b)
lA{S = kg/kps = (k, + k.rs 2) /krs, (1.12¢)
ki = kg/kps = (k, — k.rs ) /kps (1.12d)
und

kox = y/kpx — K2, (1.13a)
ks = o/kdg — k2. (1.13b)

Die Normierungsbedingung (1.9) ist streng nur in Systemen erfiillt, in denen zumindest in
einer Region weit entfernt von der Phasengrenze die Funktion ¢ und das Paarpotential A
Bulk—Werte annehmen [42, 45]. Solange jedoch die Schichtdicken grof3 gegen die Fermi—
Wellenldnge 1/ky sind, wie das in den hier betrachteten Multilagen mit Schichten einiger
Kohirenzlangen Dicke der Fall ist, konnen Quanteninterferenzeffekte aufgrund von Re-
flexionen an den Phasengrenzen vernachlissigt werden und die Normierungsbedingung
(1.9) bleibt ndherungsweise weiterhin giiltig [47].

Der Reflexionskoeffizient R in Gl. (1.10b) stellt einen Parameter dar, der von den
Materialien und von dem fiir die Phasengrenze gewéhlten Modell abhéngt. Bei Annah-
me eines Potentialsprunges aufgrund verschiedener Fermienergien epg # cpy und eines
zusitzlichen —funktionsformigen Skalarpotentials der Stirke Vs in z = 0 [39] erhélt man

) 2
|:2h_m(kzFN — kst)] + Vi
[h2 (k.px + kst)]Z +VZ .

2m

(1.14)

R(kg) =

Die verschiedenen Wellenvektoren, die wegen der Erhaltung des Impulses 2k, parallel zu
den Schichten fiir unterschiedliche Fermienergien in /N und S koppeln, sind in Abb. 1.3
gezeigt.

Im Unterschied zu den Selbstkonsistenzrechnungen fiir 7 /N S—“Proximity”-Kontakte
[41] und S N—Phasengrenzen [44] mit ihren halbunendlich ausgedehnten S—Schichten

13



1 Selbstkonsistente Paarpotentiale

Fermikugel des S—Materials

/

mit Radius kpg

Fermikugel des N—Materials
mit Radius kpyn

Abbildung 1.3: Die vier Wellenzahlvektoren ky, ky, kg und kg an der Fermi-
oberfliche, die die gleiche Impulskomponente 7k, entlang der Phasengrenze haben,
werden durch die AnschluBbedingungen, Gln. (1.10)—(1.14), miteinander gekoppelt. Fiir
erps > epn sind all die Quasiteilchen, fiir die k, = |k,| > kpx ist, wegen spiegelnder
Reflexion an der Phasengrenze in S lokalisiert.

wird fiir SN-Multilagen die exponentiell mit z in S ansteigende Losung fiir ¢ mitge-
nommen, siche Anhang A. Die Linearkombination dieser Losung mit der exponentiell
abfallenden und der konstanten Losung wird in z = b/2 der Randbedingung fiir spie-
gelnde Reflexion unterworfen. Die gleiche Randbedingung wird in der N—Schicht in
z = —a/2 verwendet. Spiegelnde Reflexion an den Systemgrenzen, d.h. das Verschwin-
den der Linearkombinationen der Quasiteilchenwellenfunktionen, aus denen die Green-
schen Funktionen aufgebaut sind, wird auch von Ashida et al. [42] bei der Untersu-
chung von S N-Doppellagen angenommen. Die Autoren weisen darauf hin, daf3 ein mit
diesen Randbedingungen fiir S N—-Doppellagen selbstkonsistent berechnetes Paarpoten-
tial fir R = 0, d.h. fiir epg = epy und Vg = 0, durch periodische Fortsetzung in ein
Multilagen—Paarpotential wie das in Abb. 1.2 gezeigte libergeht. Auch bei der Untersu-
chung von SN-Multilagen mit epg # epy und Vg # 0 ist es laut Golubov aufgrund der
Translationssymmetrie des Systems ausreichend, nur eine halbe Elementarzelle zu be-
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1 Selbstkonsistente Paarpotentiale
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A(2)/A
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0.0 |
—a/2

o
o
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Abbildung 1.4: Selbstkonsistentes Paarpotential einer supraleitenden Doppellage mit
unendlich hohen Winden in z = —a/2 = 2§ und z = b/2 = 0.5¢j. Die gestrichel-
ten Linien (sichtbar im Bereich 0 < z < b/2) zeigen die iterative Anndherung an die
Selbstkonsistenz; Ty =T < Tes, ers/erpn = 2 [40].

trachten [48]. Wir sind deshalb zuversichtlich, daf auch die periodischen Fortsetzungen
der fir R # 0 und Systemgrof8en mehrerer Kohédrenzldngen berechneten Paarpotentiale in
den Abbildungen 1.4-1.7 gute Naherungen flir Multilagen—Paarpotentiale darstellen [40].

Zur nédheren Erlduterung der Vorgehensweise bei der iterativen Losung des Selbst-
konsistenzproblems wird in Anhang A der erste Iterationsschritt analytisch durchgefiihrt.
Einige Details bei der nur noch numerisch moglichen Berechnung der Iterationen héherer
Ordnung werden dort ebenfalls angegeben. In Abb. 1.4 sind die Zwischenergebnisse flir
A(z) bei der iterativen Anndherung an die Selbstkonsistenz als gestrichelte Linien ange-

geben.

1.4 Ergebnisse

Fiir gleiche Fermienergien in S und N und ideale, saubere Kontaktflichen (Vs = 0)
verschwindet die Wahrscheinlichkeit fiir Normalreflexion, R = 0, Cooperpaare konnen
ungehindert durch die transparente Grenzfliche diffundieren und es kommt sowohl in S

als auch in N zu einem starken “Proximity Effect”, d.h. zu einer groBen Abweichung
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1 Selbstkonsistente Paarpotentiale

1.2 [T R ,
- kex/kps =010 - - - - f

10 kex/hes =025 Lo :

- ke /kps = 0.50 ]

04 .

Abbildung 1.5: Selbstkonsistentes Paarpotential A(z) im Bereich —a/2 < z < b/2
fir kpn/krs = 0.1 (Ry = R(k, = 0) = 0.67), kpn/kps = 0.25 (Rp = 0.36) und
krx/krs = 0.5 (Ry = 0.11); ansonsten Parameter wie in Abb. 1.2.

des selbstkonsistenten Paarpotentials von der Stufenpotentialform, siche Abb. 1.2. Die
Reduktion des Ordnungsparameters in /N gegeniiber dem in S kommt durch die kleine-
re kritische Temperatur 7oy = 0.17¢g bzw. Paarwechselwirkung 14, siehe Gl. (1.7),
zustande.

In den Abbildungen 1.4-1.6 erkennt man, daB fiir kps # kpx der “Proximity Effect”
in S und N “asymmetrisch” ist: Fiir kps > kpx werden in den Abbildungen 1.4 und 1.5
all die QT-Anregungen, deren Impuls parallel zu den Schichten groBer als der Fermiim-
puls der N—Schichten ist (siche Abb. 1.3), an den Grenzflichen spiegelnd reflektiert. Sie
sind im Supraleiter lokalisiert und fithren zu einer Verringerung des “Proximity Effects”
in S. Die Schwichung des “Proximity Effects” in IV ist auf die endliche Wahrscheinlich-
keit fiir Normalreflexion, & > 0, zuriickzufiihren. Mit wachsender Fehlanpassung der
Fermiwellenzahlen nimmt diese Wahrscheinlichkeit zu, und das selbstkonsistente Paar-
potential wird auch in N “stufenformiger”. In Abb. 1.6 fiir kps < kpy ist die Situation
gerade umgekehrt. Totalreflexion findet in den Normalleitern statt, der “Proximity Effect”
ist deshalb dort schwicher als in den Supraleitern. Die Verhéltnisse der Fermiwellenzah-
len kpx/kps wurden so gewdhlt, daB die Wahrscheinlichkeiten fiir Normalreflexion bei
senkrechtem Einfall, Ry = R(k, = 0), in den Abbildungen 1.5 und 1.6 gleich sind.
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1 Selbstkonsistente Paarpotentiale
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1.0 [ ken/kps =4 o .
- kex/kps =2 S ]
0.8 r
<
~
= 06 -
< i
0.4 |
0.2
Y I — :
—-3.0 —2.0 —1.0 0.0 1.0

Abbildung 1.6: Selbstkonsistentes Paarpotential A(z) im Bereich —a/2 < z < b/2 fiir
kFN/kFS =10 (Ro = 0.67), kFN/kFS =4 (Ro = 036) und kFN/kFS =2 (Ro = 0.11);
ansonsten Parameter wie in Abb. 1.2.

In Abb. 1.7 ist die Abschwéchung des “Proximity Effects” fiir gleiche Fermienergien
in S und N und nichtverschwindendes Grenzflichenpotential Vs > 0 “symmetrisch”.
Sie kommt durch die endliche Wahrscheinlichkeit fiir Normalreflexion zustande. Die
Reflexionskoeffizienten bei senkrechtem Einfall R, sind wieder die gleichen wie in den
Abbildungen 1.5 und 1.6.

Der Einflu verschiedener Fermienergien in S und N oder eines Grenz-
flichenpotentials auf das selbstkonsistente Paarpotential in Multilagen und SN-
Doppellagen ist somit qualitativ vergleichbar mit den Ergebnissen von Kieselmann [41]
fir I NS—“Proximity”-Kontakte. Im Unterschied zu “Proximity”’-Kontakten, wo das
Paarpotential in der unendlich dicken S—Schicht schon bei z 2> 2¢, seinen Bulk-Wert
annimmt, findet man hier eine stirkere Reduktion in 0 < z < b/2 und auBerdem
dA(z)/dz|,_, 5 = 0, vgl. die Abbildungen 1.5-1.7 mit Figs. 7-9 aus Ref. [41].

Man sieht in den Abbildungen 1.4 und 1.5, daB3 fiir Multilagen mit epg > ey und
Ten < T das Stufenpaarpotential eine gute Néherung fiir das selbstkonsistente Paarpo-
tential darstellt. Fiir epg = epn, wo das selbstkonsistente Paarpotential signifikant von der
Stufenform abweicht, siche Abb. 1.2, wird in Abschnitt 2.1 gezeigt, da3 die Stufenpoten-
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1 Selbstkonsistente Paarpotentiale

12 [T [ AR ]
- Ve/hops =142 —— - ]

1.0 7 VS/hUFs =07 @ 7
- Vs/hvps = 0.35 -

Abbildung 1.7: Selbstkonsistentes Paarpotential A(z) fir V5/hvps = 1.42 (Ry =
0.67), Vg/hvps = 0.75 (Ry = 0.36) und Vs/hvps = 0.35 (Ry = 0.11); vpg
hkps/m, ansonsten Parameter wie in Abb. 1.2.

tialndherung zur Berechnung von Energiebédndern und Zustandsdichten ausreicht, wenn
man den Einfluf} des “Proximity Effects” durch effektive Schichtdicken beriicksichtigt.
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Energiebander und Zustandsdichten

Zur Berechnung der elektronischen Struktur von S/N—Multilagen verwenden wir die
Bogoliubov—de Gennes Gleichungen (BdGG) mit den Paarpotentialen aus Kapitel 1. Der
Wechsel der Methode an dieser Stelle ist von Vorteil, da verschiedene Fermienergien in N
und S direkt durch ein raumlich variierendes Skalarpotential U (z) beriicksichtigt werden
konnen, so daB ein phdnomenologischer Reflexionskoeffizient i, wie er in die Randbe-
dingung (1.10a) fiir die quasiklassischen Greenschen Funktionen eingeht, nicht eingefiihrt
werden muf. AuBlerdem ist die Methode der quasiklassischen Greenschen Funktionen
nicht anwendbar auf Systeme, in denen die Fermienergie nicht sehr viel groBer als das
Paarpotential ist. Auch in diesen Fillen, die gerade in den HTSL von Bedeutung sein
konnten, ist es moglich, exakte Losungen der BAGG zu berechnen, falls die Stufenpoten-
tialform eine gute Nédherung fiir das Paarpotential A(z) darstellt.

In Kapitel 1 haben wir bereits gesehen, dafl mit steigendem Verhdltnis eps/cpn
die Stufenpotentialndherung fiir das Paarpotential immer besser gerechtfertigt ist, siche
Abb. 1.5. Fiir den Fall gleicher Fermienergien in S und N, fiir den das selbstkonsi-
stente Paarpotential am stirksten vom Stufenpotentialverlauf abweicht, siche Abb. 1.2,
wird zunéchst in Abschnitt 2.1 gezeigt, daB3 die Stufenpotentialndherung zur Berechnung
der elektronischen Struktur trotzdem ausreicht, falls der Einfluf} des “Proximity Effects”
durch effektive Schichtdicken beriicksichtigt wird. In Abschnitt 2.2 wird dann unter Ver-
wendung der Stufenpotentialndherung im allgemeinen Fall verschiedener Fermienergi-
en der Einflul der konkurrierenden Effekte von Normalreflexion aufgrund der Fehlan-
passung der Fermiimpulse einerseits und Andreev—Reflexion andererseits auf die Ener-
giebiander und Zustandsdichten untersucht.
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2 Energiebdinder und Zustandsdichten

2.1 Sensitivitdt beziiglich der Selbstkonsistenz

Zur Bestimmung der QT-Wellenfunktionen und Energien bei beliebigen raumlichen Paar-
potentialvariationen wird die WKBJ—Naherung fiir die BAGG verwendet [4, 49, 50]. Fiir
die QT-Wellenfunktionen des Systems ohne duflere Felder

JO(r) = (“(r)> 2.1)

mit den Elektron—und Lochkomponenten «(r) und v(r) machen wir den Ansatz

~ ~

PO (r) = O (2)eee, (2.2)

wobei k, = k,e, + kye, der Wellenvektor der Bewegung parallel zu den SN—
Grenzflichen ist und ¢ = v e, + ye,. Die Funktionen ﬁ(o)(z) erfilllen die eindimen-
sionalen BdGG

( hO)(2) A(()Z) )&(0)(,2) _ E&(O)(Z) (2.3)

mit
n? 0> | I’k

M) = o

+U(z) — u; (2.4)

i ist das chemische Potential.

Es gilt p — U(z) = epn = h?kiy/2m in den N-Schichten und p — U(z) = epg =
h?k%q in den S—Schichten. In Multilagen der Periodizititslinge d miissen die Losungen
von GI. (2.3) die Blochbedingung

77/;(0)(2, +d) = ein%(o)(z) (2.5)

mit der Blochwellenzahl « erfiillen.
Das Paarpotential A(z) fiir eine Multilage mit epy = eps = ep = h2kZ/2m > A(z)
ist durch die durchgezogene Kurve in Abb. 1.2 gegeben. Wir definieren

hor = /K2 — k2 (2.6)

und machen den folgenden WKBJ—-Ansatz [40]:
in(2)/2
ROy u(2) - el i€(z) ikypz
YW (z) = ( o(2) i | €€ (2.7)
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2 Energiebdinder und Zustandsdichten

Setzt man Gl. (2.7) in die BAGG (2.3) ein und vernachléssigt Terme der Groenordnung
A /ey, so erhilt man die folgenden Gleichungen fiir die langsam verdnderlichen Funktio-
nen 7)(2) und £(z) [4, 50]:

2m

VZT] hszF [E A( )COS 77]7 (2'83)
m .

V.. = th—kZFA(z) sin 7). (2.8b)

Die zwei Losungen 7, (2),&1(2) und n2(2), & (2) von Gl. (2.8) sind durch die zwei li-
near unabhéngigen, asymptotischen Quasiteilchenwellenfunktionen, die tief in den S—
Schichten bekannt sind, charakterisiert [4, 50]. Die Anpassung der Linearkombinationen
der entsprechenden Losungen, Gl. (2.7), in z = —a/2 und die Periodizitatsbedingung
(2.5) liefern nach Anhang B die Eigenwertgleichung

0 = 2sin{[m(-a/2) —m(-a/2)] /2} cos[(k — k.r) d]
+ exp {—i[&(—a/2) — &u(=a/2) + 26s]} sin [y (—a/2)]

— exp{i[&(—a/2) — &i(—a/2) + 2&s]} sin[np (—a/2)], (2.9)

mit
€5 = ih;ZZF(Az E?)\V2p/2, (2.10)
Ay = A(b/2). 2.11)

Zur Berechnung von Energieeigenwerten aus GI. (2.9) werden die Differentialglei-

chungen (2.8) mit den Randbedingungen

m(z=0/2) = arccos(E/Ao), (2.12a)
E(z=Db/2) = m (A2 — E%)Y2p)/2 (2.12b)
und
ne(z=10/2) = — arccos(E/Ao), (2.13a)
E(z=1b/2) = h?k ——— (A2 — E%)1/2p)2 (2.13b)
zF

in die Integralgleichungen [50]

9 b/2
m(z) = arccos(E/Ag) — hZZ [E — A(2") cosmy(2')] d2', (2.14a)
zF
2 1/2 . m o/ N ' ’
&(2) = th (AF—E*) " b/2 - hszF A(2")sinn (2') d2’ (2.14b)
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2 Energiebdinder und Zustandsdichten

E/A

1.0 b)
0.8
- 0.6 )
o ""’3’;{’7;%3&““‘
2r/d ,,';';':',;,,t' =
K

Abbildung 2.1: Dispersionsrelation E(k, ) als Funktion von k,p = (k& — kg)l/ 2 und
K = k,r — k fiir das niedrigste (a,b) und das néchsthohere (c,d) Band der Multilage aus
Abb. 1.2; (a,c) fiir das Stufenpotential, (b,d) fiir das selbstkonsistente Paarpotential.

bzw.
m b/2
m(z) = —arccos(E/Ag) — -5 — [E— A(Z")cosmy(2)] d2',  (2.15a)
Pk.r J,
b/2
E(2) = —i m (AF - E2)1/2 b/2—i / / A(2") sinny(2') d2'(2.15b)
Wk~ " nk.p J,

umgeformt. Diese werden zum einen analytisch in 1. Ordnung Picard—Iteration und zum

anderen numerisch geldst. In 1. Ordnung Picard—Iteration erhélt man

m(z) = arccos(E/Ag) — %]‘(z), (2.16a)
zF
£1(2) = ZmLkF (A2 — g2)'/? (z + f(z)) (2.16b)
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2 Energiebdinder und Zustandsdichten

Abbildung 2.2: Energiebénder der Multilage aus Abb. 1.2. Die Karos zeigen die Band-
kanten, die fiir das selbstkonsistente Paarpotential berechnet wurden. Die Bénder des
Stufenpotentials sind durch die schraffierten Flichen gegeben. DerUbersichtlichkeit

halber sind nur die untersten sechs Zweige des Spektrums dargestellt.

und
m(z) = —arccos(E/AO)—%f(z), (2.17)
zF
&) = ~igr— (8- F)"" (24 £(2), (2.17b)

wobei allein die Funktion f(z) Information tiber die rdumliche Variation des Ordnungs-

parameters in integrierter Form enthalt:

b2
() = / 1= A()/A] d7. 2.18)

Die Funktionen n; »(—a/2, E, k,r) und & »(—a/2, E, k,r) werden fiir das selbstkon-
sistente Paarpotential sowohl numerisch aus Gl. (2.14) und (2.15) als auch in 1. Ordnung
Picard-Iteration aus GI. (2.16) und (2.17) bestimmt und in die Eigenwertgleichung (2.9)
eingesetzt. Wie in SN S—Kontakten [50] ist dabei die Eigenwertgleichung in 1. Ord-
nung Picard-Iteration mit dem selbstkonsistenten Paarpotential, durchgezogene Kurve in
Abb. 1.2, identisch mit derjenigen, die man mit dem periodischen Stufenpotential, ge-
strichelte Kurve in Abb. 1.2, erhédlt. Sie hat die Form von Gl. (2.40) mit effektiven S—
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2 Energiebdinder und Zustandsdichten

5 [ ‘
g o o o selbstkonsistentes A

4 f —  stufenformiges A

<
Py
=
R 2°
3
0 ¢ ‘
0 7/d 27 /d

K:I{?ZF—/{

Abbildung 2.3: Dispersionsrelation E(K) der untersten drei Bander aus Abb. 2.2 fiir
k.rp = kp.

und N—Schichtdicken. Die Nullstellen von Gl. (2.9), die fiir gegebenes £.r und x die
Energiecigenwerte F(k,p, r) liefern, werden numerisch bestimmt. In den Abbildungen
2.1-2.4 werden die Energiespektren und Zustandsdichten, die man fiir das selbstkonsi-
stente Paarpotential mit den numerisch aus Gl. (2.14) und (2.15) berechneten Losungen
ma2(—a/2, E, k) und & 2(—a/2, E, k,r) erhilt, mit denjenigen verglichen, die sich mit
den in 1. Ordnung Picard—Iteration aus GI. (2.16) und (2.17) bestimmten Ldsungen,
d.h. fiir das periodische Stufenpotential mit den effektiven Schichtdicken aggy, Gl. (2.19),
und begr = d — aggy, ergeben. Die gute quantitative Ubereinstimmung der mit den beiden
beschriebenen Methoden erhaltenen Spektren zeigt, da3 die folgende approximative Vor-
gehensweise bei der Berechnung der elektronischen Struktur von Multilagen ausreicht:
Ersetze wie in Abb. 1.2 angedeutet das selbstkonsistente Paarpotential A(z) durch ein
Stufenpotential, wobei die Fliche unter beiden Kurven die gleiche ist, und ordne den
N—-Schichten mit verschwindendem Paarpotential die effektive Dicke

b/2

o =2f(=a/2) =2 [ (1= AE)/Ad] d (2.19)

—a/2

zu. Der Fehler bei dieser Ndherung liegt in einem kleinen Unterschied [50] in der
Zustandsdichte fir £ — 0, der durch das endliche selbstkonsistente Paarpotential in
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2 Energiebdinder und Zustandsdichten
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Abbildung 2.4: Die globale Zustandsdichte pro Einheitsfliche — normiert auf gy (E) =
2mdky /m*h? — fiir die Multilage aus Abb. 1.2. Der “Subgap peak” bei E =~ 0.3 A ist
durch die unterste Bandkante bei k,p = kp in Abb. 2.1-2.3 bedingt. Fiir die betrachtete
Multilage mit a = 6 & > b = 3 &) findet man keinen “BCS—Peak” bei ¥ = A.

z = —a/2 bedingt ist, und in einer minimalen Reduktion der Bandweiten, siche die Ab-
bildungen 2.2-2.4.
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2 Energiebdinder und Zustandsdichten

2.2 Lokalisierungseffekte

In Kap. 1 haben wir gesehen, daf3 das selbstkonsistente Paarpotential in Multilagen mit
ers > epn (und Toy < T') in guter Nédherung stufenformig ist, siche die Abbildungen
1.4 und 1.5. Fiir Multilagen mit epg = cpy, in denen das selbstkonsistente Paarpotential
(durchgezogene Kurve in Abb. 1.2) stark von der Stufenform abweicht, wurde in Ab-
schnitt 2.1 gezeigt, dal das Stufenpotential (gestrichelte Kurve in Abb. 1.2) zur Berech-
nung der elektronischen Struktur trotzdem ausreicht, wenn man den Einflu3 des “Proxi-
mity Effects” in effektiven Schichtdicken beriicksichtigt. Deshalb werden im folgenden
Systeme mit epg > epy betrachtet, und es wird fiir das Paarpotential A(z) in Gl. (2.3) die
Stufenpotentialndherung verwendet.

2.2.1 Quasiteilchenwellenfunktionen und Energiebander

In den supraleitenden Schichten sind die Losungen der BAGG (2.3) mit dem periodischen
Stufenpotential aus Abb. 1.2 gegeben durch eine Linearkombination von vier linear un-
abhingigen Losungen mit den Entwicklungskoeffizienten A; ... A,

+

- r\ . r
P O(z) = A1<F> sin (/g;z)+A2<F> cos (k& z2) (2.20)

I~ I~
+ A <F+> sin (kg2) + As <F+> cos (kg2),

wobei
2m
k¥ = \/kEFSiﬁEé, (2.21)
kors = y/kig — K2 (2.22)
und
AQ
b = 4/1-— L (2.23)
I+ = V1+o. (2.24)

Fir £ > A ist § reell. Fiir E < A ist § rein imaginir, und I'* und die Wellenzahlen
k? sind komplex. Die Quasiteilchenwellenfunktionen im Normalleiter lassen sich als

Linearkombination von vier Elektron— und Lochldsungen darstellen:
. 1 1
¢(0)(z) = A; <0> sin (k}z) + Ag (0) coS (kﬁz) (2.25)
0y . ., _ 0 —
+ Az <1> sin (kyz) + As (1) cos (kyz)

26



2 Energiebdinder und Zustandsdichten

mit

2
Kt o= ngNih—?E, (2.26)

kan = /Ky — k2. (2.27)

Die AnschluSbedingungen der in den Teilbereichen 0 < 2z < bund —a < z < 0
giiltigen Losungen (2.20) bzw. (2.25) sind wie iiblich durch die Forderung nach Stetigkeit
und stetiger Differenzierbarkeit der Quasiteilchenwellenfunktion an den Phasengrenzen
in z = —a und z = 0 gegeben, d.h.

lim () (2) = lim ¢ (2) : (2.28a)
e—0 —a—€ e—0 —a+te
im 1(© — lim »©
11_% (z)‘o_e ll_I}f% z) e’ (2.28Db)
d - d
i R — 1 0
11_{% |:dzw (Z):| —a—¢€ 11_{% |:dzw (Z):| 7a+e, (228C)
d - d -
im | — — lim | —©

Sie liefern zusammen mit der Periodizitatsbedingung (2.5), die die Losung am Ort 2 =
—a — € mit der Losung am Ort 2 = b — € verkniipft, die Eigenwertgleichung [40, 51]

Do + D10 + Dy0* + D16° + Do = 0 (2.29)

und die Entwicklungskoeffizienten A, ... Ag; § = e*¢. Die Funktionen D;(FE,k,),
i = 0,1, 2, sind in Anhang C explizit in den Gln. (C.4)—(C.6) angegeben. Sie sind entwe-
der alle reell oder alle rein imaginir, so daB sie sich immer zu reellen Funktionen in der
Eigenwertgleichung umdefinieren lassen. In Anhang C wird auch die Vorgehensweise bei
der numerischen Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten A ... Ag erldutert. Multi-
plikation der Eigenwertgleichung (2.29) mit #** und Addition der daraus resultierenden
Gleichung zur urspriinglichen liefert eine quadratische Gleichung fiir cos (k*d) mit den

beiden Losungen

cos (k%d) = —Dl/4i{<D1/4>2—D2/4+1/2}1/2
= F*(E,k,), (2.30)
wobei
D, = Di/Dy, (2.31a)
Dy, = D,/Dy. (2.31b)
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Abbildung 2.5: Bandstruktur F(x) einer Multilage mit ¢ = 8§, b = 3¢y, eps/ern =
4/3, EFs/A =5000und T'= 0.5 TC flir kzFN = kFN-

Die beiden Bedingungen
(17)1/4)2 —Dy/4+1/2>0 (2.32)
und
|[F*(E,k,)| <1 (2.33)

legen die Bereiche fiir £ und k,py fest, fiir die die Eigenwertgleichung (2.30) Losungen
besitzt, und liefern die Energiebdnder in den Abbildungen 2.5 und 2.6.

Andreev—Naherung

Im Spezialfall gleicher Fermienergien in S und N, eps = epn = €y, 1dBt sich GI. (2.30)
fiir

h2 k2
er= —L > A (2.34)
m

mit Hilfe der Andreev—Naherung vereinfachen. Dazu werden die Quadratwurzeln in den
Gln. (2.21) und (2.26) gemiB

k¥ =~ k. =+ qd, (2.35a)
ke ke +q (2.35b)

Q
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2 Energiebdinder und Zustandsdichten

mit

ke = (K2 — k2, (2.36)

mkE
2.37

q

entwickelt. Fiir die liberwiegende Zahl der Zustinde in der Fermikugel, fiir die k.7 in
der GroBenordnung von kg ist, ist diese Ndherung unter der in GI. (2.34) angegebe-
nen Bedingung sehr gut gerechtfertigt. [Physikalisch bedeutet die Andreev—Naherung,
dafl der z—Impuls der Mehrzahl der Quasiteilchen in der Nidhe der Fermikante so grof3
ist, daB er durch rdumliche Variationen des kleinen Paarpotentials kaum gedndert wird
und in sehr guter Ndherung erhalten bleibt. In dieser Naherung impliziert die Stetig-
keit der Wellenfunktion auch die Stetigkeit ihrer Ableitung. Es kommt nicht zu einer
Mischung von Zustdnden mit z—Impulsen in bzw. entgegen der z—Richtung, und die QT-
Wellenfunktionen sind im wesentlichen Linearkombinationen einer elektron— und einer
lochartigen QT-Anregung mit nahezu gleichem Impuls aber entgegengesetzten Gruppen-
geschwindigkeiten, siche Anhang D. QT-Zusténde mit entgegengesetzten Impulsen sind
zueinander entartet.] Mit Gl. (2.35) und £, > ¢ erhélt man fiir 17)1,2 aus GI. (2.31) [51]

Dy = —4Zcos (k.pd), (2.38a)
Dy = 24427 — 4sin® (kpd), (2.38b)
wobei
1
Z = cos(qob) cos(qa) — 5 sin(gob) sin(ga). (2.39)

Die Gleichungen (2.38) und (2.39) liefern, eingesetzt in GI. (2.30), die bekannte Eigen-
wertgleichung [3-5]

cos [ (k™ £ k.r) d] = cos(qdb) cos(qa) — % sin(gdb) sin(qa). (2.40)

Diese Gleichung ist auch in 1. Ordnung Picard—Iteration der WKBJ—Néherung fiir selbst-
konsistente Paarpotentiale giiltig, wie in Abschnitt 2.1 gezeigt wurde. " bezieht sich auf
das obere, ~ auf das untere Vorzeichen in GI. (2.40). In Abb. 2.7 sind die Energiebédnder,
die in jedem Subband fiir die beiden Vorzeichen =+ in Gl. (2.40) mit Variation von x* den
gleichen Energiebereich iiberspannen, dargestellt. In den Abbildungen 2.6 und 2.7 er-
kennt man, daB3 die Blochbénder fiir kleine £ und £,y zu diskreten Energieniveaus entar-
ten. Die Quasiteilchen in diesen Niveaus sind in den S—Schichten so stark geddmpft, daf3
keine Blochwellen—Propagation zwischen verschiedenen N—Schichten stattfindet. Sie
sind aufgrund von Andreev—Reflexion in den N—Schichten lokalisiert.
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Abbildung 2.6: Energiebiander der Multilage mit den Parametern aus Abb. 2.5.

In Abb. 2.5 wird deutlich, daB fiir eps > epy das rdumlich variierende Skalarpotential
U(z) die Entartung bei kd = nm, n = ganzzahlig, aufhebt, die man im Fall gleicher
Fermienergien, erg = cpn, hat. Fiir kleine £,y wird die Separation der Bandkanten

grofer, und es kommt zu der Aufspaltung der Biander in Abb. 2.6.
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Abbildung 2.7: Energiebander einer Multilage mit -y = erg; ansonsten gleiche Para-

meter wie in Abb. 2.5.
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Abbildung 2.8: Globale Zustandsdichte von Multilagen mit dicken supraleitenden

Schichten, a = 8 £y, b = 18 £y, und verschiedenen Verhéltnissen der Fermienergien.

2.2.2 Globale Zustandsdichte

Aus den Losungen der Eigenwertgleichung (2.30) wird die globale Zustandsdichte pro
Flicheneinheit der Querschnittsfliche L, L, fiir die beiden Spinrichtungen und pro Peri-
odizitétslange d berechnet:

g(B) = Lley kZa(E — E(k, /<;)>
_ %/dke inJr’%/d/iié(E—E(kQ,mi))
_ % dk, k, ;_‘aE&'j I (2.41)
Aus GL. (2.30) folgt
‘aEij |- é‘ 8arccosa[Z;i(E, k,)] ‘ (2.42)

Die Integration iiber k, in Gl. (2.41) ist fir gegebenes E auf die Intervalle beschrinkt, in
denen die Gln. (2.32) und (2.33) erfiillt sind. Diese Intervalle ergeben sich aus den Schnit-
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Abbildung 2.9: Globale Zustandsdichte von Multilagen mit ¢« = 5§, b = 8&p und

verschiedenen Verhéltnissen der Fermienergien.

ten von £ = const. mit den Kurven in den Abbildungen 2.6 und 2.7, die die schattierten
Flachen eingrenzen.

Die Energieeigenwerte sowohl der Zusténde, die aufgrund der k,—Fehlanpassung in
den S—Schichten lokalisiert sind, als auch derjenigen, die in den N—Schichten wegen
fast perfekter Andreev—Reflexion gebunden sind, sind unabhédngig von x. Sie tragen zur
Zustandsdichte bei wie die entsprechenden (E, k,) Zustdnde in isolierten supraleitenden
Filmen der Dicke b bzw. in S N S—Kontakten mit N—Schichtdicke a und unendlich ausge-
dehnten S—Schichten. Die k,—Fehlanpassung, vgl. Abb. 1.3, fiihrt zu einem imagindren
k,px und somit zu einem exponentiellen Abfall der Quasiteilchenwellenfunktionen in den
N—-Schichten.

Einige typische Ergebnisse fiir globale Zustandsdichten sind in den Abbildungen 2.8—
2.12 zu sehen [40, 51]. Fiir Systeme mit dicken S—Schichten und epxy = cpg zeigt die
Zustandsdichte in Abb. 2.8 den “subgap peak” bei £ < A, den BCS—Peak bei £ = A
und die Tomasch—McMillan—Anderson Oszillationen bei £ > A, die man auch in SN .S—
Kontakten findet [40, 50, 52]. Mit wachsendem Verhéltnis epg/epn nimmt der “sub-
gap peak” ab und der BCS—Peak wird aufgrund der wachsenden Anzahl von in den Su-
praleitern lokalisierten Quasiteilchen hoher. In Multilagen mit diinneren S—Schichten,
siche Abb. 2.9, ist der “subgap peak” stirker ausgeprigt und der Effekt der Tomasch—
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2 Energiebdinder und Zustandsdichten

McMillan—Anderson Oszillationen in der Ndhe von £ > A wird bedeutsamer. Fiir
eps/epn = 2 fithrt die Aufspaltung der Bénder, die im Zusammenhang mit den Abbil-
dungen 2.5 und 2.6 diskutiert wurde, auch zu einer merklichen Aufspaltung des “subgap
peaks”. Fiira = 8& > b = 3&, und eps/epny = 1 dominiert der “subgap peak” die
globale Zustandsdichte in Abb. 2.10. Dagegen fiihrt bei gleichen Schichtdicken und fiir
eps/epn = 4/3 die Lokalisierung von Quasiteilchen in den Supraleitern dazu, daB der
BCS—Peak bei £ > A stérker als der “subgap peak’ ausgeprégt ist, siche Abb. 2.11.

Temperaturabhangigkeit

Abb. 2.12 zeigt den Einflul der Temperatur auf die Zustandsdichte. Die Temperatur-
abhingigkeit der energetischen Position des “subgap peaks” im Vergleich zu derjenigen
des BCS—Peaks eines homogenen Supraleiters ist in Abb. 2.13 fiir zwei Multilagen und
einen SN S—Kontakt dargestellt. Im Temperaturbereich nicht zu nahe bei 7> wandert
der “subgap peak” langsamer zu kleineren Energien als A(7"). Dieser Effekt wird mit
steigender Aufenthaltswahrscheinlichkeit von Quasiteilchen in S, d.h. mit steigendem
eps/epn oder b, noch verstarkt. In HTSL wurden experimentell Energieliicken gefun-
den, die — normiert auf ihren Wert bei 7' = 0 K — deutlich tiber der BCS—Kurve
A(T)/A(T = 0) lagen [26, 28]. Es bleibt zu kldren, ob diese Ergebnisse etwas mit
der Temperaturabhingigkeit des “subgap peaks” in unserem einfachen Multilagenmodell
zu tun haben.
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Abbildung 2.10: Globale Zustandsdichte einer Multilage mit ¢ = 8§, b = 3¢, und

5FS/5FN =1.
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Abbildung 2.11: Globale Zustandsdichte einer Multilage mit ¢ = 8§, b = 3¢ und
5FS/5FN = 4/3.
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Abbildung 2.12: Temperaturabhéngigkeit der globalen Zustandsdichte einer Multilage
mita = 5&y, b = 8&yund epg = epn. Die Dreiecke markieren die energetische Position

des BCS—Peaks eines homogenen Supraleiters.
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Abbildung 2.13: Temperaturabhingigkeit der reduzierten energetischen Position des
“subgap peaks” einer Multilage mit « = 5§, b = 8&p und eps/epn = 1 (+) bzw.
ers/ern = 2 (0) [40, 51]. Die durchgezogene Linie zeigt diese Temperaturabhédngigkeit
fiir einen SN S—Kontakt (b — 00) mit eps/epny = 1 und N-Schichtdicke a = 6 &.
Zum Vergleich ist die Temperaturabhiangigkeit der Energieliicke eines homogenen BCS—

Supraleiters als gestrichelte Linie angegeben.
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2 Energiebdinder und Zustandsdichten

2.2.3 Lokale Zustandsdichte

Die lokale Zustandsdichte ist gegeben durch die Einteilchenspektralfunktion im Quasi-
teilchenbild

pE.2) = ) ([P 6 (E-E)+ ()8 (E+E)], @243
wobei die Summation iiber i = (k,, x) auf die positiven Energieeigenzusténde beschrénkt
ist [53]. Zur Berechnung der lokalen Zustandsdichte werden zusétzlich zu den Energie-
eigenwerten auch die Quasiteilchenwellenfunktionen benétigt. Sie werden in Anhang D
fir den Fall eps = epn > A aus der Anpallbedingung an der Phasengrenze, aus der
Periodizitdtsbedingung (2.5) und der Normierungsbedingung

/ [u(r)]? + v(r) ] d’r =1 (2.44)

berechnet. Fiir den allgemeineren Fall, epg # epn, wird in Anhang C die Vorgehensweise
bei der numerischen Bestimmung der Koeffizienten der Quasiteilchenwellenfunktionen
erlautert.

Der Vergleich von Abb. 2.14 mit Abb. 2.15 und von Abb. 2.17 mit Abb. 2.18 zeigt,
daBl der Anstieg der Zustandsdichte bei £ = A mit wachsendem Verhiltnis epg/cpn
tatsdchlich in den S—Schichten, 0 < z < b/2, stattfindet. Dies ist die Konsequenz der
zunehmenden Lokalisierung von Quasiteilchen in diesen Regionen. Der “subgap peak”
in Abb. 2.14 nimmt wegen der endlichen Eindringtiefe der Quasiteilchen zur Mitte der
S—Schichten hin exponentiell ab, und es bildet sich eine kleine Energieliicke in S, siche
gestrichelte Kurve in Abb. 2.16. In den Abbildungen 2.17 und 2.18 wird deutlich, daf3
die Lokalisierung von Quasiteilchen mit £ < A in /V aufgrund von Andreev—Reflexion
weniger “scharf” ist als die Lokalisierung von Quasiteilchen mit £ 2> A in S aufgrund
der unterschiedlichen Fermienergien. Quasiteilchen, die an den Phasengrenzen Andreev—
Reflexion erleiden, haben eine Eindringtiefe h?k.pg/mV/A2 — E2 ~ h2kpg/mA ~ &
von der GroBenordnung der Kohérenzlénge &, die Mehrzahl der normalreflektierten Qua-
siteilchen ist dagegen bereits nach atomaren Abstinden ~ 1/kpyn s exponentiell in N
geddmpft.

Diejenigen Zustinde, die wegen k, — kpn die S—Schichten kaum “spiiren”, lie-
fern fir £ — 0 in N einen nichtverschwindenden Beitrag in unseren Multilagen—
Zustandsdichten, so dal diese die Energieliicke, die von Hara, Ashida und Nagai [54]
fiir Doppellagen berechnet wurde, nicht beinhalten.
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p(E, z) (arb. units)

1 -z
2

Abbildung 2.14: Lokale Zustandsdichte einer Multilage mit g5/epn = 1, ansonsten
gleiche Parameter wie in Abb. 2.9.

p(E, z) (arb. units)

Abbildung 2.15: Lokale Zustandsdichte einer Multilage mit g5 /epn = 4/3, ansonsten
gleiche Parameter wie in Abb. 2.14.
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Abbildung 2.16: Schnitte der lokalen Zustandsdichte aus Abb. 2.14 bei z = —a/2 und
z = b/2; py(FE) ist die lokale Zustandsdichte fir 7' > Tirs. Es besteht eine sehr
gute qualitative Ubereinstimmung mit der lokalen Zustandsdichte, die von Tanaka und
Tsukada [6] aus einer Kombination der BAGG mit den Gorkov—Gleichungen berechnet

wurde.
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Abbildung 2.17: Lokale Zustandsdichte einer Multilage mit ¢ = 8§, b = 3¢y und
EFS/fFN =1 [55].
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Abbildung 2.18: Lokale Zustandsdichte einer Multilage mit ¢« = 8§, b = 3¢y und
EFS/fFN = 4/3 [55].
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2.2.4 Hochtemperatursupraleiter als SN—Multilagen?

In den numerischen Berechnungen von Energiebdndern und Zustandsdichten wurde bis-
her A/epsn < 2 X 10~* < 1 angenommen. Mit Blick auf die HTSL wurden die Ener-
giebander und Zustandsdichten in den Abbildungen 2.19-2.22 fiir gréere Verhéltnisse
A/eps = 1072 und A/epy = 1 berechnet [40]. In Abb. 2.19 ist die Bandstruktur des
untersten Subbandes, d.h. die Abhédngigkeit der Energie von k,px und von der Blochwel-
lenzahl k, gezeigt. Die Oszillationen der Energien als Funktion von k,px in Abb. 2.20
sind dhnlich zu denen, die man in Supraleiter—Halbleiter—Supraleiter (SH.S) Kontakten
[39, 56] findet. Es gibt jedoch zwei grundlegende Unterschiede zwischen den Ener-
giespektren von Multilagen mit epg > epy und S H S—Kontakten: Die zusétzliche x«—
Abhéngigkeit in den Multilagen, die durch die schattierten Flichen in Abb. 2.20 an-
gedeutet ist, und die diskreten, endlichen Energien von den Quasiteilchen, die sich in
S H S—Kontakten mit unterschiedlichen effektiven Massen parallel zu den Grenzfldchen
bewegen [39, 56]; diese Energien gehen in unseren Multilagen mit konstanten effekti-
ven Massen gegen Null. Die lokalen und globalen Zustandsdichten in den Abbildungen
2.21 und 2.22 sind fiir £ > A praktisch diejenigen eines Bulk—Supraleiters. Dies kommt
von der gegeniiber der in den N—Schichten sehr viel hoheren Elektronendichte in den
S—Schichten und von der groB3en Fehlanpassung fiir alle auBer den kleinsten £,, die ein
Eindringen der iiberwiegenden Mehrzahl von Elektronen von den S—Schichten in die N—
Schichten verhindert. Es verbleibt eine fast konstante Zustandsdichte fiir £ < A, die in
den N—-Schichten lokalisiert ist, siche Abb. 2.21, und die nahe £ = 0 verschwindet. Die
Anndherung der Multilagen—Zustandsdichte an die BCS—Zustandsdichte fiir £ > A mit
wachsendem Verhéltnis epg /epy ist auch in Abb. 2.9 sichtbar.

Die lokalen Zustandsdichten in den Abbildungen 2.14-2.18 und 2.21, die die detail-
lierteste Information {iber die elektronische Struktur beinhalten, kdnnen experimentell
mit Hilfe der Tunnelleitfdhigkeitsmikroskopie (“scanning tunneling microscopy”, STM)
gemessen werden. Tanaka ef al. [24] finden in ihren STM—Experimenten an einkri-
stallinen Bulk—Proben des HTSL YBay;Cu30O; abwechselnd BCS—artige und metallartige
Leitfahigkeitsspektren, sieche Abb. 2.23. Die lokale Zustandsdichte in Abb. 2.21, die ab-
wechselnd in den S—Schichten BCS—artig und in den N—Schichten metallartig ist, legt die
Vermutung nahe, da3 die Ergebnisse unseres einfachen Multilagenmodells, das auf Fer-
mifliissigkeitstheorie und Gorkov—Paarwechselwirkung basiert [57, 58], auch einige Re-
levanz fiir das Verstiandnis der elektronischen Struktur von HTSL haben konnte, trotz der
vielen offenen Fragen hinsichtlich des normalen und supraleitenden Zustands der HTSL

wie Anwendbarkeit der Fermifliissigkeitstheorie und Ursprung der Paarwechselwirkung.
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Abbildung 2.19: Dispersionsrelation E(kr, ) des untersten Bandes einer Multilage

100epy und A = 107 2epg bei T = 0 K.

mita =4&y, b= 1&, ers

1.0

0.8

0.6
0.4

v/ (N o

0.2

0.0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

kzFN/kFN

Abbildung 2.20: Energiebander der Multilage mit den Parametern aus Abb. 2.19 (kN

0.1 kpg).
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p(E, z) (arb. units)

Abbildung 2.21: Lokale Zustandsdichte der Multilage mit den Parametern aus Abb. 2.19.
Die metallartige Zustandsdichte in den N—Schichten und die BCS—artige Zustandsdichte
in den S—Schichten bleiben qualitativ bis gog < 10 A erhalten.
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Abbildung 2.22: Globale Zustandsdichte der Multilage mit den Parametern aus
Abb. 2.19.
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Fig. 9. Typical tunneling conductance spectra obtained every 0.8 nm.

Abbildung 2.23: Tunnelleitfahigkeitsspektren von einkristallinem Bulk YBaCu3zOy
[24]. Die Spektren wurden alle 0.8 nm entlang der Oberfldche gemessen, die nach In-
terpretation der Autoren in diesem Experiment im Winkel von etwa 48 zur c—Achse

verlief.
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Optische Absorption

3.1 Physikalisches System und Modellannahmen

Wie in den vorangegangenen Kapiteln wird ein System von abwechselnd normalleitenden
und supraleitenden Schichten der Dicken a bzw. b betrachtet, siche Abb. 3.1. Auf das Sy-
stem wird in z-Richtung das senkrecht zu den S N-Phasengrenzen polarisierte elektrische
Wechselfeld

E = &y cos(wt)e, (3.1)

eingestrahlt. Die Amplitude des Feldes wird in den N—Schichten iiber die Systemgrofie
L, als konstant angenommen. Wir betrachten hinreichend tiefe Temperaturen, fiir die
das Eindringen des Feldes in die S—Schichten vernachlissigt werden kann, so da3 La-
dungsakkumulationen nur an den S N—Phasengrenzen auftreten. In der innerhalb der N—
Schichten giiltigen Eichung V-A = Ound A -e, = A -e, = 0 kann dann das elektrische
Feld allein durch das Vektorpotential

N/2
A(r,t) = —%&) sin(wt) Z O(—sd + a+ z)O(sd — z)e, (3.2)
s=—N/2

beschrieben werden. Hierbei zdhlt s die A/ Doppelschichten der Dicke d durch, und die
Sprungfunktion ©(x) ist definiert als

1 fu >
O(z) = e 0 (3.3)
0 fur z <0.

Intraband (Drude)—Absorption, d.h. Beschleunigung der Elektronen mit anschlieBender
Relaxation, wird nicht betrachtet.
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Abbildung 3.1: Multilage aus abwechselnd supraleitenden und normalleitenden Schich-
ten mit elektrischem Wechselfeld € (t).

3.2 Methodische Grundlagen

Zur Berechnung der Energieabsorption durch die supraleitende Multilage aus Abb. 3.1
wird die zeitabhidngige Storungstheorie [59] fiir die Bogoliubov—de Gennes Gleichungen
(BAGG) verwendet.

3.2.1 Zeitabhiangige Bogoliubov—de Gennes Gleichungen

Die zeitabhingigen BAdGG fiir die zweikomponentige QT—Wellenfunktion in Spinor-

Notation
- | ulr,t)
Y(r,t) = ( o(r, 1) ) (3.4)
lauten [60]
(e, 1) = H (e, 1)(r, ). (3.5)

(et) = < H(r,t) A(r,t)t) ) (3.6)

47
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gegeben. In Kapitel 1 und Abschnitt 2.1 wurde fiir die hier betrachteten Multilagen ge-
zeigt, daB das Paarpotential A(r,¢) = A(z) ndherungsweise durch einen stufenférmigen
Verlauf,

0  inN
A(z):{A 125 (3.7)

beschrieben werden kann [40]. In der verwendeten Eichung kann es auBlerdem reell
gewihlt werden. In dem Einteilchen—Hamiltonian

Hir 1) = — (EV - SA(r,t)) +U®r) - p (3.8)

2m \ i

beschreibt das Vektorpotential A (r, ) aus GI. (3.2) das externe Wechselfeld. Ansonsten
werden die gleichen Annahmen wie in Kapitel 2 gemacht: Das Skalarpotential U (r, t)
definiert zusammen mit dem chemischen Potential ;2 die im allgemeinen verschiedenen

Fermienergien epg und epy in den supraleitenden und normalleitenden Schichten:

EFN = th%N/2m in N,

3.9
ers = h2kig/2m in S. 39)

p—U(r) =cp(z) = {
Die Oberflachenpotentiale des Systems in z— und y—Richtung werden durch periodi-
sche Randbedingungen fiir die QT-Wellenfunktionen in + = 0,L, und y = 0, L,
beriicksichtigt. Es werden isotrope effektive Massen angenommen. Mogliche Abwei-
chungen von der freien Elektronenmasse m werden in die verschiedenen Fermienergien
hineingenommen. Streuung an Storstellen wird vernachléssigt.
Im stationdren Gleichgewicht besteht der vollstindige Satz {N} = {n,n} von
Losungen der BAGG aus den Losungen mit positiver Energie E,,,

&go)(r’t) _ @Z}T(lo) (r)e—iE‘nt/h _ U (1) e—iE‘nt/h, (3.10)
vn(r)
und aus denen mit negativer Energie F; = —FE,,,
O (r,t) = O (r)e I, (3.11)

wobei [57]

e () ()

Die Losungen der BAGG mit negativer Energie beschreiben Zusténde der Grundzustands-
konfiguration, die bei 7" = 0 K mit Sicherheit besetzt sind. Die Bandstruktur des Qua-
siteilchenspektrums der Multilagen, die in Abschnitt 2.2 diskutiert wurden, spiegelt sich
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somit in der Bandstruktur des Grundzustands wider. Die Vollstindigkeitsrelation fiir die
Losungen der BAGG ist durch [49, 59]

S0, )0 (1) = T8 — 1) (3.13)
L

gegeben, wobei sich die Summation L = [, [ iiber die Losungen sowohl positiver als auch
negativer Energie erstreckt und 1 die 2 x 2—Einheitsmatrix bezeichnet. Die Orthonorma-

litatsrelation lautet

~(ont .
/ 3O (e, 0O (1, 8)dr = 6p.01. (3.14)

3.2.2 Zeitabhiangige Storungstheorie

Formal geht man bei der Behandlung eines durch externe zeitabhingige Felder
gestorten supraleitenden Systems in der gleichen Weise vor wie in der zeitabhidngigen
Storungstheorie fiir die Schrodingergleichung [59, 61, 62]. Wir schreiben zundchst den

Hamilton—Operator (3.6) in der Eichung mit reellem Paarpotential A in der Form

H(r,t) = H(z,t) = HO(2) + AY(z,1), (3.15)
wobel
. rO(2)  A(2)
(0) _
HO(z) = <A(z) _h0 ) ) (3.16a)
hO(z) = —h;ZQ—sF(z) (3.16b)

das ungestorte System (A(r,¢) = 0) beschreibt, und

X RV (z,t) 0

HWD(z, 1) = ’ X , 3.17
(=.1) ( 0 —hO(z1) (.172)

MGzt = —5 (p-A+A- 3.17b
(2,1) 5 (P A+ A D) (3.17b)

der zeitabhingige Storoperator in erster Ordnung ist. Terme der GroBenordnung ~ AZ
wurden hier vernachlissigt. Das Vektorpotential aus Gl. (3.2) fiihrt zu dem Storoperator

HWY(z,t) = g(t)h(2)1 (3.18)
mit

g(t) = %sin(wt) (3.19)
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und
he 2 0
h(z) = —ig Z [2@(—sd +a+ 2)O(sd — z)%
s=—N/2
+0(—sd+a+z) —d(sd — z)|. (3.20)

Die zweikomponentigen QT—Wellenfunktionen @@(r, t) des gestorten Systems konnen
nach dem vollstdndigen Satz von Wellenfunktionen 1/320) (r,t) (L = I,]) des ungestdrten
Systems entwickelt werden:

O t) =Y P (r,t)ar(t) (3.21)
L
mit
an(t) = / DO (e, 1) d(x, 1) (3.22)

Setzt man Gl. (3.21) in die BAGG (3.5) ein, so erhilt man unter Ausnutzung der Gl. (3.10),
der Vollstindigkeitsrelation (3.13) und der Orthonormalitétsrelation (3.14) die Bestim-
mungsgleichung fiir die Entwicklungskoeffizienten ay, (¢),

ih%aM(t) = EL: ar (et /7Y (1), (3.23)

mit
0 = [ @EY @00 war (.24

und

Das System befinde sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Anfangszustand 1%,0) (r,t). Mit
Gl. (3.21) folgt daraus ar(0) = 61 ;. Bei einer kleinen Storung kann auch fiir ¢ > 0
in nullter Ndherung ag)) (t) = dr,s in Gl. (3.23) angenommen werden. Nach Integration
der Differentialgleichung (3.23) erhilt man fiir die Ubergangsamplitude vom Anfangszu-
stand .J in den Endzustand F' in erster Ordnung
Wiy = L[ orst g
ap (1) = — /0 e () di’. (3.26)

Aus der Normierungsbedingung
[ it =1 (.27
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folgt mit Gl. (3.21)

> ar () = 1. (3.28)
L

Also ist |ar,(t)]? die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich das System zum Zeitpunkt ¢ im
Zustand L befindet. Unter der Voraussetzung, daf} sich das System zum Zeitpunkt ¢ = 0
im Zustand J befand, gibt |ar(¢)|? die Wahrscheinlichkeit dafiir an, daB das System im
Zeitraum von t = 0 bis ¢ > 0 unter dem EinfluB3 der &ulleren Storung vom Anfangszustand
J in den Endzustand F iibergegangen ist. Fiir diese Ubergangswahrscheinlichkeit gilt
nach GI. (3.26) in erster storungstheoretischer Ordnung [59, 62]

2

Y
/ era' g (¢t | . (3.29)
0

Trs(t) = lap(t)]* = 7
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3 Optische Absorption

3.3 Optische Uberginge zwischen Blochzustin-
den

3.3.1 Quasiteilchen (QT)—Zustinde des ungestorten Systems

Zur Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten in erster Ordnung Stérungstheorie
nach GI. (3.29) mit den Matrixelementen (3.24) werden die QT—Wellenfunktionen ﬁ(LO) (r)
des ungestorten Systems bendtigt. Jeder Zustand L ist dabei gekennzeichnet durch die
Energie £ und den zweikomponentigen Wellenvektor k, = k,e, + kye,. In der stati-
ondren QT-Wellenfunktion

D0 (r) = 0 (z)ekee (3.30)

beschreibt k, die Propagation parallel zu den S/N-Phasengrenzen (0 = z e, + ye,).

In den betrachteten Multilagen handelt es sich bei den z—abhingigen Anteilen der QT—
Wellenfunktionen, ﬁ(LO) (2), um Blochwellen mit der Blochwellenzahl . Zur Charakteri-
sierung der Zustande ist es zweckméBig, anstatt der Energie £ den Index des Blochbandes
~ und die Blochwellenzahl x zu verwenden. Im folgenden wird ein Anfangszustand po-

sitiver Energie, J = j, durch

7 =10, %), Ko} (3.31)

und ein Endzustand positiver Energie, F' = f, durch

f= {(*y',/i'),k'g} (3.32)

gekennzeichnet. Fiir Zustinde negativer Energie, gekennzeichnet durch J = j oder F' =
f, trigt der Bandindex ~ einen Strich (7).
Es ist wichtig, den Unterschied in den Periodizitdtsbedingungen fiir Zustinde positiver

und negativer Energie zu beachten: Fiir einen Blochzustand positiver Energie, L = [, gilt
@/A)l(o)(z +d) = ei”dzﬁl(o)(z). (3.33)

Dagegen liefern die Gln. (3.12) und (3.33) fiir einen Blochzustand negativer Energie,
L=1,

~(0) . . ’LL[(Z + d) . Ul* (Z + d)
vrilEtd) = (vlz+d) _<—u2‘(z+d))
= i ( —1};5(2) ) — om0 (). (3.34)
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Fiir eine kompaktere Schreibweise definieren wir allgemein fiir L = 1,1

@/A)ELO)(Z‘Fd) _ esgn(EL)iK/d,Lﬁg))(z) — eikdl;(LO)(z) (3.35)

mit der Vorzeichenfunktion sgn.

Die QT-Wellenfunktionen des ungestorten Systems, d.h. der Multilage aus Abb. 3.1
ohne &ufleres Feld £, wurden im 2. Kapitel bereits bestimmt. Thre z—Abhéngigkeiten sind
in Anhang C fiir den allgemeinen Fall verschiedener Fermienergien in S und N und in An-
hang D in Andreev—Naherung fiir konventionelle Supraleiter mit A < epg = £pyn angege-
ben. Da Anfangs— und Endzustinde zur Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten
unterschieden werden miissen, werden die Energien und QT—Wellenfunktionen hier, an-

ders als in den Anhdngen, mit den Quantenzahlen indiziert.

3.3.2 Ubergangswahrscheinlichkeit

Die Ubergangswahrscheinlichkeit (3.29) 14Bt sich mit dem Storoperator (3.18) und den
Matrixelementen (3.24) in der folgenden Form schreiben:

Trs(t) = G(1) G, (3.36)
t 2
G(t) = eiwmt’ g(tdt'| (3.37)
2
G = 5 /zpF )10 (r)dPr (3.38)

Mit dem zeitabhingigen Anteil des Storoperators (3.19) findet man fir G(t),
Gl. (3.37),

I | )

w? Wpy — W wry +w
i — w)t/2] si t/2
_sin [(wpy — w)t/2]sin [(wpy + w)t/ ]2COS(wt)}- (3.39)
Wpy — W WrJg + W

Der Term proportional cos(wt) in Gl. (3.39) hebt sich bei der Mittelung iiber mehrere
Perioden von £(t) weg. Fiir geniigend groBe ¢, (fiir die die Ubergangswahrscheinlichkeit
pro Zeiteinheit nicht mehr von der Zeit abhangt), gilt auBerdem

(sin [(wpy £ w)t/2])2

wFJiw

= %té(wFJ:tw), (340)

lim
t—o00

und wir finden mit G1. (3.25) fiir den zeitabhiingigen Teil der Ubergangswahrscheinlichkeit

52 wth
2 2
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In den 0—Funktionen spiegelt sich die Energieerhaltung bei der Absorption bzw. induzier-
ten Emission eines Energiequants /w wider. Da die induzierte Emission bei der Berech-
nung der absorbierten Leistung keine Rolle spielt, wird der zweite Term in Gl. (3.41) im
folgenden weggelassen.

Fiir den zeitunabhéingigen Anteil der Ubergangswahrscheinlichkeit (3.38) findet man
mit Gl. (3.30)

1 ! 2 £/2 7 T a7
G = — / e~ eepikoe ? D ()h(2)1) (2)d= (3.42)
h )2
2
Az L/2 t .
= i, P ()10 (2)dz
—/2

wobei A die Kontaktfliche zwischen den Schichten bezeichnet. Das Integral {iber die
gesamte Linge £ = Nd des Systems in z—Richtung kann unter Vernachldssigung von
Randeffekten, d.h. fir A" — oo, mit h(z+s'd) = h(z) (siehe Gl. (3.20)) und mit Gl. (3.35)
in ein Integral von z = —a bis z = b und eine Summe tiber alle Perioden A/ umgewandelt
werden:

22 /\//2 - o

G = Db, m(F—F) / SO IOz . (3.43)
m= /\//2

Da die Blochwellenzahlen & auf die erste Brillouin—Zone beschriankt sind, ergibt die

Summe iiber m gerade N0z z, und man erhélt mit den Gln. (3.20) und (3.41) fur die

Ubergangswahrscheinlichkeit (3.36)

E2mth e \?2
TFJ(t) = ;w2 5(EF—EJ—hw)5klg,kg5g/7g (%) MF] (344)
mit
. N ~eoyt A
Mpy = (ANP|OR" (=a)df (—a) = 45" (00457 (0)

+2 / 0 W) L) d (3.45)

3.3.3 Absorbierte Leistung

Um die vom gesamten System absorbierte Leistung P(w) zu erhalten, mufl man aus
Gl. (3.44) die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit, dtTF 7(t), berechnen, mit
dem Energiequant /ww multiplizieren und iiber alle besetzten Anfangszustédnde .J und alle

unbesetzten Endzustinde F' summieren'

— hw— Z F(Ey) ZTFJ F(Er)]. (3.46)
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Die Besetzungswahrscheinlichkeiten sind bei gegebener Temperatur 7' durch die Fermi-

verteilungsfunktion

1
eE.]/kBT + 1

f(Ey) = (3.47)

und 1 — f(EF) gegeben. Setzt man Tr, Gl. (3.44), in Gl. (3.46) ein und spezifiziert die
Summen {iber .J und F" als Summen iiber x, k,, I' = (7,7) und ', k},, I, so erhélt man

Pw) = (‘%he) ZZZf (Ey) ;ZZ [1— f(Ep)] x (3.48)

! K/,

X 5k;7kg(5k’,kMFJ6 (EF’,:%’(kg) - EF,ﬁ(ké’) B hw) )

Die Summen iiber k|, und x’ kdnnen direkt ausgefiihrt werden, wobei die unterschiedli-
chen Periodizitdtsbedingungen fiir Zustdnde positiver und negativer Energie, Gln. (3.33)
und (3.34), wegen Er ,(k,) = Er _(k,) nur in den Funktionen Mp; beachtet werden
miissen. Die verbleibende Summe iiber den quasikontinuierlichen Impuls k, parallel zu
den S N-Phasengrenzen wird gemif3 Zkg — f [ dk,k, in ein Integral umgewandelt.
Man erhalt

| I

Pl) = (gohe) Z/dkk 1— Ep (k, ))
X f(EF,K(/gQ))MFJ(S(EF,,K(kg) — Br(k,) — hw). (3.49)

Interband—Zustandsdichte

Im Unterschied zu Kapitel 2, wo die Blochwellenzahl x quasikontinuierlich angenommen
wurde, beschrianken wir uns bei der Berechnung der absorbierten Mikrowellenleistung aus
numerischen Griinden auf eine endliche Zahl A von Perioden, so daB3 « nur die diskreten
Werte k = nw/L, n = —N,..., N, annehmen kann. Die Anzahl der Perioden wird
dabei so grof3 gewihlt, dall die globalen Zustandsdichten, die mit quasikontinuierlichem
bzw. mit diskretem x berechnet wurden, ndherungsweise iibereinstimmen, siche Abb. 3.2.
Da die Energieeigenwerte dann nur Funktionen einer quasikontinuierlichen Variablen, %,,
sind, kann das Integral iiber k, in Gl. (3.49) wegen der 6—Funktion ausgefiihrt werden und
liefert!

'Fiir quasikontinuierliche x sind die Energiceigenwerte Funktionen der beiden quasikontinuierlichen
Variablen k, und k. Die zwei Integrale iiber diese Variablen wiirden zusammen mit der 6—Funktion ein
Linienintegral im k—k,—Raum ergeben. Der Integrationsweg entlang Er (k, k,) — Er (s, k,) = hw liefie
sich mit vertretbarem numerischen Aufwand nicht bestimmen. Fiir diskrete x hingegen reduziert sich das
Linienintegral in eine Doppelsumme tiber £ und kj. Dabei ist k' durch Gl. (3.51) definiert.
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Abbildung 3.2: Vergleich der globalen Zustandsdichte eines Gesamtsystems mit ' =
70 Perioden mit der eines Systems mit N — oo; a = 1.0§, b = 5.0&, T < T,

eps = epn und epg > A.

po = (B AESh-s(an)] o
kg

d(EF/,N(kQ)*EF,N(kQ))
dk,

kg

wobei ) . alle Beitrige von Ubergingen zwischen Zustinden mit Wellenzahlen ky auf-
4 .

summiert, fiir die die Bedingung des Ubergangs zwischen Blochzustdnden in den mit I

und I' induzierten Béndern

Erv (k%) = Br (k) = hw (3.51)

erfiillt ist. Bei der Behandlung von optischen Interband—Ubergingen in normalleitenden
Metallen oder Halbleitern spricht man im Zusammenhang mit der Ableitung der Energie-
differenzen nach den Wellenvektoren von “joint” [63] oder “interband density of states”
[64].
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Mogliche Uberginge

Zur weiteren Auswertung von Gl. (3.50) ist es zweckmiBig, die Summen iiber alle
Blochbander I',T" in Summen iiber Biander zu positiven (y,+') und negativen (7, 7')
Energien aufzuspalten. Negative Energien und die dazugehorigen QT—Wellenfunktionen
werden mit Fs . (k,) = —F, .(k,) und Gl. (3.12) formal durch positive Energien und
Wellenfunktionen ersetzt. Die absorbierte Leistung

Plw) - (50ﬁ6)21ilz (3.52)

2m 2w~
VYHK
- ka
* {Zf(_E“(kQ)> L= f(EV"“(kQ))] M3 d(B, . (k )+QE (ko))
[+3 - ~ Ve RELANA
ke dk,
kg
(6% [ (6% kg
+Zf<_E%n(kg)> _1 - f<_E7':l€(kg)>] Mf§ d(—E ) (kg)‘l‘E'y,h‘,(kg))
ke " dk,
kg
+Zf(E (ka)) i-f(E, (/ga))] My, Ko
ko T ¢ - T ¢ f] d(EV’,N(kQ)iE’Y,K(kQ))
: dk, .

—i—Zf(Ev,n(kg)) :1 - f(_E’Y"“(kg)ﬂ My; d(—EW,,K(kQI)C?EV,N(kg)) }
dk,

kg

enthilt dann nur noch die Summen +, ' iiber die Blochbénder zu positiven Energien. Fiir
T — 0 liefert aufgrund der Fermifunktionen nur der erste Term in Gl. (3.52), der formal
Uberginge von besetzten Zustinden negativer Energie in unbesetzte Zustéinde positiver
Energie beschreibt, einen Beitrag zur absorbierten Leistung. Physikalisch handelt es sich
dabei um Anregungen aus dem Grundzustand, sieche Abb. 3.10. Fiir 77 > 0 sind auch
Ubergiinge von besetzten Zustinden negativer Energie in thermisch entleerte Zustinde ne-
gativer Energie (zweiter Term) und von thermisch angeregten Zustanden positiver Energie
in unbesetzte Zustdnde positiver Energie (dritter Term) moglich. Da induzierte Emissi-
on nicht beriicksichtigt wird, trigt der vierte Term in Gl. (3.52) nicht zur absorbierten

Leistung bei.

Konventionelle Supraleiter, A < epg = epy

Fir A < eps = epny = e wird der QT-Impuls, der fiir die meisten QT von der
GroBenordnung des Fermiimpulses ist, in sehr guter Ndherung durch rdumliche Variatio-
nen des kleinen Ordnungsparameters A < ep nicht gedndert. Die beiden verschiedenen
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Linearkombinationen von einer elektron— und einer lochartigen Losung mit anndhernd
gleicher Impulskomponente in z—Richtung, ¢)7 (), bzw. entgegen der z—Richtung, /7 (z),
sind zueinander entartet. Die entsprechenden Energieeigenwertgleichungen und Eigen-
funktionen sind in Anhang D angegeben. Das Matrixelement M;, das fiir 7" — 0 den
Hauptbeitrag zur absorbierten Leistung liefert, ist gegeben durch

s = (Y {\/ 05 IR )
‘/_adz@/?ff(z)h ‘/ dzwf h(z)d; (2) 2 } (3.53)

Die Anfangszustinde negativer Energie werden gemaf3 Gl. (3.12) durch Losungen positi-

2

ver Energie, sieche Gl. (D.4), ausgedriickt:

. E;——E, 1\ . . % s ias
o) = D (o)e et — g (2)6 el (3.54a)
~ E}#*Ej ¥ ]_ ikowz—ia:2 5% 0 ik, pztiq; z
wj (2) — " Dy 0 A ] e'heFET (3.54b)
mit
mkE,;
6= p (3.55)

Beachte, daB3 wegen der Periodizitdtsbedingung (3.34) bei der Berechnung der Koeffizi-
enten Dg, D, D‘; und D‘g in GI. (D.9) und der dazu konjugiert komplexen Gréfen x durch
—k ersetzt werden muf3. Setzt man die Gleichungen (3.54) und (D.4) in Gl. (3.53) ein,
erhilt man

2

DI'DI a4 / oikuns DI'DI g [ e as
Mo = 2 3 4 9+ < 2ik,ratig—a 1) 3 Y4+ ( 2ik,pa—iq—a __ 1)
fi (.AN) { 72kzp+q, (& +72k g e
DI DI 2hur +q-) , DI DI 2k —q_) , _ 2
+ (e ~1) + (e 1)
q+ q+
DI DI @k +4u) , DI DI 2k —q_) , ’
4| (e ) B T (@ — 1) (3.56)
q+ q+

e 2

f* i f*pi*
Dy Dg q4 (efQikzFafiq_a _ 1) i Dg D7 g+ (672ikzpa+iq_a _ 1)
2kzF +q- 2kzF —q-

}

7+ = qr £ gj- (3.57)

mit
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Fiir die anderen Matrixelemente M;, Mf; und My, findet man nach analoger Rechnung

2

DIDlq — DIDig o
Mz = (AN 2{ 4349+ (e—szzFa-i-zq,a _ 1) + 349+ (e—QZkzpa—zq,a _ 1)
71 = A o — o 2k +q-
. . 2
+ DA{D";(QI{:ZF - Q*) (eiq+a _ 1) + Dng(QkZF + Q*) (efiq+a o 1)
q+ q+
! pi _ _ ! pi _ 2
|2 D3(2q’“zF ) (o-inre _ 1) 4 D7D4(2q’“zF T4 (e )| 358)
+ +
. . 2
DgD%Q-l- 2ik.pa—iq_a _ D;ng‘F 2ik, ra+tig—a
+ | —="— e 1)+ ——"——"— e 1 ,
kaF —q- kaF +q-
. . 2
Mﬁj — (.AN)2{ DZJID% q- (e—2ikzpa+iq+a _ 1) _ Di{D% q- (6—2ikzpa—iq+a o 1)
2k.p — q+ 2k.F + q+
DIDI (2% —qy) | DID} (2k.e +ay) , ’
4|2 zF + (ezq,a _ 1) _ 33 zF + (e—zq,a _ 1)
q- q—
f pi* fpi* 2
+ D8D8 (QkZF — Q+) (efiq_a _ 1) _ D7D7 (QkZF + Q+) (eiq_a _ 1) (3.59)
q- q—
L " 2
+ DSfDéjl q- <62ikzpa7iq+a o 1) o D;DQJ’) q- (eQikzFa+iq+a o 1) }
2kzF — 4+ 2]{32];‘ + q+
und
. . 2
DI'Diq_ /.. : DI'Dlq_ /., :
Me: = .AN 2{ 3 7 (e2zkzpa+zq+a _ 1) o 4 8 (€2zkzpa—zq+a o 1)
/i ( ) 2k, + q+ 2k, F — q+
. . . 2
+ Di{ D§(2kZF + Q+) (eiq_a _ 1) _ Dé{ Déjl(QkZF — q+) (efiq_a _ 1)
q- q—
I* pi I* pi 2
+ D7 D37 (2k.r + q4) (efiq_a o 1) o Dy Dg(2k.r — q+) (eiq_a _ 1) (3.60)
q- q—
. . 2
+ D; ng_ (6—2ikzpa—iq+a _ 1) _ DE}; Diq_ (e—2ikzpa+iq+a o 1) }
2k.F + qd+ 2k.F — q+

Die ersten und vierten Terme in den Gleichungen (3.56)—(3.60) kommen von Ubergéngen
zwischen Zustdnden mit entgegengesetzter z—Impulskomponente. Sie sind proportional
q/k.r =~ A/ep < 1 und miissen in Andreev—Néherung aus Konsistenzgriinden weg-
gelassen werden. Die nichtverschwindenden Beitrdge der zweiten und dritten Terme
sind wegen der Entartung der Wellenfunktionen mit z—Impulskomponente in bzw. ent-
gegen der z-Richtung jeweils gleich. Die Ubergangsamplituden fiir Absorption (j —
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f) und induzierte Emission (j — f) eines Energiequants sind zueinander konjugiert
komplex, so daB3 die Matrixelemente in den Gleichungen (3.56) und (3.58) (und da-
mit die Ubergangswahrscheinlichkeiten) identisch sind. Fiir T — 0 findet man unter
Beriicksichtigung der Entartung durch einen Faktor 2 fiir die absorbierte Leistung P(w)
das Ergebnis aus Ref. [55], sieche Eq. (10). Im Grenzfall b — oo geht das Matrixelement
(3.56) in das fiir SN S—Kontakte berechnete Ergebnis [65] iiber.

Unkonventionelle Supraleiter, A « eps, epx

Fiir den allgemeinen Fall verschiedener Fermienergien in S und N und beliebiger
Verhiltnisse eps/A und epg/epy werden die QT-Wellenfunktionen des ungestorten Sy-
stems in Anhang C bestimmt. Die Matrixelemente (3.45), die in Gl. (3.52) eingehen,
werden in Anhang E berechnet. Fiir das Matrixelement eines Ubergangs aus dem Grund-
zustand in einen angeregten Zustand erhilt man

M= ANHEE T (174 7) o] {4 AL )
J
;H cos [k — ;) ] {40 48" + AL a7}

1 2 2 * gk * gk
- +* —* J*pd ¥ =% Af* Ad
TR R {(6F7 +07) Al A" 2k 0" AL A0

%

+;%m[(/§ Yl LAl A Al
G DIy
—%Zlg os [(ky "+ k) ] {~af" Al + Al ") (3.61)
(o) o AL A )

1

R DS
f J

—%:’i:ﬂf; sin [ (k7" = k) o] {=AL" AL + " 4] }‘
o

Die Matrixelemente Mp;, My; und My; haben eine dhnliche Struktur und sind in den
Gln. (E.6)—(E.8) des Anhangs E angegeben.
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P(w)(arb. units)

Abbildung 3.3: Von einer Multilage mit pg = epny = D000 A, a = 1€y und b = 5§
absorbierte Leistung P(w) als Funktion der eingestrahlten Frequenz w fiir verschiede-
ne Temperaturen 7. A(0) = 1.76 kT ist das Paarpotential in den S—Schichten bei
T = 0 K. Fir A(T') wird die BCS-Temperaturabhéngigkeit angenommen. Das Bloch-
spektrum dieser Multilage ist fiir 7 = 0 K in Abb. 3.5 dargestellt.

3.4 Ergebnisse

Die numerische Auswertung der Gl. (3.52) mit den Matrixelementen M ;, Gln. (3.56)—
(3.59) fiir A < epg = epy und GI. (3.61) fir epg # gy, liefert die Absorptionsspektren
in den Abbildungen 3.3, 3.4 und 3.6-3.8. Einige der zugrundeliegenden Blochspektren
sind in den Abbildungen 3.5, 3.9 und 2.7 gezeigt.

Die grundlegende Physik optischer Absorption durch supraleitende Multilagen ist
in Abb. 3.10 fiir den Fall gleicher Fermienergien in S und N schematisch dargestellt.
Fir eps = epy ist jeder QT—Zustand mit Energie E, ,(k,) im wesentlichen eine Li-
nearkombination eines Elektrons und eines Loches mit nahezu gleichem Impuls aber
entgegengesetzten Gruppengeschwindigkeiten. QT—Zustidnde mit entgegengesetzten Im-
pulsen sind zueinander entartet. Fiir verschiedene Fermienergien wird diese Entartung
zwar durch die Konkurrenz von konventioneller Streuung an den S N—Phasengrenzen zur
Andreev—Streuung aufgehoben, die in Abb. 3.10 illustrierte physikalische Interpretation
der optischen Absorption bleibt jedoch grundsétzlich die gleiche. Wie in Abb. 3.5 an-
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P(w)(arb. units)

Fw /A

Abbildung 3.4: Beitrag von Ubergingen aus dem Grundzustand (durchgezogene Linie)
und von Ubergingen zwischen angeregten Zustinden (gestrichelte Linie) zur fir T =
0.5 T absorbierten Leistung in Abb. 3.3.

gedeutet stellt sich die Erzeugung zweier QT-Anregungen aus dem Grundzustand in der
zeitabhingigen Storungstheorie formal als Ubergang zwischen einem QT-Eigenzustand
negativer Energie E; .(k,) = —F., .(k,) < 0 und einem QT-Eigenzustand positiver
Energie £ .(k,) > 0 dar. In diesem Fall ist das Matrixelement M, in Gl. (3.52) durch
die Gln. (3.56) bzw. (3.61) gegeben. Fiir endliche Temperaturen tragen auch Uberginge
zwischen angeregten Zustianden, fiir die die Matrixelemente Mp; fiir A < eps = €py
in den Gln. (3.59) und (3.60) und fiir eps # cpy in den Gln. (E.7) und (E.8) mit zwei
Losungen negativer bzw. positiver Energie berechnet wurden, zur absorbierten Leistung
bei.

Ausgehend von diesen Uberlegungen konnen die Absorptionsspektren von Multila-
gen mit A < eps, epy in den Abbildungen 3.3, 3.4 und 3.6 folgendermallen verstanden
werden: Der dominierende Absorptionspeak resultiert aus der Anregung zweier Quasiteil-
chen aus dem Grundzustand in die beiden untersten Energiebidnder mit hoher Interband—
Zustandsdichte bei k,pxy <
ersten Blochband negativer Energie ¥ = —1 in das zweite Blochband positiver Energie
v = 2 (und von ¥ = —2 nach v = 1), siche Abb. 3.5. Der Abfall in der absorbier-
ten Leistung oberhalb des Peaks ist in Abb. 3.6 steiler als in Abb. 3.3, da fiir a = 8¢

kpyn. Formal entspricht dieser Vorgang Ubergingen vom
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Abbildung 3.5: Spektrum der Zustéinde positiver und negativer Energie der Multilage
mit den Parametern aus Abb. 3.3 fiir ' < T¢. Zur Ubersichtlichkeit sind nur wenige
der Blochzustinde in den Bandern I' = 4 = -2, ' =4 = —1,' = v = 1 und
I' = v = 2 gezeigt. Mogliche Uberginge zwischen negativen Energien E 1 (k) und

positiven Energien E, ,;(k,) fiir iw = 3.2 A(0) sind angedeutet. Die den gleichen Bei-
trag zur absorbierten Leistung liefernden Ubergéinge zwischen E_o (k) und By 4 (k,)

sind nicht eingezeichnet.

und b = 3 &, Anregungen in die beiden untersten Subbénder bei k,px = kpy flir prak-
tisch alle Blochwellenzahlen x bei der gleichen Frequenz w abgeschnitten werden. Da-
gegen werden fiir die Parameter der Multilage mit dem Absorptionsspektrum in Abb. 3.3
fjbergéinge in die beiden untersten Subbédnder bei k,px = kpy fiir verschiedene Wellen-
zahlen « bei verschiedenen Frequenzen w abgeschnitten. Die Absorption bei hoheren
Frequenzen kommt durch Ubergiéinge in hdhere Subbinder. Optische Absorption setzt in
Abb. 3.3 fir T = 0 K erst bei hoheren Frequenzen als in Abb. 3.6 ein, da in den diinnen
N—Schichten der Abb. 3.3 die untersten Blochbédnder in Abb. 3.5 energetisch hoher liegen
als in den dickeren N—Schichten der Abb. 3.6 mit den Blochbédndern in Abb. 2.7.

Die fiir hw < A in SN S—Kontakten [65] berechneten Strukturen sind klein gegen die
Peaks in den Abbildungen 3.3 und 3.6. Durch die in Ref. [65] verwendete Linearisierung
des Energiespektrums wird aullerdem die Hohe der Spriinge bei ungeraden Vielfachen

der Liicke im Andreev—Spektrum vergrofBert.
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P(w)(arb. units)

Fw /A

Abbildung 3.6: Absorptionsspektren von Multilagen mita = 8§, b =3&y bei T < T¢
flir epn = epg (durchgezogene Linie) und epn = 0.98 epg (gestrichelte Linie).

Bei endlichen Temperaturen sind auch Uberginge zwischen angeregten Zustinden
moglich. Sie erhohen die absorbierte Leistung im Energiebereich unterhalb 2A, siche
Abbildung 3.3 und 3.4. Die energetische Position des dominierenden Absorptionspeaks
verschiebt sich nur wenig mit steigender Temperatur. Fiir Temperaturen nahe 7¢; muf3
das Eindringen des elektrischen Feldes in die S—Schichten, das im Vektorpotential (3.2)
vernachléssigt wurde, beriicksichtigt werden. Fiir A — 0 und eps = epnx wurde die ab-
sorbierte Leistung mit der Annahme eines iiberall konstanten Vektorpotentials gesondert
berechnet. Die elektronische Struktur der betrachteten Systeme geht dann in die eines
freien Elektronengases iiber, und die Interband—Absorption verschwindet wie erwartet.

Wird die Fermienergie in den N—Schichten, epy, gegeniiber der in den S—Schichten,
ers, verringert, reduziert sich wegen der sinkenden Elektronendichte fiir die meisten Pho-
tonenenergien auch die absorbierte Leistung, siche Abb. 3.6. Im Energiebereich unterhalb
A(0), wo sich die Absorption erhdht, ermdglicht die Brechung der diagonalen Transla-
tionssymmetrie durch das Skalarpotential U (z) Uberginge, die fiir epg = cpx verboten
sind.

Das Absorptionsspektrum in Abb. 3.7 wurde fiir geometrische und energetische Para-
meter berechnet, die fiir ein System angebracht sein konnten, das YBa;CuzO; als SN—

Multilage modelliert. Die schnellen Oszillationen, d.h. Peaks im energetischen Abstand
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P(w)(arb. units)

Fw /A

Abbildung 3.7: Absorbierte Leistung einer Multilage mit « = 4§, b = 1§, eps =
100epN, A =102 epg bei T <« Te.

dhw < A, sind mit numerischen Problemen im Zusammenhang mit der Diskretisie-
rung der Blochwellenzahlen x verbunden. Bei Erhohung der Stiitzstellenzahl bleiben
die physikalisch bedingten Maxima erhalten, sieche auch Abb. 3.8, wihrend die dazwi-
schenliegenden schnellen Oszillationen um die stabilen physikalischen Maxima herum
sich jeweils umgruppieren. In Abb. 3.8 wurde P(w) deshalb iiber einen Energiebereich
hw = 0.01 A gemittelt, um die Absorption anzugeben, wie sie in einem Experiment,
das sowieso nur eine endliche Energieauflosung hat, gemessen werden wiirde. Die stark
unterschiedlichen Fermienergien, eps = 100 ey, und das im Vergleich zu metallischen
Supraleitern grofe Paarpotential A = 1072 epg fithren zu einer starken Konkurrenz von
konventioneller Elektron—Elektron— und Loch—-Loch—Streuung zur Andreev—Reflexion.
Die entsprechenden Energiebénder und Zustandsdichten in den Abbildungen 2.19-2.22
wurden bereits im Abschnitt 2.1 diskutiert. Die Oszillationen in den Energiebédndern in
Abb. 2.20 sind in Abb. 3.9 fiir die untersten beiden Bénder und fiir x = O und k = 7/d
vergrofBert dargestellt. Sie liefern eine hohe Interband—Zustandsdichte in den Energie-
bereichen, die durch die sieben Kreise markiert sind. Fiir diese Energien gibt es viele
Ubergangskanile aus dem Grundzustand in die beiden tiefsten Blochbinder. Dies fiihrt
zu den Peaks im Absorptionsspektrum in Abb. 3.8 bei den Photonenenergien, die die

Summen der entsprechenden Blochenergien bei x ~ 0 und k & 7 /d sind.
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Abbildung 3.8: Absorbierte Leistung aus Abb. 3.7 iiber einen Bereich von 0.01 A ge-
mittelt. Die Hauptpeaks kommen von Ubergingen in die beiden tiefsten Blochbénder
mit Extrema bei Kk = 0 und k = 7/d in den Energie— und k,px—Bereichen, die in

Abb. 3.9 durch Kreise markiert sind. Die Mehrzahl der Peaks spaltet sich wegen der un-
terschiedlichen x—Abhéngigkeiten der beiden untersten oszillierenden Blochbédnder in
Doppelpeaks auf. Die Absorption in den N—Schichten ist wegen g = A auf Energien

unterhalb A beschrinkt.

3.5 Diskussion und Vergleich mit Experimenten

In Multilagen bestehend aus metallischen Supraleitern und Halbleitern ergibt sich wegen
der stark unterschiedlichen Fermienergien eine grofle Konkurrenz von konventioneller
Elektron—Elektron—und Loch—Loch—Streuung zur Andreev—Reflexion. Die Oszillationen
in den Blochbéndern in Abb. 2.20 findet man deshalb in dhnlicher Form in den quanti-
sierten Energieniveaus in Supraleiter—Halbleiter—Supraleiter—Kontakten [39], so dal} das
Absorptionsspektrum in Abb. 3.8 auch fiir diese Systeme relevant sein konnte. In einer
Multilage bestehend aus supraleitenden Nb—Elektroden und InAs—Quantenwéllen wur-
den “striking features” im Transmissionsspektrum bei Photonenenergien unterhalb der
Energieliicke 2Ayy, von Nb gefunden sowie Oszillationen, (die versuchsweise auf Fabry—
Perot-Interferenzen zuriickgefiihrt wurden) [66]. Obwohl die Experimente mit unpolari-
sierter Strahlung durchgefiihrt wurden, konnte die Theorie mit € senkrecht zu den Pha-
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Abbildung 3.9: Die beiden tiefsten, oszillierenden Blochbinder einer Multilage mit den
Parametern aus Abb. 3.7 fiir k = 0 (durchgezogene Linie) und fiir k = 7 /d (gestrichelte
Linie). Die sieben Kreise markieren Regionen hoher Zustandsdichte, die zu einer hohen
Absorption in Abb. 3.8 fithren. Das vollstdndige Spektrum ist in Abb. 2.20 dargestellt.

sengrenzen trotzdem anwendbar sein, da das Nb—Gitter selbst als Polarisator wirkt, der
die parallel zu den Phasengrenzen polarisierten Strahlungsanteile stark reflektiert und nur
die senkrecht zu den Phasengrenzen polarisierte Strahlung durchléft [67]. Es mul3 jedoch
noch genauer untersucht werden, ob die “striking features” tatsichlich auf Uberginge
zwischen Blochbédndern zuriickzufiihren sind.

In der optischen Antwort von supraleitenden YBay,Cu3O7;—Kristallen mit £ parallel
zur c—Achse wird ein vollstdndig metallisches Verhalten im fernen Infrarotbereich ge-
funden, wobei sich die endliche Absorption bis zu niedrigen Frequenzen erstreckt [34].
Bei gleicher Polarisation des £—Feldes ist der supraleitende Zustand in YBayCu3Og 95—
Kristallen durch tiefliegende Zustinde gekennzeichnet. Hier zeigt der elektronische An-
teil der optischen Leitfahigkeit Strukturen und steigt bei kleinen Frequenzen mit der
Temperatur an [35]. Obwohl diese experimentellen Ergebnisse, vor allem die endliche
Absorption bei niedrigen Frequenzen und 7" < T(-, auch in den theoretischen Absorpti-
onsspektren zu finden sind, mufl in kommenden Arbeiten noch genauer untersucht wer-
den, ob YBCO bei der Behandlung seiner optischen Eigenschaften durch ein einfaches
S N-Multilagenmodell mit stark unterschiedlichen Fermienergien und grolem Paarpo-
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tential in S beschrieben werden kann. Die in Abschnitt 2.2.4 diskutierte qualitative
Ubereinstimmung der fiir ein solches Modell berechneten lokalen Zustandsdichte mit
Tunnelleitfahigkeitsspektren von YBa,Cu3O7—Einkristallen [24] legt einen solchen Ver-
such jedoch nahe. Je groBer der Unterschied in den Fermienergien ist, desto starker unter-
driickt die Normal—-Streuung die Andreev—Reflexion, und die Blochbidnder werden mehr
durch das Ubergitter aus normalen Quantentrgen aufgrund der verschiedenen Fermi-
energien als durch das Paarpotential-Ubergitter bestimmt. Dies fiihrt dazu, daB Absorp-
tionseigenschaften, die auf die Blochband—Struktur zuriickzufiihren sind, auch bei Tem-
peraturen oberhalb 7¢ erhalten bleiben sollten. Ein solches Verhalten wird tatsdchlich in
YBa,Cu30g 79 bei niedrigen Frequenzen gefunden [35].

Das Vektorpotential aus GI. (3.2) stellt eine Ndherung fiir die prinzipiell selbstkon-
sistent zu bestimmenden elektromagnetischen Potentiale in einem inhomogenen Supra-
leiter, auf den ein elektrisches Wechselfeld eingestrahlt wird, dar. Fiir hinreichend tiefe
Temperaturen und entsprechend starke Paarpotentiale sollte diese Ndherung akzeptabel
sein. Sowohl rdumliche Variationen des Feldes in den N—Schichten als auch ein Ein-
dringen in die Supraleiter an den N S—Grenzflichen und an der Probenoberfliche werden
vernachléssigt. Letzteres ist streng genommen nur fiir extreme Typ-I Supraleiter giiltig.
Die explizite Form des Vektorpotentials geht jedoch nur in die Ubergangsmatrixelemente
ein und beeinfluflt die absorbierte Leistung daher mehr quantitativ als qualitativ. Die
Absorptionspeaks in den Abbildungen 3.3, 3.4, 3.6 und 3.8 sind in erster Linie auf die
Blochband—Struktur der Energiespektren der ungestorten Zustinde zuriickzufiihren und
sollten fiir andere Vektorpotential-Modelle erhalten bleiben, solange das elektrische Feld
in z—Richtung polarisiert ist.

In dieser Arbeit wurden die zeitabhdngigen BdGG in ihrer konventionellen Form,
wie sie zur Behandlung von BCS—artigen Supraleitern hergeleitet wurden, verwendet.
Eine theoretisch konsistente Beschreibung der stark korrelierten HTSL liefern streng ge-
nommen nur die stationdren [68] und die zeitabhingigen [69] Dichtefunktional-BdGG,
welche Austausch—Korrelations—Effekte beinhalten. Deren formale Struktur ist jedoch
die gleiche wie die der konventionellen BAGG, so da} zu erwarten ist, da3 Austausch—
Korrelations—Effekte die Absorptionsspektren eher quantitativ als qualitativ beeinflussen.
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Abbildung 3.10: Illustration der paarweisen Quasiteilchen—Anregung durch optische
Absorption in einer SN .S—Multilage mit egg = epn bei T = 0 K. Der Einfachheit
halber wird angenommen, da3 die Dicke der N—Schichten a so groB ist, daf} ihr Grund-
zustand ndherungsweise durch eine Fermikugel beschrieben werden kann. Oben: Ab-
sorption eines Photons mit Energie /iw hebt ein Elektron mit Impuls k = k, + kje,
unterhalb der Fermioberfliche (mit Radius Aen) in einen Zustand k; = k, + kye,
oberhalb der Fermioberflache. Dies erzeugt kurzfristig die beiden Vielteilchenanregun-
gen “Loch” mit Energie £ und Impuls k; sowie “Elektron” mit Energie £' und Impuls
k. Unten: Nach einer Zeit t > t) = am /hik N seit der Absorption des Photons ha-
ben Andreev—Reflexionen Linearkombinationen von Elektronen und Lochern aus jeder
der beiden anfanglichen Vielteilchenanregungen “Elektron” und “Loch” erzeugt. § ist
dabei die Zeit, nach der die “Elektron”- und “Loch”-Anregungen mit Sicherheit die
N-Schicht durchquert haben und an der SN-Phasengrenze Andreev—reflektiert wur-
den. Die Energieerhaltung erfordert, dal die Photonenenergie Aw gleich der Summe
E, (ko) + Ey . (k,) der Energien der zwei angeregten Multilagenzusténde ist, in die

die Uberginge aus dem Grundzustand erfolgt sind.
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird das selbstkonsistente Paarpotential, die elektronische
Struktur und die optische Absorption in supraleitenden Multilagen berechnet. Die nor-
malleitenden (V) Schichten der Dicke a und die supraleitenden (S) Schichten der Dicke
b haben im allgemeinen unterschiedliche Fermienergien gy bzw. eps. Die Brechung der
nebendiagonalen Translationssymmetrie durch rdumliche Variationen des Paarpotentials
A(z) und der diagonalen Translationssymmetrie durch das Skalarpotential, das die ver-
schiedenen Fermienergien beschreibt, fiihrt zu Elektron <+ Loch (Andreev)—Streuung und
Normalreflexion in den S N—Grenzschichten. Die beiden miteinander konkurrierenden
Streuprozesse fithren zur Ausbildung von Blochbéndern in dem periodischen Multilagen-
system.

Das selbstkonsistente Paarpotential A(z) wird mit Hilfe der quasiklassischen Green-
schen Funktionen in einem iterativen Verfahren berechnet. Der Giiltigkeitsbereich der
quasiklassischen Ndherung ist dabei auf Systeme beschrénkt, in denen der Maximalwert
A des Paarpotentials sehr viel kleiner als epg und damit die Kohérenzldnge gro3 gegen
die Fermiwellenldnge ist. Die endliche Wahrscheinlichkeit R fiir Normalreflexion an den
Phasengrenzen geht als phdnomenologischer Parameter fiir Systeme mit verschiedenen
Fermienergien in S und N und endlichem Kontaktflichenpotential Vs in die nichtlinea-
re Randbedingung fiir die Greenschen Funktionen ein. Fiir ideale, saubere Grenzflichen
(Vs = 0und epn = epg) findet man einen stark ausgeprigten “Proximity Effect”, d.h. eine
grofle Abweichung des selbstkonsistenten Paarpotentials von der Stufenform. Fiir endli-
ches R ist der “Proximity Effect” wie in Isolator—Normalleiter—Supraleiter—Kontakten
stark reduziert und in Abhéngigkeit des Verhdltnisses epn/cps “asymmetrisch”: Auf-
grund der Erhaltung des Impulses parallel zu den Phasengrenzen sind z.B. fiir epg > cpn
Quasiteilchen mit Impulsen groBer als der N—Fermiimpuls in S lokalisiert und schwéchen
dort den “Proximity Effect”, da sie sich wie Quasiteilchen in einem supraleitenden Film

der Dicke b verhalten. In Systemen mit epg > epy (und mit verschwindender oder allen-
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falls kleiner BCS—Wechselwirkungskonstante in V) stellt die Stufenpotentialform des-
halb eine sehr gute Ndherung fiir das selbstkonsistente Paarpotential dar.

Fiir Systeme mit eps = £py, in denen das selbstkonsistente Paarpotential am stirksten
vom Stufenpotentialverlauf abweicht, wird mit Hilfe der WKBJ-Néherung fiir die sta-
tiondren Bogoliubov—de Gennes Gleichungen (BdGG) gezeigt, daB3 zur Berechnung der
elektronischen Struktur die Stufenpotentialndherung dennoch ausreicht, wenn der Einfluf}
des “Proximity Effects” durch effektive S—und N—Schichtdicken beriicksichtigt wird.

Auch aulerhalb des Giiltigkeitsbereichs quasiklassischer Naherungen konnen mit Hil-
fe der BAGG die Quasiteilchenzustinde derjenigen Systeme exakt berechnet werden, in
denen ein periodisches Stufenpotential eine giiltige Ndherung fiir das selbstkonsistente
Paarpotential darstellt. Die Wahrscheinlichkeiten fiir Normalreflexion aufgrund des Ska-
larpotentials U(z), das die verschiedenen Fermienergien beschreibt, und fiir Andreev—
Streuung ergeben sich dabei direkt aus den AnschluBbedingungen fiir die Quasiteil-
chenwellenfunktionen und miissen nicht durch einen phinomenologischen Parameter R
beriicksichtigt werden. Die resultierenden Energiebdnder und Zustandsdichten zeigen
in Systemen mit S—Schichten mehrerer Kohérenzldngen Dicke den Subgap—Peak (ne-
ben dem BCS—Peak) und die Tomasch—McMillan—Anderson—Oszillationen wie in SN S—
Kontakten. Diese Eigenschaften, die auf Andreev—Streuung zuriickzufiihren sind, neh-
men mit wachsendem Verhéltnis epg/cpy aufgrund der Konkurrenz durch die Normalre-
flexion ab. Die Temperaturabhéngigkeit der energetischen Position des Subgap—Peaks ist
schwicher als die des BCS—Peaks.

Fiir ein System mit energetischen und geometrischen Parametern, die zur Beschrei-
bung der intrinsischen Schichtstruktur von YBay;Cu3O7 durch ein S N-Multilagenmodell
angebracht sein konnten, d.h. ein System mit einem, im Vergleich zu konventionel-
len Supraleitern, groBen Paarpotential A = 1072cpg, mit stark unterschiedlichen
Fermienergien, eps/epny = 100, und mit S— bzw. N—Schichtdicken von einer bzw.
vier Kohidrenzldngen, findet man eine BCS—artige lokale Zustandsdichte in den S—
Schichten und eine metallartige in den N—Schichten. In YBa,Cu;O7;—Einkristallen wur-
den tatsdchlich periodisch mit der Gitterkonstanten in c—Richtung abwechselnd BCS—
artige und metallartige Tunnelleitfahigkeitsspektren gemessen. Dies scheint ein Indiz
dafiir zu sein, daB3 das einfache Multilagenmodell, basierend auf Fermifliissigkeitstheorie
und Gorkov—Paarwechselwirkung, auch einige Relevanz fiir das Verstdndnis der elektro-
nischen Struktur der Hochtemperatursupraleiter haben konnte.

Die Energiebdnder und Quasiteilchenwellenfunktionen bilden die Grundlage fiir
die Berechnung der optischen Absorption durch Multilagen in Mikrowellen— oder

Ferninfrarot—Feldern mit dem elektrischen Feldvektor senkrecht zu den S N—Phasen-
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Zusammenfassung

grenzen. Die Absorptionsspektren ergeben sich aus optischen Anregungen in die

Quasiteilchen—Blochbinder und haben folgenden Eigenschaften:

e Fiir nicht zu unterschiedliche Fermienergien gibt es ein dominierendes Absorp-
tionsmaximum, dessen energetische Position sich relativ zum Paarpotential in
Abhingigkeit von der Temperatur nur wenig verschiebt aber abhidngig von den
Schichtdicken ist.

e Fiir die oben im Zusammenhang mit YBayCu3O7 diskutierten Parameter findet man
dagegen mehrere scharfe Absorptionspeaks bei niedrigen Frequenzen.

e Die optische Absorption setzt schon bei Photonenenergien unterhalb 2A ein. Dies
ist bedingt durch Uberginge aus dem Grundzustand in Blochzustinde mit F' < A.

e Mit steigender Temperatur steigt die absorbierte Leistung fiir iw < 2A aufgrund
von Ubergingen zwischen angeregten Zustinden.

Eine mogliche Methode, diese durch die Blochbinder bedingten Eigenschaften experi-
mentell nachzuweisen, besteht darin, die Absorptionsspektren sowohl mit Polarisation
parallel als auch senkrecht zu den .S N—Phasengrenzen zu messen. Die Differenz in den
elektronischen Anteilen der Absorptionsspektren ist auf die Blochband—Struktur der Qua-

siteilchenspektren zuriickzufiihren.
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Losung des Selbstkonsistenzproblems

Fiir praktische Rechnungen werden wie bei Bruder [44] die quasiklassischen Greenschen
Funktionen, die der GI. (1.1) geniigen, und alle auftretenden 2 x 2—Matrizen nach Pauli—
Matrizen entwickelt:

g = g -T=qT+ g7+ 9373, g = (g1, 92, 93), (A.1)
§ = S'T2817A'1+827A'2+837A'3, S:(Sl,SQ,Sg), (AZ)
d = d-7=d7 +doty + dsts, d = (dy,dy, d3). (A.3)

AuBlerdem wird hier zur Vereinfachung der Schreibweise die Matsubara—Energie ¢, im
Argument der Greenschen Funktionen g(ﬁ, 2) = g(ﬁ, z; €,) weggelassen. Die quasiklas-
sischen Gleichungen (1.1) lassen sich dann fiir ein reelles Paarpotential A(z) in der Form

0 en A(2)
a (k, 2) = j2mo 0 0 (k, 2) (A4)
dzg ) - thZF 671 g 9 .
—A(z) 0 0

schreiben, und die Anschlu3bedingung (1.10) wird zu

ds = dy, (A.52)
_dS (85)2 = Oé[27TSN X SS_dS (SN'SS)] (ASb)
mit
1-R
=, A.
“ 1+ R (A.6)

Bei der iterativen Losung des Selbstkonsistenzproblems wird in nullter Ordnung von
einem stiickweise konstanten Paarpotential, das in 2 = 0 von A(z) = Ay in N auf

73



A Losung des Selbstkonsistenzproblems

A(z) = As = 1.76 kgTgs in S springt, ausgegangen. In den Bereichen konstanten

Paarpotentials findet man aus Gl. (A.4) die rdumlich konstante Losung

) 0
~ —T
gon(k,2) = Fan —Ag N (A7)
) €n

und die exponentiell ansteigenden und abfallenden Losungen

—AsnEsn

gS,N(kvz) = iAg NeEn €xXp (2QS,NZ)7 (A.8a)
iA%,N

AgnEsn

génk,2) = | iAgyen | exp(—2sn2) (A.8b)

iqu’N

Esy = /€2 + A%y (A.9)

mES,N
qgs,N = .
h? kzFS,N

Die Linearkombination von (A.7) und (A.8) und die Symmetrierelation [41]

mit

und

(A.10)

~

g(k7 Z) = _g*(_k7 Z) = —g*(k, Z) (A.11)

liefern die allgemeine Losung

. 0
. —iT
gsn(dk ) = —— APV [ —Agy (A.12)
S,N
€n
FiEs N +tiFs N
—|—A25’N €. e*QQS,NZ_i_A:%SsN € 62qs,NZ
Ag N Asn

in S und V. Das obere Vorzeichen vor i Eg y bezieht sich dabei auf die Losung g(+ﬁ, z)
das untere auf die Losung g(—k, z). Fiir die hier betrachteten Systeme mit endlichen S—
Schichtdicken wird auch die exponentiell in S ansteigende Losung mitgenommen. Aus
der Bedingung fiir spiegelnde Reflexion in 2 = —a/2 und z = b/2,
gv(+k,—a/2) = gv(-k,—a/2), (A.13a)
gs(+k,+b/2) = gs(—k, +b/2), (A.13b)
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A Losung des Selbstkonsistenzproblems

folgt fiir die Propagatoren

, 0 +iFEy sinh [2qn (2 + a/2)]
gn(tk,z) = % b | —Ax | +2by | encosh[2qn (2 + a/2)]
N €n Ay cosh [2qy (2 + a/2)]
(A.14)
und
_ 0 FiFEgsinh [2¢5(b/2 — 2)]
gs(+k, 2) = % a | —Ag | +2as | e, cosh[2q5(b/2 — 2)]
° e Ag cosh [25(b/2 — 2)]
(A.15)

Mit Hilfe der Normierungsbedingung (1.9) konnen zwei der vier Koeffizienten ay, as, by

ap = /1—4d%, (A.16a)
b= yJ1— 402 (A.16b)

Die verbleibenden zwei Unbekannten in Gln. (A.14) und (A.15) werden aus der An-
schluBbedingung an der Phasengrenze bestimmt. Gl. (A.5a) liefert unmittelbar

by = —ag Smhlash) (A.17)
sinh(gya)

und by eliminiert werden:

und aus Gl. (A.5b) ergibt sich nach kurzer Rechnung

a {Gn(AS — AN) [albl + 4@51)1\[6102 + 2@582(b12a562 - a12chl)]
EsEN
+ (6% + AsAN) [042[)]\]01 — b12a502 + 2@582(4[)]\]&50102 + albl)]}
+2ags59 [a% + 4a§c§] =0 (A.18)
mit

sy = sinh(gya), (A.19a)
¢; = cosh(gya), (A.19b)
sy = sinh(ggb), (A.19¢)
¢ = cosh(gsh). (A.19d)

Im Unterschied zum S N-Kontakt mit halbunendlich ausgedehnten Schichten, wo man
ein Polynom dritten Grades als Bestimmungsgleichung fiir ag erhilt [44], und zum I N S—
“Proximity”-Kontakt, wo die Koeffizienten analytisch bestimmt werden konnen [41],
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A Losung des Selbstkonsistenzproblems

miissen fiir Multilagen die vier Koeftizientena,, ag, b; und by aus den Gln. (A.16)-(A.18)
numerisch berechnet werden. Im Grenzfall b — oo erhdlt man mit D = 2agcs & 2ag$»
(dh. ag — 0) und A, + A3 = 2byc; aus Gl. (A.16)-(A.18) Kieselmann’s Ergebnis fiir
I'N S—Proximity”-Kontakte, siche Egs. (2.12)-(2.14) in Ref. [41].

Bei der Berechnung der hoheren Iterationen werden die durch ihr asymptotisches
Verhalten fiur z — —a/2 und z — b/2 als konstant bzw. exponentiell anstei-
gend und abfallend charakterisierbaren Losungen fiir g(z) durch numerische Integrati-
on von Gl (A.4) (mit A(z) # const.) bestimmt. Als Randbedingungen werden da-
bei die Losungen aus den Gln. (A.7) und (A.8) verwendet, die jeweils in der Mitte
der N— und S—Schichten mit Ay = A(—a/2) bzw. Ag = A(b/2) ndherungsweise
giiltig sind. Die Koeffizienten der Linearkombinationen der numerisch bestimmten
Losungen werden wie zuvor aus den Normierungs-, Rand- und AnschluBbedingungen,!
Gln. (1.9), (A.13) und (A.5), ermittelt.

Die numerische Integration von Gl. (A.4) wurde wie bei Bruder [44] mit einem
Runge—Kutta—Algorithmus durchgefiihrt. Zur Berechnung der durch konstantes asym-
ptotisches Verhalten charakterisierten Losung wurde der “Multiplikationstrick™ [44] von
Thuneberg, Kurkijérvi und Rainer [70] verwendet. Hierbei wird ausgenutzt, dal sich
die “konstante” Losung aus dem Produkt der exponentiell ansteigenden und abfallenden
Losungen in Matrixschreibweise ergibt. Die numerische Integration iiber die Einfalls-
richtungen k in der Selbstkonsistenzgleichung (1.8) wurde mit einem Gauss—Legendre—
Algorithmus durchgefiihrt. Die Anzahl der Stiitzstellen betrug 10 fiir eps = epy und wur-
de mit steigender Fehlanpassung der Fermienergien auf bis zu 40 erhoht. Der Selbstkon-
sistenzzyklus wurde abgebrochen, wenn sich A(z) fiir alle z von einem Iterationsschritt

zum néchsten um weniger als 1 % dnderte.

IEs ist dabei zu beachten, daB in Fillen, in denen hk, den Fermiimpuls eines der beiden Materialien
iberschreitet, die AnschluBbedingung fiir spiegelnde Reflexion statt Gl. (A.5b) in z = 0 verwendet werden
mubB.
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Eigenwertgleichung und
Quasiteilchenwellenfunktion in
WKBJ-Naherung

Zur Berechnung der Eigenwertgleichung in WKBJ—Néherung ist es am giinstigsten, den
Ursprung des Koordinatensystems in die Mitte eines Normalleiters zu legen. Da der
Ordnungsparameter A(z) dann eine gerade Funktion von z ist, geniigen die Funktionen
1 /2(%) und & /2(2) nach GI. (2.8) den Symmetrierelationen

ma(—2) = —ma(z), (B.1a)
Ei2(=2) = &) (B.1b)

Die QT-Wellenfunktion ist gegeben durch

. im(2)/2 in2(2)/2
u(z) . e m(z)/ i€1(2) Lfe N2 i62(2) koo
(v(z)) B [Dl (eim(Z)/2 ¢ +D; e—ina(2)/2 ) € € (B.2)

mit den Koeffizienten D7, in —d/2 < z < Ound D, in 0 < z < d/2. Aus der
Periodizititsbedingung (2.5) und aus der Bedingung der Stetigkeit der Wellenfunktion in
z=0und z =d/2,

u(2) o (u(?)
115)% (U(Z)) 2=0—¢ N }515)% (U(Z)) z:(H—e’ (B3)
&y <v<z> e o L R0 Y
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B QT-Wellenfunktion in WKBJ—Ndherung

folgt das lineare homogene Gleichungssystem

esm(0)+i€1(0)  5m(0)+i€2(0)  _o—gm(0)+i€1(0)  _ o~ §n2(0)+i€2(0) D}
efgnll(o)ﬂ'gl(o) 6*%?72.(0)“52(0) —e3™ (§)+i£1 (0) _e%n2F0)+i62(0) Dy 0
e%.ﬂs-l-iés 6—.%775—1'55 _96—.%775-1-1'55 —96%775 —i€s Dy B 5')
e~ 3Ns+i€s e37s —i€s —fPesnstits —fPe—5ns—iks Dy )

Hier wurden bereits die Symmetrierelationen (B.1) sowie die Abkiirzungen § = ¢/(#—k-r)d

und
m(d/2) = —ne(d/2) = arccos(E/Ay) = ns, (B.6a)
6(/2) = ~&(df2) = i — (8- B*) /2= (B.6b)

benutzt. Nichttriviale Losungen des Gleichungssystems (B.5) existieren nur fiir eine
verschwindende Koeffizientendeterminante. Diese Bedingung liefert die Eigenwertglei-
chung des Systems

0 = 2sin{[n;(0) = m(0)]/2} cos [(x — k.r) d]
+ exp{—i[&(0) — &(0) + 2&s]} sin [ (0)]
— exp{2[6(0) — £1(0) + 2&5]} sin [12(0)] - (B.7)

Beim Wechsel zum urspriinglichen Koordinatensystem mit z = 0 an einer S N—Phasen-

grenze (z — z — a/2) erhilt man die Eigenwertgleichung (2.9).
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Eigenwertgleichung und

Quasitellchenwellenfunktion 1im Fall

unterschiedlicher Fermienergien

Die AnpafBlbedingungen (2.28) und Periodizitdtsbedingung (2.5) liefern das lineare, ho-

mogene Gleichungssystem
M-A=0

fiir den Vektor A der Koeffizienten Ay ... Ag mit der 8 x 8—Matrix

0 rt 0 r- 0 1 0

0 r- 0 rt 0 0 0

k&t 0 [ A 0 k 0 0

i k&T™ 0 kgDt 0 0 0 ky

I'tss I'tes ['Tsy 'y —0s Ocy 0
I's3 '3 Itsy Itey 0 0 —0s9

k;:FJ“c;», —k;FJrs;; ksT ey —kgT sy Bk:]\L,cl Bk:]\L,sl 0
k;f‘*c;; —k:jng*s;; kgTtey —kgTTsy 0 0 0k yco

Hier wurden die Abkiirzungen # = ¢ und

s1 =sin (kfa), ¢ = cos (kja),
so =sin (kya), ¢ = cos (kya),
s3 = sin (k&b), c3 = cos (kiD),

$4 = sin (k;gb), C4 = COS (k‘

W |
S
~
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C QT-Wellenfunktion im Fall unterschiedlicher Fermienergien

verwendet. Die Bedingung Detd/ = 0 liefert die Eigenwertgleichung (2.30) mit den
Funktionen

Dy = 48%kfkykiky, (C.4)

D, — A0k knkdkg {er[ea(0 — 1) +e3(0 + D] + e ez (9 — 1) + e (6 +1)]}

20k kdkg st [k s3(64+ 1) +kgsa(d —1)]

20k 5k kg so [k s3(6 — 1) + kgsa(d +1)]

20k kst [kdsa(0 — 1) + kgs3(5 +1)] (C.5)

2055 kN s2 [kdsa(8 + 1) + kgss(5 — 1)),

+ + 4+ +

Dy, = 45251525354(743?\}2/4:]}2 + k;2k§2)

— 457{:&]4:35/{:53102 [k§5304(5 +1) +kgezsa(6— 1)]

— 457{:}(,]4:35/{:50152 [k§5304(5 — 1)+ kgezsa(0 + 1)]

— 45k Pkysica [kgssea(d + 1) + kdezsa (0 —1)]

—  45k% kN crse [kgs3ca(6 — 1) + kdezsa(0+1)]
ki kyeics {4kEkS [(6% — 1) + caca(362 + 1)] + 2s354(1 — 6%) (k&2 + kg?)}
kiPsiso {2kd kg [(6% — 1) + czea(l — 6%)] + sgsa [k2(1 — 6)® + kg? (1 +6)%] }
kin’siso {2kd kg [(6% — 1) + czea(1 — 6%)] + sgsa [kT2 (1 +6)* + kg?(1 — 6)%]}
kiky {4k ks [(6% +1) + c3ea(0® — 1)] +25384(6> — 1)(k§* + k5D ). (C.6)

+ o+ 4+ o+

Die D;, i = 0,1,2, hiangen von den Quasiteilchenenergien und dem Betrag des Wel-
lenvektors hk, parallel zu den Grenzflichen ab. Sie wurden von Wacker mit Hilfe des
Computeralgebraprogrammes MATHEMATICA bestimmt [40, 51]. Die trigonometrischen

Funktionen in Gl. (C.3) haben im allgemeinen komplexe Argumente.
Wenn die Losbarkeitsbedingung DetM = 0 erfiillt ist, konnen die Verhéltnisse
Ay /Ag ... A;/Ag aus dem inhomogenen Gleichungssystem

0 r+ 0 r— 0 1 0 Ay 0
0 = 0 r+ 0 0 0 Ay 1
kSTF 0 kgD~ 0 kR 0 0 A; 0
kST~ 0 k3T 0 0 0 ky Ar | =—| 0 |[A4s,
[tsy Ites [ sy I ey —0s; Oc, 0 As 0
| R I cs [tsy Itey 0 0 —0s4 Ag Ocs
k§F+03 —kTS"F+33 ksT=cs —kgT sy Ok Okis: 0 A 0
(C.7)

das direkt aus dem tiberbestimmten homogenen Gleichungssystem (C.1) folgt, numerisch
berechnet werden. Der verbleibende Koeffizient Ag wird aus der Normierungsbedingung
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C QT-Wellenfunktion im Fall unterschiedlicher Fermienergien

(2.44) bestimmt. Mit der Kontaktfliche A der Schichten und der Anzahl N der Perioden
folgt

1 = /V fu(@)* + Jo(x)]*] d°r = 2N A b/; [[u(2)* + [v(2)]?] dz (C.8)
0 b/2
= WAL [ R ] e [ R + e
) _ ’ :vl2
Die Integrale /; und /5 ergeben
I = / ' , {|A5|? sin(k{2) sin(k},"2) + | Ag|* cos(k};2) cos (k7" 2) (C.9)

+| A7 sin(ky z) sin(ky " 2) + | As|* cos(ky2) cos(ky " 2)
+2Re [A5A§ sin(k}2) cos(kf " 2)] + 2Re [A7 Af sin(ky2) cos(ky 2)] } dz

:1%d1mmﬁw5m_mm@+@%]
2 kf — kf kY + kY
e [0k = KED8] i [0 + k)
+ |4 + _ g+ e
kR -k v+ kT
o |l — D8] sin{(ky + v )]
| ky—ky ky + kY
©oag |l — B3] sin[(ky + Ky O3]
| ky—ky ky+ky
L[ 1—cos[(ky +Ek5)E]  1—cos[(ki — Ky )E]
kX + kY kY — kY
— 2Re [ArA; (1_605[_(k]_v+_ff_v*)%] - I_COS[_(kJ_V__f]_V*)%]M}
ky +ky ky — ky
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C QT-Wellenfunktion im Fall unterschiedlicher Fermienergien

und
1 oy [sin [(BF —EETE] sin [(kE + EET)L]
I _ = A 2 F+2+ T 2 S ,Szk 21 S 5; 2 C.10
g 2{| T R ey (C.10)
o [sin[(BE = D] sin[(kE +EEE]]
+ |A2|2 (|F+|2 + |F |2) [k+5 k+5:k 2] [k+5 k+§; 2]
I s — Fs s T g .
o [sin (B — k™2 sin[(kg +ko™)2]]
+ |A3|2 (|F+|2 + |F |2) [kS k:i 2] _ [kS 75; 2]
I s — Fs s ks .
-~ _sin (k* — k**)ﬁ sin (kf + k**)é i
+ |A4|2 (|F+|2 + |F |2) [ 75 75; 2] [ 75 75; 2]
L kS - kS ks + ks ]
| * _ 1 —cos [(kf — k&)L 1—cos (k& + kLML
L s —Fs s TFRg
[ . B 1—cos[(kqg —ks')2 1—cos [(kg + kg )2
L s —Fg s T FRg
- . + - % g . + % Q
+ 2Re | A A; (F+F** —{—F*F**) Sin [(liS kié; )3] _ S [(lis + I‘is; )5] )]
i _ + _ 1.—*\b - + —*\ b
+ 2Re |AA; (TTD "+ T T 1 COZJ[r(kSka )3] 1 COZE(,T/:’?S )2])]
L s s S S
i . o (1 —cos [(Bf — k™2l 1—cos [(kE + k"L
R ] (LG IR ELTCEE Y
L s —Fg s TFkg
i k2Nt i + . —*\b
+ 2Re [ApA; (DFD" 4+ T TH) (Sm [(’is ks )3] | sin [(’is t ks M)] }
ks — ks ks + kg

Aus den sieben Gleichungen des Gleichungssystems (C.7), das numerisch mit Hilfe einer

LU-Dekomposition und anschlieBender iterativer Verfeinerung geldst wird [71], und aus

der Normierungsbedingung (C.8) mit den Integralen (C.9) und (C.10) werden die acht

Koeffizienten A, ... Ag bestimmt.
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Eigenwertgleichung und
Quasiteilchenwellenfunktion in
Andreev—Naherung

Im Fall epy = eps > A sind die QT—Wellenfunktionen in sehr guter Ndherung Li-
nearkombinationen von elektron— und lochartigen Losungen mit nahezu gleichem Im-
puls, da die Andreev—Reflexion an raumlichen Variationen des Paarpotentials A(z) den
QT-Impuls von der GroBenordnung des Fermiimpulses nur wenig dndert. Die QT-
Wellenfunktionen mit z—Impulskomponente in positiver, ¢ (z), bzw. negativer, ¢~ (z),

z—Richtung sind zueinander entartet. Mit den Entwicklungen

2mE A? mpE A?
+ — ~ —
@__W&ihZ1—WNmﬁ%%NH—ﬁ:M¢®JDm

2mE mE

kv = k% *

lassen sie sich im Supraleiter schreiben als

-

~ r+ . .
wi (Z) — D1/5 < _> eizk;FZizQ(Sz + D2/6 <F+

. > eiikzpz$iqéz (D2)

mit

I*=vV1+$6 (D.3)
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D QT-Wellenfunktion in Andreev—Ndiherung

Das obere Vorzeichen bezieht sich auf die Koeftizienten D; und D, fiir QT-Zustédnde mit
Impuls in z—Richtung, das untere auf D5 und Dy fiir QT—Zustéinde mit Impuls entgegen
der z—Richtung. Die Wellenfunktion im Normalleiter ist

~ 1 . . 0 . .
wi (Z) — 1)3/7 <O) eizkzpzizqz 4 D4/8 (1) eizkzpz¥zqz‘ (D4)

Da in Andreev—Naherung kleine Impulsdnderungen aufgrund von Andreev—Streuung in
den Amplituden der Wellenfunktionen wegen ¢ < k,r und ¢ < k,r vernachlassigt
werden, ist es ausreichend, die Stetigkeit (und nicht auch die stetige Differenzierbarkeit)

der QT—Wellenfunktionen an den Phasengrenzen zu fordern. Die AnpaB3bedingung

lim ¢+ = lim¢* D.
lim p=(2)| = lmy=(z)| (D.5)
lim ¢*(z) ‘ = lim @@i(z)‘ (D.6)
e—0 b—e e—0 b+e
und die Periodizitdtsbedingung (2.5) liefern das lineare Gleichungssystem
It - -1 0 D
r- r+ 0 ~1 Dy |
1"+eiikzpbiiq6b Ffeiikzpb¥iq6b _einde¥ikzpa¥iqa 0 D3/7 =0.
T eiik;pbiiqéb F+€iikzpb¥iq6b 0 _einde¥ikzpaiiqa D4/8
(D.7)

Aus der Losbarkeitsbedingung dieses Gleichungssystems, d.h. dem Verschwinden der Determi-
nante der 4 x 4-Matrix, folgen die Eigenwertgleichungen
1
cos [(k F k,r) d] = cos(qa) cos(qdb) — 5 sin(qa) sin(qdb) (D.8)
fiir QT—Zusténde mit Impuls in bzw. entgegen der z—Richtung. Die Koeffizienten I} ... D3 bzw.
Ds ... D7 berechnen sich zu

e¥iq5b o ei(n¥kzp)diiqa

Dis T (et gy D4/ (D.9a)
etiadb _ i(kFk.r)d+tiga

Days T (o — gviaa) D4/8: (D.9b)

D37 = TTDy5+T Dy (D.9¢)

Den verbleibenden Koeffizienten Dy bzw. Dg erhilt man aus der Normierungsbedingung (2.44).
Fir £ > A ergibt sich

1 a |D3/7|2 |Dl/5|2 |D2/6|2
D = — |1+ +b + D.10
0= ANA {2 ( Dajsl ) "\ 1Dussl ¥ 1DajsP (B10
. —1/2
Dy;sD )
1/5 22/6 (1 _ eilqab>
|Dyys|
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D QT-Wellenfunktion in Andreev—Ndiherung

und fir £ < Amita =10 = %—Z—l
1 a |D3/7|2 D1/5D§/6
Dys = S+ 4 2bRe | — 26 (D.11)
1/8 2N A {2 ( |Dy/gl? |Dy/s?

—1/2

D, /5|2 Dyil? A

| 1/5|2 A (1 _ e$qab> T | 2/6|2 (1 _ 6iqab) .

|Dyssl? g |Dyssl? g

Hier bezeichnet A die Kontaktfliche und N die Anzahl der Perioden der Multilage.
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Matrixelemente 1m Fall unterschiedlicher
Fermienergien

Die QT-Wellenfunktionen des ungestorten Systems sind nach Abschnitt 2.2.1 gegeben durch
A 1 1
zpl(o) (z) = Ak (0> sin (k;"z) + Al <0> cos (k;"2) (E.1)
1 (0\ . , 1 (0 _
+ Az | ) sin (k, 2) + Ag | ) €08 (k, =),

wobei zur Unterscheidung von Anfangs— und Endzustand der Index [ =7, f verwendet wird. Die
Wellenvektoren im Normalleiter kfc = kﬁ ; sind definiert durch

b= Ry £ 2mE B2, (E2)

kzFN = ”k%‘N_kg' (E3)

Die Wellenfunktionen mit negativen Energien F werden nach Gl. (3.12) durch die Wellenfunk-

tionen mit positiven Energien ausgedriickt:

R Eio—E; (1 . (1 .
;O)(z) 2o AL <0> sin (k'-_ z) + Aj (0> cos (k:-_ z) (E4)
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E Matrixelemente im Fall unterschiedlicher Fermienergien

Bei der Berechnung der Koeffizienten A{...S mufl wegen der Periodizititsbedingung (3.34) in
Gl (C.7) k durch —r ersetzt werden. Fiir das Matrixelement M;; findet man nach Gl. (3.45)

2mAN 2 2 2mAN \ 2
= (M) - (%)

o dz X

X [AE}:* sin (k;{*z> h(z)A]%* sin (k;*z> + Ag* sin (k;{*z> h(z)A é cos (k *z>
+ Ag* cos (k;{*z) h(z)AJ; sin (k;*z> + Ag* Ccos (k;{*z> h(z )Ag3 cos (k;*z)
_ A;* sin (k}fz) h(z)Ag* sin (k;'*z> — A;* sin (k;*z> h(z )A% cos ( j+ z)

- Ag* cos (kf_*z) h(z)Ag* sin (kj*z> - Ag* Ccos (k}?*z> h(z )AG* cos (k]'Ir )} ‘

0 A ~
a2 () h(2)9 (2)

—a

— (AN)? %% cos [ (k7" +k; ") o] {~aL"A2" + Al 4]}
e e (s ) o (A a0

T kj*)l(k?* R CART AN R T
A (CRTSn Ity -
(7)o (a7

T (k)] (A A

S (s ) o] (A A}

S k;*)l(k;* 7 {(k 7"+ k) AL A" 2k 70" AL AL

(57 )] (AL ol a0

. %% an [(k5" )] { AL A7 4 Al A7) ‘
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E Matrixelemente im Fall unterschiedlicher Fermienergien

Fir die anderen Matrixelemente Mj; My, und My, erhdlt man nach analoger Rechnung

My, = (ANY? ;Z;‘ - ’Zi con [ (k5 ) a] { L1 4 4L a1}

e (17 45 o {0 )
(ky + k;-’)l(k:f e {= (1" +17) Al Al — i af )
(b7 7)o -t )
SrE (v ) o (At ) .

A e [(a 7)o (- af )

A (1) o {4l

T+ kj)l(k:;{ %) {= (57 4 0;7) ALl —2x7 0y Al 47}

R = CHOBICEEY

S (- ) o (st )|

Mj; = (ANY? ;’; . ’; cos (k7 + ;) ] {—afaf” + a4}
+ 5% cos [(k; — k5 ") o] {ALal" + a4}

k2 4k )AfAJ — 2k k; AfAJ}

+ ! {-
(k7 + k5 )(kf—kj_*)

(&
;Zf _ Z sin [(k; + kf*) a} {—AéAg* - AgA;*}
+ ;% sin [ (k7 = k") o] {—af A"+ afal"} +
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E Matrixelemente im Fall unterschiedlicher Fermienergien

AL (k) ] (- )
A (s -377)] )
(kf + k;r*)l(k;{ — k) {= (5" +45 ) Afay” ok Al g
LA (s 7)) (-l )
S (1 )] (-t atal'}
und

My; = (AN)? 1k}r*i_k;rcos [(k“ +]<;JF) a] {_Af*Aj +Af*Aj}
! Qk}r*_;_k;r f J 5 5 6 6
—i—%Z;i*i_Zjicos[(k;“*—kj }{Af AJ+Af AJ}

1 2 9
+ + f - + + f ]

%g;g sin (7" + 47 ) ] {-af"af - al"al}
iZ sin | (k" &) o] {843 + 47743}
sira o (7 o] (A A Al (E8)
%Z j:j_ cos | (k7" — k) a| {41740 + al" 4}
2

oy

1 — _2 f* 1 ok f* :
- : — +kT) AL AL -2k Tk AL AL
(kf +k )(kf —kj—){ f J ) 8 8 ;oA 7}

,_.
”l
|
o>~
S
[9)]
“.
=
| —
/N
W
<
+
5

a} {—A’;*Ag _ Ag*A;}

.

o (AL ag v al ag} |

1k Ttk .
+§ }i* J_Sln|:(k;
ki —k;

|
&

ot
w

|

|

-

S

4
/\\_/\_/\_/\_//\

Die Koeffizienten AF ... AL, die in die Gleichungen (E.5)~(E.8) eingehen, werden nach An-
hang C bestimmt.
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