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Muster und Strukturen zwischen iiberall und nirgends
— Eine Spurensuche

von Anna Susanne Steinweg

Nicht erst seit Verdffentlichung der Bildungsstandards werden Muster und Strukturen in ihrer
besonderen Bedeutung in Forschung und Lehre der Mathematik Primarstufe konsensual
anerkannt. In allen Lehrplinen hat dieses Themenfeld bundesweit einen festen Platz. Vielfiil-
tige Forschungsarbeiten und Dissertationen der jiingsten Zeit rekurrieren auf Muster und
Strukturen. Dennoch wird wohl kaum ein Bereich gleichzeitig so divergent gedeutet. Muster
und Strukturen stehen im Spannungsfeld konkretisierter Leitideen von Unterrichisinhalten
und allgemeiner, fundamentaler Ideen der Mathematik. Chancen und Gefahren dieser

Polarisierung geben Anlass zur Bewusstwerdung und Diskussion.

Schliisselwérter: Muster, Strukturen, Bewusstheit, Argumentieren, Begriinden

1  Einleitung

Immer wieder treten auch im Alltag Phinomene auf, die als besonde-
re Muster wahrgenommen werden. Als am 30.07.2014 die Lottozah-
len 9,10,11,12,13,37 gezogen wurden, war mein Vater ganz aus dem
Hiuschen, wegen dieses Musters. Mathematisch betrachtet handelt
es sich hier natiirlich um ein absolut gleichwahrscheinliches Einzel-
ereignis gegeniiber allen anderen Ziehungen (Schnell, 2014). Die
Faszination liegt hier allein in der Wiederentdeckung eines bekann-
ten Musters, einem Abschnitt der Zihlzahlfolge, im Zusammenspiel
mit dem rudimentiren Bewusstsein fiir Wahrscheinlichkeiten (Vor-
hersage von richtigen Lottozahlen). Muster scheinen also dann be-
deutsam zu werden, wenn sie in etwas hineingesehen und als beson-
ders wahrgenommen werden.

Mathematik wird allgemein vielfach als Wissenschaft von Mustern
beschrieben (z. B. Devlin, 1997; Wittmann, 2003). Grundsitzlich ist
es natiirlich nicht neu, dass sich Mathematik mit Mustern beschiftigt
oder besser gesagt, dass die Suche nach Mustern und die Beschrei-
bung von Strukturen die Mathematik selbst ist. In den 1980er Jahren
wurde in der Nomenklatur eher auf die Strukturen abgehoben. In der
Strukturorientierung des Mathematikunterricht lagen Ziele darin,
,das Regelhafte, Gesetzmiflige, Formelhafte sichtbar [zu] machen®,
im ,Aufdecken und Beschreiben von Strukturen“ (NW, 1985, S. 25).
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Radatz et al. (1998) beschreiben konsequent: ,Mathematik ist die
Wissenschaft von den Strukturen.“ (ebd., S. 25). In den niheren Aus-
fihrungen nennen sie dann auch den Begriff Muster und verweisen
auf ,die Entwicklung einer auf Kreativitit, Erfindungsreichtum und
Entdeckerfreude ausgerichteten Einstellung zur Mathematik“ (Radatz
et al. 1998, S. 25). Aufgaben zu Mustern sind somit schon seit ge-
raumer Zeit etabliert, wenn auch wie hier eher aus motivationaler
und affektiver Perspektive begriindet.

Die Mathematik selbst ist jedoch —schon seit ersten zahlentheoreti-
schen Uberlegungen der Pythagoreer— Strukturwissenschaft. Spites-
tens seit Cantors Mengentheorie, sind (Ordnungs-, algebraische und
topologische) Strukturen der Inhalt mathematischer Auseinanderset-
zung (vgl. z. B. Basieux, 2000). Es ist zu kliren, ob die Begriffe Muster
und Strukturen Synonyme sind oder ob, gerade in der Perspektive der
Mathematikdidaktik fir die Grundschule, eine genauere Definition
sinnvoll und hilfreich wird.

2 Muster, Strukturen, Muster und Strukturen
— Versuche von Begriffsklarungen

Muster und Strukturen werden zumeist in einem Atemzug als ein
stehender Begriff genutzt. Dies liegt auch daran, dass ,teilweise in-
haltliche Uberschneidungen von Struktur und Muster sowie die Viel-
zahl moglicher Bedeutungen des Wortes Muster jede Definition un-
scharf und eine exakte Trennung beider Bereiche schwierig [ma-
chen]“ (Litken, 2012, S. 20). Gerade in den jiingsten Forschungsarbei-
ten zum Themenfeld Muster und Strukturen wird vielfach aber der
Versuch unternommen, die beiden Begriffe voneinander abzugren-
zen und getrennt zu kliren.

Mathematischen Mustern werden z. B. die Merkmale ,Ordnung und
Regelmifigkeit, Wiederholung sowie Vorhersagbarkeit“ (Rathgeb-
Schnierer, 2007, S. 11; vgl. auch Deutscher, 2012, S. 87) zugewiesen.
Offensichtlich ist hier der Bezug zu Mulligan & Mitchelmore (2009)
erkennbar, die ein mathematisches Muster beschreiben als ,any pre-
dictable regularity, usually involving numerical, spatial or logical rela-
tionships” (S. 34). In dieser Deskription findet sich ein Klirungsan-
satz der (vorherseh- und vorhersagbarer) Regelmifigkeit und Relati-
onen (Beziehungen) definierenden Charakter fiir Muster zuweist. Auf
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die Eigenschaft der Regelmifigkeit verweist auch Akinwunmi (2012)
und weiter auch auf die Bedeutung von Beziehungen: , die erkannten
Strukturen der Figuren in Beziehung [zu] setzen und Gemeinsamkei-
ten und Unterschiede [zu] erfassen“ (Akinwunmi 2012, S. 96).

Diese beiden Eigenschaften versteht Liiken (2012) hingegen als cha-
rakterisierend fiir die Abgrenzung von Mustern zu Strukturen. ,Ein
Muster (...) beschreibt eine Regelmifigkeit. (...) Die Beziehungen
zwischen den verschiedenen Bestandteilen eines Musters stellen
seine Struktur dar“ (Litkken, 2012, S.22, H.i. O.). Ungeklirt bleibt
bisher aber, woher die Beziehungen und Gliederungsaspekte des
Musters, in dem oben beschriebenen Sinne also die Strukturen,
stammen.

Wittmann & Miiller (2007) schlagen vor Muster als Oberbegriff zu
verwenden und dann von Strukturen zu sprechen, ,wenn es sich um
grundlegende, vorgegebene Muster handelt” (S. 43; vgl. auch Deut-
scher, 2012, S. 86). Die hier gemeinte Vorgabe entspringt aber nicht
der didaktischen Leistung einer Lehrperson oder eines Unterrichts-
materials, sondern ergibt sich mathematisch aus Definitionen bzw.
aus dem mathematischen Raum, d. h. einer Menge mit mathemati-
schen Strukturen (Wittmann & Miiller, 2007, S.49). Einer Menge,
z. B. N, wird durch eine Beziehung, z. B. der Verkniipfung Multipli-
kation, eine Struktur aufgeprigt (vgl. Basieux, 2000; Rinkens, 1973;
auch Ott, 2014, S. 169). So ist etwa der Halbring (N,+,0,-,1) die we-
sentliche algebraische Struktur, die der Arithmetik im Grundschulbe-
reich zugrunde liegt. Wie sich mathematische Objekte zueinander
verhalten, ist somit abhingig von strukturellen mathematischen Be-
ziehungen (z. B. Ordnung, Verknlipfungen), die sich in Mustern
zeigen konnen.

Es erklirt sich in diesem Verstindnis auch, warum Mulligan & Mit-
chelmore zwei unterschiedliche Komponenten der Bewusstheit fiir
Muster und Strukturen vermuten:

We thus consider AMPS [awareness of mathematical pattern and struc-
ture] to have two interdependent components: one cognitive (knowledge
of structure) and one meta-cognitive (a tendency to seek and analyse pat-
terns). Both are likely to be general features of how students perceive and
react to their environment.” (Mulligan & Mitchelmore, 2009, S.38)

Strukturen erschliefRen sich dem Verstehen mit zunehmendem Wis-
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sen tiber mathematische Beziehungen auf einer Inhaltsebene. Auf
Prozessebene kann hingegen die Suche und auch die Untersuchung
von Mustern gefordert werden, die wiederum inhaltliches Wissen
iiber Strukturen nihren kann. Der Umgang mit Mustern und Struk-
turen soll im Folgenden genauer betrachtet werden.

3 Mathematische Titigkeiten mit Mustern und Strukturen

Mathematische Tétigkeit ist in allen Bereichen der Mathematik —also
auch bei Mustern und Strukturen— dadurch gekennzeichnet, in no-
tierte, gezeichnete oder mit Material abgebildete Objekte oder Hand-
lungen, mathematische Begriffe und Relationen in einem konstrukti-
ven Prozess hineinzudeuten (vgl. Voigt, 1993; Steinbring, 2005; S&b-
beke, 2005). Der Ausloser nach Mustern Ausschau zu halten, scheint
auf verschiedenen Ebenen bedingt zu sein. Aus isthetischer Sicht
erhalten Regelmifiigkeiten besondere Aufmerksamkeit; aber auch
aus dem Bediirfnis heraus, Mathematik Bedeutung zu geben: ,Child-
ren who expect mathematics to 'makes sense’ look for patterns®
(Brownell et al., 2014, S. 84). Dieses menschliche Verhalten ist klug
im Sinne der ,Denkékonomie“ (Wittmann & Miiller, 2007, S. 48 ff.),
da es unmdglich ist, stets nur in Einzelobjekten oder -handlungen die
Welt und das Denken selbst zu ordnen. Dariiber hinaus ist es nach
Donaldson (1982) unerlisslich, sich dem Denken in Mustern und
Strukturen auch bewusst zu werden und insbesondere Unstimmig-
keiten und Unregelmifigkeiten zum Anlass zu nehmen, Erkli-
rungsmodelle und letztlich eigene Denkstrukturen neu zu ordnen.

Aus konstruktivistischer Sicht steht die Deutung im Mittelpunkt. Es
verwundert also nicht, dass ,die zwei dazugehorigen Konstrukte
,Strukturdeutung’ und ,Musterdeutung“ (Deutscher, 2012, S. 158) als
Ausdifferenzierungen bzw. Spezifizierungen versucht werden. Vor
dem Hintergrund des oben dargelegten Verstindnisses entziehen
sich mathematische Strukturen jedoch einer individuellen Deutung
im eigentlichen Sinne, da diese Deutung letztlich doch die von Mus-
tern ist, die aus der Struktur geboren wurden. Fruchtbar scheint hin-
gegen das Konstrukt des , Struktursinn[s] (...) als eine Sammlung von
Fihigkeiten (...): das Wiedererkennen einer Anordnung als bereits
bekanntes Muster (...); das flexible Aufteilen eines Musters in Teile
(Struktureinheiten); (...) das Erkennen wechselseitiger Verbindungen,
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Beziehungen und Zusammenhinge zwischen Struktureinheiten; (...)
das Integrieren der Struktureinheiten und Betrachten des Musters als
Ganzes“ (Litken, 2012, S. 221).

Sofern ein Sinn fiir Strukturen oder —in Anlehnung an die Begrift-
lichkeit der angelsichsischen Literatur z. B. nach Mulligan & Mit-
chelmore (2009)- eine Bewusstheit fiir Muster und Strukturen als
Kompetenz unterstellt wird, so werden qualitative Unterscheidungen
der Performanz als Ausdruck der Ausprigung des bereits vorhande-
nen Sinns fiir Strukturen denkbar. Mulligan & Mitchelmore (2013,
S.35) unterscheiden hier pri-strukturelle, emergente, partiell-
strukturelle sowie strukturelle Reaktionen auf Musteraufgaben. Diese
Unterschiede gehen mit graduell zunehmender ,Korrektheit’ der
Antworten und Losungsvorschlige einher, d. h. die Kinder fokussie-
ren zunichst auf irrelevante, dann einige, die meisten und schlieRlich
auf alle korrekten Eigenschaften der gegebenen Struktur. Gleichzeitig
konnen diese Phasen fachdidaktisch gedeutet darauf hinweisen, dass
Forderung und unterrichtliche Stiitzung denkbar ist.

Auch in anderen Forschungsprojekten werden Titigkeiten identifi-
ziert, die spezifisch fiir den Umgang mit Mustern und Strukturen
sind. So listet z. B. Deutscher (2012, S. 89) ,das Erkennen, das Nach-
zeichnen, das Vergleichen, das Fortsetzen und das Beschreiben von
Mustern“ auf. Litken (2012) verweist weitergehend auf die Bedeutung
von Relationen zwischen Objekten: ,Beim Strukturerfassen und
Strukturieren miissen immer Beziehungen erkannt, bzw. hergestellt
werden.“ (Litken, 2012, S.206). Letztlich sind also die Titigkeiten
gleichsam als Untersuchungen nach operativem Prinzip zu kenn-
zeichnen, wie Wittmann es bereits 1985 zusammenfasst: ,Objekte
erfassen bedeutet, zu erforschen, wie sie konstruiert sind und wie sie
sich verhalten, wenn auf sie Operationen (Transformationen, Hand-
lungen ...) ausgetibt werden* (Wittmann, 1985, S. 9).

In der Auseinandersetzung geht es, wie in der Grundschulmathema-
tik wblich, darum induktiv vorzugehen (z.B. Akinwunmi, 2012,
S. 115). Die Beschiftigung mit Mustern und Strukturen in der Idee
der Verallgemeinerung ist ein Zugang zum Wesen der Mathematik.

Generalizations are the life-blood of mathematics. (...) Generalizing
starts when you sense an underlying pattern, even if you cannot articu-
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late it (Mason, Burton & Stacey, 2010, S. 8).

Zurecht weist Akinwunmi darauf hin, dass das ,Erkennen und das
Beschreiben mathematischer Muster (...) sich als zwei sich wechsel-
seitig bedingende Prozesse bei der Verallgemeinerung mathemati-
scher Muster dar[stellen], sodass das Beschreiben nicht als der Deu-
tung nachrangiger Prozess verstanden werden darf* (Akinwunmi,
2012, S. 280). Link (2012) nimmt sich des Feldes der Beschreibung
von Mustern in Breite und Tiefe an und zeigt Moglichkeiten der An-
regung zur Stirkung der Beschreibungskompetenz auf.

Eine qualitative Erweiterung erfihrt diese Liste bei (Wittmann & Miil-
ler, 2007, S. 49), die darlegen, dass Muster ,entdeckt, beschrieben,
begriindet, unter Forschern kommuniziert und zur Lésung realer
Probleme genutzt“ werden kénnen. Uber die Beschreibung hinaus,
riicken nun Begriindungen in den Fokus. Wesentlich ist dabei, wann
ein Beweis als Beweis im sozialen Kontext ausgemacht werden kann,
wie Wittmann & Miiller (1988) dargelegt haben (vgl. auch Link &
Akinwunmi, 2009, S. 564). Begriinden und Argumentieren sind dabei
hoch komplexe Titigkeiten, die sich z. B. in Interaktionsanalysen
genauer interpretieren und analysieren lassen (z. B. Schwarzkopf,
2000; Meyer, 2007). Zusammenfassend konnen als wesentliche Ta-
tigkeiten (vgl. auch Steinweg, 2001, S. 115 ft.) festgehalten werden:

» erkennen — sehen, hineindeuten

* nutzen - replizieren, fortsetzen, Analogien erkennen, transferieren
* beschreiben — miindlich oder schriftlich kommunizieren

* begriinden — argumentieren, erkliren, verallgemeinern

Diese Aufzihlung von Tétigkeiten bietet mehr als ein Beobachtungs-
raster fiir Lernprozesse. Wird sie in all ihren Punkten ernst genom-
men, so wird sie gleichsam zum Leitfaden fiir die Setzung unterricht-
licher Anregungen und dartiber hinaus zur ,Checkliste* fiir Aufga-
benstellungen. Fiir (Grund-)Schulkinder sind nicht alle musterhaften
Phinomene auch erklirlich oder erlauben eine mathematische Be-
grindung. Dies kann zum einen in der Auswahl des Musterangebots
selbst begriindet sein und zum anderen in der mutmaRlichen In-
haltskompetenz auf mathematischer Ebene. Somit kénnen Kriterien
fiir die Auswahl von Aufgaben abgeleitet werden.

Musterhafte Anordnungen (Ott, 2014) —mit Material oder ikonisch—
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sind immer replizierbar (z. B. Wiirfelbilder). Gerade Wiirfelbilder
entziehen sich als Konventionen jedoch ganz einer mathematischen
Begriindung. Es ist demnach darauf zu achten Aufgaben anzubieten,
die Zugang zu relevanten mathematischen Strukturen (z. B. Struktur
des Dekadischen Systems, Ordnungsrelation von Gréfen, der Eigen-
schaften von Operationen, Eigenschaften von geometrischen Objek-
ten) erlauben. Nur unter diesen Bedingungen ist es nach Wittmann
(2010, S. 186, H. i. O.) moglich ,echte mathematische Tatigkeit anzu-
regen, die sich durch folgende Merkmale auszeichnet:
1. Es sind «Elemente» vorgegeben, die mathematische Eigenschaften ha-
ben und in mathematischen Beziehungen stehen. 2. Mit diesen Elemen-
ten wird nach mathematischen Regeln operiert. 3. Die mathematische
Tatigkeit ist zielgerichtet. Immer geht es um die Erforschung von Mus-
tern und die Lésung von Aufgaben unter Nutzung von Mustern.
Als didaktische Implikationen der Auseinandersetzung mit Tatigkei-
ten mit Mustern und Strukturen bleibt festzuhalten, dass sich Be-
wusstheit fiir Strukturen unterschiedlich ausgeprigt zeigt —aber auch
unterrichtlich geférdert werden kann— und dass die Auswahl der
Anregungsaufgaben wesentlich dafiir ist, ob alle Facetten der Tétig-
keit (bis hin zu Begriindungen) gezeigt werden kénnen. Lehrpline
und Bildungsstandards bilden die Grundlage von unterrichtlichen
Anregungen und Aufgabenstellungen, da z. B. Lehrwerke auf die hier
vorgesehenen Aspekte fokussieren miissen. Im Folgenden wird des-
halb ein kurzer Blick in diese normativen Vorgaben geworfen.

4 Muster und Strukturen in Bildungsstandards und Lehrplinen

Als 2004 die Bildungsstandards fiir die Primarstufe Mathematik von
der KMK beschlossen wurden, sah sich die Mathematikdidaktik in
Forschung und Praxis mit der inhaltsbezogenen mathematischen
Kompetenz ,Muster und Strukturen“ (KMK, 2005) konfrontiert.
Selbstverstindlich war diese Idee nicht neu oder ohne vorherige Fun-
dierung in fachdidaktischer Diskussion entstanden (vgl. 1). Neu war
jedoch, die Grundidee den Inhalten zuzuschreiben und neben die
,ibliche Trilogie aus Arithmetik, Geometrie und Sachrechnen! zu

! Der Vollstindigkeit halber sei erwihnt, dass ebenso die inhaltliche Kompe-
tenz ,Daten, Hiufigkeit und Wahrscheinlichkeit* erganzt wurde, die hier aber
nicht thematisiert wird.
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stellen. In der niheren Ausdifferenzierung der Kompetenz werden
zwei Schwerpunkt gesetzt: (1) Gesetzmifligkeiten erkennen, be-
schreiben und darstellen, (2) funktionale Beziehungen erkennen,
beschreiben und darstellen (KMK, 2005, S. 10-11). Diese werden illus-
triert durch Teilkompetenzen mit Inhaltsbeispielen, die ein weites
Feld aus arithmetischen, geometrischen und funktionalen Aspekten
beinhalten. In der Reaktion auf die Bildungsstandards wurden einige
Lehrpline der Linder iiberarbeitet, die die Nomenklatur und auch die
Beispiele gern aufgriffen. Exemplarisch sei auf den Bildungsplan
Baden-Wiirttemberg (2004) verwiesen, der sogar vor den Beschliissen
der KMK in Kraft trat und in Duktus und Struktur den Bildungsstan-
dards stark gleicht. Fatal war hier die Beschrinkung der Beispiele
z. B. auf ,Muster mit Bezligen zu Kunst und Geschichte (r6mische
Ornamente)“ (BW, 2004, S.61), die insbesondere die Praxis dazu
verfihrte, diese als direkte —aber auch einzige- Umsetzungsmoglich-
keiten dieses Inhaltsbereichs zu verstehen.

Die Auslagerung des Bereichs Muster und Strukturen als ,eigenen’
Inhaltskern, sollte diesen stirken und mehr in das Bewusstsein der
Lehrkrifte bringen. Die Beschreibungen der Bildungsstandards ent-
halten jedoch nicht stringent die ,iiblichen‘ Begriffe. Es verwundert
also nicht, dass insbesondere die Praxis bei ,strukturierten Aufgaben-
folgen“ (KMK, 2005, S. 10) nicht direkt an Entdeckerpickchen oder
produktive Ubungsformate erinnert wird. Der explizite Hinweis auf
die ,Hunderter-Tafel“ als ,strukturierte Zahldarstellung“ (ebd.) fithrt
auch nicht zwingend dazu, Punktefelder und anderes strukturiertes
Anschauungsmaterial mitzudenken. Auswirkungen hat auch die
Exemplifizierung funktionaler Beziehungen auf ,Menge-Preis“ Be-
ziehungen (KMK, 2005, S. 11). Die Praxis suchte und sucht fiir den
neuen Inhaltsbereich ,neue‘ Inhalte. Beziige zu bereits gingigen und
wohl vertrauten Inhalten aus Sicht fachdidaktischer Arbeit herzustel-
len, bleibt eine wichtige Aufgabe:

Curriculum and assessment generally consider parallel content strands
(--) and do not encourage teachers to seek important connections be-
tween different concepts and processes.” (Mulligan & Mitchelmore,
2009, S. 46-47)
Derzeit kann ein neuer Zyklus an Uberarbeitungen der Linderlehr-
pline beobachtet werden. In der Gesamtschau zeigt sich dabei eine
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erstaunliche Einhelligkeit. Die Lehrpline nehmen von konkreten,
singuliren Beispielen zunehmend Abstand und verabschieden sich in
einigen Fillen auch von Mustern und Strukturen als eigenem In-
haltsbereich. Es ist zu vermuten, dass die 2007 von Wittmann und
Miller dargelegten Hinweise zu den Bildungsstandards und insbe-
sondere die Einschitzung, ,dass der Bereich Muster und Strukturen
den Inhaltsbereichen tibergeordnet ist“ (ebd., S.42) hier eine nicht
unwesentliche Rolle spielt.

Ganz auf den eigenen Inhaltsbereich Muster und Strukturen verzich-
ten z. B. Thiiringen und Nordrhein-Westfalen. So beschreibt Thiirin-
gen ,..die Leitidee ,Muster und Strukturen“ ist in allen Lernberei-
chen erfasst (TH, 2010, S. 6). Auch wenn in den Konkretisierungen
wieder die fast schon obligatorischen Folgen benannt werden, findet
sich ebenso als Kompetenzerwartung, Muster und Strukturen ,beim
Rechnen zu nutzen“ (TH, 2010, S. 10). Nordrhein-Westfalen verweist
auf die tragende Rolle von Mustern und Strukturen. Sie ,bestimmen
hiufig die einzelnen Themenbereiche und koénnen zur Verdeutli-
chung zentraler mathematischer Grundideen genutzt werden“ (NW,
2008, S. 56). Dies wird dann noch zur Begriindung dafiir ausformu-
liert, von einem eigenen Bereich abzusehen. Muster und Strukturen
sind hier ,integraler Bestandteil aller Bereiche“ (NW, 2008, S. 56).
Auch die Arbeitsfassung des neuen Bildungsplans Baden-
Wiirttemberg (2016 i. V.) verabschiedet sich —in der aktuellen Versi-
on— vom eigenstindigen Inhaltsbereich Muster und Strukturen und
gibt Beispiele z. B. in arithmetischen Grundthemen an: , Substanziel-
le Aufgabenformate wie Zahlenmauern, Rechenketten, Rechendrei-
ecke, strukturierte Pickchen, ... erméglichen durch operative Veran-
derungen das Entdecken von Mustern“ (BW, 2016, 18).

Unter Beibehaltung der eigenen Leitidee Muster und Strukturen
formuliert z. B. Hamburg (2011) explizit den Verweis auf produktive
Ubungsformate und zugleich den Hinweis auf alle anderen Inhalts-
bereiche (ebd., S. 27). Ahnlich findet sich diese explizite Ausweitung
der Beispiele (z. B. Rechenstrategien) in Bayern (2014) im Gegen-
standsbereich Muster und Strukturen.

Insgesamt ist festzuhalten, dass die Bewusstheit fiir Muster gewach-
sen ist. Weniger deutlich ist derzeit aber in der Schulwirklichkeit eine
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Bewusstheit fiir Strukturen im weiteren Sinne erkennbar, da oft eine
zu enge Sicht auf exemplarische Beispiele die Arbeit —zumindest in
der Praxis— bestimmt. Die neuen Bildungs- und Lehrpline lassen hier
auf Wirkung in Unterrichtswerke und Unterrichtsalltag hoffen.

5 Muster und Strukturen im Unterricht

Angenommen im Unterricht einer 4. Jahrgangsstufe taucht die Re-
chenaufgabe 37037 - 3 auf. Damit ist ein Unterricht zu Mustern und
Strukturen schon in vollem Gange. Unbestritten ist das Verfahren der
schriftlichen Multiplikation bereits voller mathematischer Strukturen,
die auf mathematischen FEigenschaften der Operation (Kommutativi-
tdt, Assoziativitit und Distributivitit) beruhen. FEine ausfiithrliche
Analyse hierzu findet sich in Miller & Wittmann (1984, S. 30 ff.). Im
Unterricht zu Algorithmen kénnte es wiinschenswert sein, dass auch
hier in Elementen eine erste Bewusstwerdung der Strukturen ange-
bahnt wird.

Zuriick zum Ausgangsbeispiel: Fiir die Kinder kann es iiberraschend
sein, dass dieses Produkt eine Schnapszahl aus lauter Einsen ist. Fiir
Kenner der eindeutigen Primfaktorzerlegung hingegen verrit sich
der erste Faktor direkt als 37faches von 1001 und 111 wiederum als
37faches von 3. Das Produkt 111111 ergibt sich also zwangsldufig aus
dem 111-fachen von 1001 und vice versa.
Das tre "’u;‘." s ut ’H'v“ Mmer gnt 5:.14{”7{-0 2abl

~
Abb. 1 Beschreibung des Ergebnismusters
Nun sind wir aber in einer vierten Jahrgangsstufe und derzeit gehort
die Primfaktorzerlegung von Zahlen nicht zwingend zum Kanon der
behandelten Inhalte. Das Muster des Produkts ist somit beschreibbar,
entzieht sich aber der Begriindung. Anders ist es, wenn die obige
Aufgabe in einen operativen Zusammenhang gestellt wird und nun
nicht das Auftreten der Schnapszahlen an sich, sondern der Zuwachs
von Produkt zu Produkt in den Fokus gertickt wird.

37037-3 37037-6 37037-9 37037-12 37037-15

Die Aufgabe besteht nun nicht mehr allein darin, die Produkte zu
bestimmen, sondern Beziehungen zu entdecken. Es sind damit ,zum
Strukturverstindnis filhrende Bearbeitungsprozesse" (Schipper 2009,
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S. 314). Das Beispiel gehort zur Gruppe der operativ-strukturierten,
reflexiven Ubungen (Wittmann, 1992, S. 180), bei dem sich die Be-
ziehung als Muster erst nach ersten Losungsprozessen zeigt und
dann reflektiert werden kann (vgl. auch Steinweg 2013). Die Auffil-
ligkeiten, auf die Lernende in der Reflexion des obigen Beispiels Be-
zug nehmen, sind sehr individuell und zeigen z. B. Beschreibungen
von Besonderheiten der Aufgabenstellung.

Was 15t dir qut? e

Ml asdgaken angedmyd 3 f Ve

Die ZoMen von A7 gehtn n 3ar sheeiton ronfer

Abb. 2 Verschiedene Beschreibungen des ersten bzw. zweiten Faktors

Link (2012) verweist auf die eigene Bedeutung der Beschreibung und
warnt, ,dass eine (...) Forderung des Beschreibens von Zahlenmus-
tern (...) nicht allein durch eine einmalige Durchfithrung einer iso-
lierten Unterrichtsreihe (...) zu erreichen ist, sondern integraler Teil
einer Unterrichtskultur im Mathematikunterricht werden muss“
(ebd., S. 291).

Der Unterricht konnte an dieser Stelle abbrechen oder aber auch
noch gemeinsam mit den Kindern Begriindungen fiir die Zuwichse
der Produkte suchen. Schon bei der Erarbeitung des 1x1 haben die
Lernenden im besten Fall operative Reihen von Produkten kennenge-
lernt, in denen ein Faktor gleich bleibt und der zweite sich um einen
bestimmten Wert erhoht. Die Struktur ist vollig unabhingig vom
gewihlten Zahlenraum. 5-6 ist das Doppelte von 5-3, da sechs das
Doppelte von 3 ist. 5-9 ist das Dreifache des ersten Produkts usw.
Diese Erklirungen, die auf der Assoziativitit der Multiplikation
(5-6=5-(3-2)=(5-3)-2) beruhen, sind somit fiir diese Jahrgangsstufe
zuginglich. Die wichtige Warum-Frage kann tatsichlich gekliart wer-
den. Diese Vorgehensweise, in die Tiefe der mathematischen Struk-
turen vorzudringen, ist ,lohnender als die Losung von weiteren Pick-
chen auf dem Zusatzblatt fiir schnelle Rechner” (Steinweg, 2003,
S. 66-67). Die Bedeutung der Erfahrung des Verstehens von Zusam-
menhingen, ist nicht zu unterschitzen. Mathematik ist keine Ge-
heimwissenschaft, sondern folgt logischen und erklirbaren Struktu-
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ren (vgl. Steinweg, 2004).

Das Plidoyer fiir das Entdecken, Beschreiben von Mustern und Be-
grinden durch die Strukturen wird umso wichtiger, da es verstirkt
empirische Hinweise gibt, dass sich die Férderung der Beschiftigung
mit Mustern auszahlt. Die Studien definieren Muster eher eng (Mus-
terfolgen). Es erstaunt aber nicht, dass Zusammenhinge zwischen
Kompetenzen in diesem Musterverstehen und ,anderen‘ mathemati-
schen Kompetenzbereichen nachgewiesen werden kénnen (vgl. Li-
ken, 2012; Liiken, Peter-Koop & Kollhoft, 2014).

6 Ein Plidoyer fiir Bewusstheit fiir Muster und Strukturen

Die Diskussion zu Mustern und Strukturen in Unterricht, Lehrerbil-
dung und —fortbildung bewegt sich zwischen zwei Polen: (1) Mathe-
matik als Wissenschaft von den Mustern (2) Muster und Strukturen
als neuer Inhaltsbereich). Diese zwei Ansichten fiihren, wenn sie je
verkiirzt verstanden werden, zu einem Dilemma. Einerseits wird in
Perspektive der Generalisierung (1) darauf verwiesen, dass aus-
nahmslos alle mathematischen Aktivititen Muster beinhalten. Ande-
rerseits bewirkt die Perspektive der Exemplifizierung (2), eine Ein-
schrinkung auf spezifische Inhalte, z. B. Folgen und Funktionen
(proportionale Relationen). Beide Perspektiven bergen Gefahren. In
der ersten Sicht scheint es ganz egal zu sein, welche Anregungen
man den Kindern anbietet. Die , iiberquellende Fiille von Zahlenmus-
tern, Formenmustern, kombinatorischen und logischen Mustern®
(Wittmann, 2003,S. 26) wirkt so unerschopflich, aber auch unitiber-
schaubar, dass Aktivititen gar nicht mehr genauer analysiert werden
miissen, da Muster iiberall sind. Unterrichtsinhalte werden willkiir-
lich und das Label Muster in Unterrichtswerken, Seminarveranstal-
tungen etc. verschwimmt. Muster und Strukturen drohen nirgends
wirklich verortet zu sein. In der zweiten verkommen Muster und
Strukturen zu den Einzelbeispielen, die Bildungs- und Lehrpline
explizieren. Sobald diese Beispiele unterrichtlich mit Kindern oder in
Bildungsangeboten fiir Lehrkrifte erarbeitet, besprochen, themati-
siert wurden, ist man ,fertig' und kann zu einem ,anderen‘ Inhalt
ubergehen. Eine Lehrerin meinte hierzu: ,Muster und Strukturen
mache ich immer in Vertretungsstunden, weil es da nicht um Inhalte
geht.“ Beziige zwischen den Inhaltsbereichen und stindige Verweise
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auf Muster und Strukturen bleiben aus.

Ein Weg, der aus diesem Dilemma fiihrt, liegt darin, Aufgabenange-
bote stets einer genaueren Betrachtung zu unterziehen. In allen In-
haltsbereichen sollten die Aufgaben, ,die das Potenzial haben, die
Mathematik als lebendige Wissenschaft von den Mustern“ (Steinweg,
2003, S. 71, H. i. O.) zu erfahren, bevorzugt werden. Das Potenzial ist
nicht oberflichlich erkennbar. Muster sind zwar schon Kleinkindern
zuginglich, aber die Begriindungen fiir das Auftreten der Muster ist
es nicht zwingend. Mathematische Objekte und Relationen sind im-
mer nur gedanklicher Natur (vgl. Mason, 1987). Muster sind wie
,anschauliche‘ Schattenwiirfe der mathematischen Strukturen und
kénnen jedoch nur mit geschultem Bewusstsein ,with the ,eyes of the
mind®” (Devlin, 1997, S. 4) wirklich ‘gesehen’ werden. Lehrerbildung
und —fortbildung kommt nicht darum herum, in die Lage zu verset-
zen, die mathematischen Strukturen zu erfassen, die im Verlauf an
Komplexitit gewinnen (vgl. Wittmann, 2014). Nur, wenn Muster
,durchschaubar in der Logik ihrer Strukturen“ (Steinweg, 2001,
S. 262) werden, beginnt tatsichlich die mathematische Téatigkeit.

Es ist dafur zu plidieren, nur die Muster anzubieten, die auch den
Kindern in Strukturen zuginglich sind, d. h. die Begriindungen im
entsprechenden Niveau zulassen. Natiirlich zeigen sich in echten
mathematischen Phinomenen immer Muster. Das gilt allerdings
nicht fiir jede Schulbuchseite oder Kopiervorlage. Die sinnvolle Frage
muss lauten: Gibt es Muster, die Zugang zu mathematischer Struktur
erlauben? Natiirlich ist es im Alltagsunterricht nicht zwingend, im-
mer alles zu begriinden. Es sollte aber zwingend sein, dass die ange-
botenen Muster (auf je entsprechendem Niveau der Lernenden) be-
griitndbar sind.

The beauty [...] is, in many cases, a highly abstract, inner beauty, a beauty
of abstract form and logical structure, a beauty that can be observed, and
appreciated, only by those sufficiently well trained in the discipline.
(Devlin, 1997, S. 6)
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