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Zusammenfassung

Auf die in der Affingeometrie hiufig verwendete
Volumenstruktur wird verzichtet und als Raum eine
n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit linearem Zusam-
menhang zugrunde gelegt.

Mittels eines eindimensionalen Zusammenhangs, des
"inneren' Zusammenhangs, lassen sich Affinkrimmungen
fir eine Kurve als Tensoren der Parametermannig-
faltigkeit definieren, so daff die Auszeichnung eines
Parameters im Sinne des unzuldssigen Affinbogens
der klassischen Blaschkeschen Affingeometrie ver-
meidbar wird. Unter Benutzung eines modifizierten,
der affinen Arbeitsweise angepalten, Kurvenbegriffs
wird ein Fundamentalsatz bewiesen. Der innere Zu-
sammenhang und die Affinkrimmungen sind nicht nur
charakteristisch fiir eine Kurve, sondern erweisen
sich auch als in erster Ordnung invariant bei
infinitesimalen Affinitédten.

Nach kurzer Betrachtung von p-Fldchen ohne feste
Begleitbasis wird der Begriff der "affinen" p-Fli-
che definiert.

Fiir affine p-Fldchen wird eine invariante Normali-
sierung angegeben, derart, dafl eine Reduktion auf
den Blaschkeschen Fall bei Kurven und Hyperflédchen
méglich ist. Auch die in der vorliegenden Arbeit
entwickelte Kurventheorie fiigt sich als 1-Flédchen-
Theorie in diesen Rahmen ein.

GroBen invariant normalisierter affiner p-Flédchen
haben Invarianzeigenschaften bei infinitesimalen
Affinitdten.

Durch den weitgehenden Verzicht auf Raumstrukturen
und die Betrachtung der Ubergédnge zwischen verschie-
denen Normalisierungen sollte hier nicht nur eine
rein affine Geometrie geschaffen werden, sondern
gleichzeitig eine Moglichkeit, um unter Bezug auf
den affinen Fall Flichengeometrien solcher Réume,
die zusdtzliche Strukturen tragen, anhand der

Normalisierungen vergleichen zu kodnnen.
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Einleitung

Blaschkes '"Vorlesungen {iber Differentialgeometrie II"
(vgl. Blaschke (1923)1)) -~ weit mehr durch originire
Oberlegungen als durch die bloRe Darstellung des
damaligen Standes dieser Disziplin gepridgt - Dbe-
schreiben eine Geometrie des affinen Raumes als In-
variantentheorie bei volumentreuen affinen Abbil-
dungen; d.h. diese klassische Affingeometrie 148t
sich in das Schema des Erlanger Programms von Felix
Klein einordnen.

Die Einseitigkeit dieses Programms, das u.a. Veblen
und Whitehead (1932) durch die Ausformulierung eines
neuen Konzeptes ersetzt haben, schmilert nicht die
Bedeutung, die dem Gedankengut Blaschkes zum einen
als Gegenstand, zum andern als Ausgangspunkt weite-
rer Forschungen zukommt:

Wihrend beispielsweise in der Kurventheorie Haack
"(1934), Maeda (1939), Santald (1946) und Merza (1960)
die bei Blaschke definierten Kurvengrdfen zum Ob-
jekt ihrer Untersuchungen haben und geometrisch inter-
pretieren, verldft Hlavaty (1929L?1934) den Rahmen
des Erlanger Programms und liefert Ansdtze einer
Kurventheorie auf Mannigfaltigkeiten. Anlehnung an
die Definitionen der klassischen Affingeometrie ist
auf Mannigfaltigkeiten indes nur m&glich, wenn der
EinfluB der Koordinatentransformationen ausgeschal-
tet wird. Dies versucht Hlavaty zu erreichen, indem
er,jeweils nur lings der betrachteten Kurve, gewisse
Skalardichten zur Bildung von koordinatenunabhéngigen

I) In den Klammern steht das Erscheinungsjahr der
im Literaturverzeichnis angegebenen Arbeit.



Gréflen heranzieht. Die tensoriell nicht faBbare
Unbestimmtheit dieser Skalardichten aber fithrt dazu,
daf} Hlavaty's Affinbogen und -kriimmungen keine In-
varianten sind, und folglich der von ihm formulier-
te Fundamentalsatz (Hlavaty (1929f, S§.384) gar nicht
beweisbar ist. Benutzt man dagegen die global und
eindeutig definierte Struktur einer kovariant kon-
stanten Skalardichte zur Volumenmessung, so lassen
sich skalare Affininvarianten angeben. Ein ver-
steckter Hinweis hierzu findet sich bei Schouten
(1954), S.233/234. Ausgefiithrt ist die affine Kur-
ventheorie auf 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten
mit Vdumenstruktur und volumentreuem linearem
Zusammenhang bei Barthel-Arnold (1975). In dieser
Arbeit wird insbesondere bemerkt, daff die klassi-
sche Affinbogenldnge und ihre natiirliche Verallge-
meinerung flr eine c*-Kurve bei endlicher Differen-
zierbarkeit i.allg. einen unzulissigen Parameter
liefern. Eine CharakterisierungII)
durch Affininvarianten ist fiir diese Situation also
nicht méglich. Erst der Begriff der Cﬁ_l-Kurve (vgl.
Barthel-Arnold (1975), Definition 4) 146t einen

von CA-Kurven

Fundamentalsatz :zu.
Die hier vorgelegte Arbeit nun behandelt in Teil 1

eine affine Kurventheorie, die sich von der eben

zitierten
1. durch die allgemeine Dimension n der Mannig-
faltigkeit
und

2. durch den Verzicht auf eine Volumenstruktur
abhebt. Ein ausgezeichneter Parameter, der dem (un-
zulidssigen!) Affinbogen entspriche, wird nicht be-

nutzt; vielmehr werden Begleitbasis und Affinkriimmungen

ITI)p1aschke und Hlavaty nennen zwar Fundamental-
sditze, beweisen sie aber nicht.



einer Kurve mittels einer kovarianten Ableitung
auf der eindimensionalen Parametermannigfaltigkeit
definiert. Der eindimensionale "innere" Zusammen-
hang, mit dem diese Ableitung gebildet wird, ist
zusammen mit den Affinkriimmungen, die jetzt ein-
dimensionale Tensoren sind, charakteristisch fir
eine Cﬁ_l-Kurve. Nach dem Beweis des Fundamental-
satzes wird gezeigt, wie sich speziell bei Existenz
einer Volumenstruktur aus dem inneren Zusammenhang
die Affinbogenlinge herleiten 14Bt. Bei Bezug auf
den Affinbogenlingenparameter verschwindet der
innere Zusammenhang und es lassen sich parameter-
unabhdngige Affinkrimmungen angeben, die fiir Cﬁ_l-
Kurven wieder einen Fundamentalsatz ermdglichen.

Es bleibt aber festzuhalten, dafl das Verwenden
einer Volumenstruktur lediglich die Verbindung

der hiesigen Uberlegungen zu friheren Arbeiten,
insbesondere der Blaschkeschen Affingeometrie,
herzustellen vermag, jedoch nicht eine handsamere
Theorie liefert und insofern liberfliissig ist. Das
wird bestdtigt durch die Invarianz (in erster Ord-
nung ) der in der vorliegenden Arbeit definier-
ten allgemeinen Kurveninvarianten bei beliebigen
infinitesimalen Affinitdten; in der volumenbezoge-
nen Theorie dagegen induzieren erst volumentreue
Affinititen diese Eigenschaft.

Zur Affingeometrie auf Mannigfaltigkeiten liegen
uns u.a. die Hyperfldchentheorien von Barthel (1966),
Attallah (1971) und Volkmer (1974) vor, die alle
den Volumenbegriff bendtigen. Es drédngt sich nun
die Frage auf, ob das Verzichtenkdnnen auf die
Volumenstruktur an die spezielle Dimension 1 der
Kurven gebunden ist, oder ob nicht auch fir Hyper-
flichen eine affine Geometrie ohne Volumen mdglich



ist. Die positive Antwort auf diese Frage erhal-

ten wir in einem gréBeren Zusammenhang:

In Teil 2 nachstehender Arbeit werden Flichen belie-
biger Zwischendimension p betrachtet, so daf Kurven
und Hyperflichen als Triger der Grenzdimensionen
p=1und p = n-1 mit berlicksichtigt sind. Eine
Begleitbasis zu fixieren, ist schon bei Hyperflidchen
ein nichttriviales Problem, erst recht bietet sich
fir allgemeine p-Fldchen eine L&sung hierzu nicht
unmittelbar an. Daher werden zunichst p-Flichen ohne
feste Begleitbasis untersucht. Die Koeffizienten in
den Ableitungsgleichungen solcher beliebig "ausge-
statteter" p-Fldchen verhalten sich bei Transforma-
tionen der Begleitbasis wie Zusammenhangskoeffizien-
ten. Ein Fundamentalsatz in herkdommlicher Form ist
fiir derartige Fldchen nicht beweisbar mangels voll-
stdndiger Integrabilitdt des betreffenden Differential-
gleichungssystems - ein Grund, der auch schon im
Riemannschen Fall (vgl. Eschmann (1973)) den Aus-
schlag gab, die Fragestellung nach einer Fundamental-
satztheorie abzuidndern. Hier wird darauf nicht nédher
eingegangen, sondern nach der Definition des Begriffs
der "affinen'" p-Fldche das Problem der Festlegung
einer Flichennormalisierung aufgenommen:

In Satz 19 wird eine invariante Normalisierung ange-
geben, die sich von den bei Weise (1939), Klingenberg
(1951, 1952) und Atanasjan (1954) konstruierten be-
sonders durch ein Minimum an Voraussetzungen und
auBerdem - auch im Gegensatz zu den Liberschen Ar-
beiten (1952, 1953, 1966, 1974) - durch die Anwend-
barkeit auf Mannigfaltigkeiten mit allgemeinem

. III)
linearem Zusammenhang unterscheidet .

Im Spezialfall p = n-1 ergibt sich somit die Affin-

normale einer Hyperflidche ohne Verwendung eines
Volumens, und zwar so, daf bei jeweils gleichen

III)Vgl. hierzu auch den Anfang von Kapitel 2.1 und
den Anhang.



Grundstrukturen unsere Normalisierung mit den Affin-
normalen bei Barthel (1966) bzw. Volkmer (1974)
zusammenfdllt. Im Spezialfall p = 1 wird die
Normalisierung der in Kapitel 1 behandelten Kurven-
;heorie geliefert.

Abgeschlossen wird die hier vorgelegte Arbeit durch
die Berechnung der ersten Variationen von Gréfen
normalisierter p-Fldchen, insbesondere durch den
Nachweis der Invarianz (in erster Ordnung ) der
invarianten Normalisierung bei infinitesimalen
Affinitdten.



Vereinbarung:

Wir benutzen die Einsteinsche Summationskonvention, wo-
nach iiber gleiche oben und unten stehende Indizes zu
summieren ist.

Dabei laufen in der Menge N der natiirlichen Zahlen kleine
und grofe lateinische Indizes von 1 bis n, kleine grie-
chische Indizes (aufler € und £) von 1 bis p, und kleine
gequerte griechische Indizes von p+1 bis n.

Die Summationsbereiché anderer Indizes werden an geeig-
neter Stelle im Text genannt.



0. Strukturelle Voraussetzungen

Wir werden unsere Untersuchungen in n-dimensionalen
cr- Mannigfaltigkeiten M durchfihren. In Kapitel 1.

mufl T > 2n (oder r = « oder r = w) sein, im restlichen
Teil der Arbeit wird der minimale Wert fir r jeweils
durch die hochste verwendete Ableitung der Fl&dchendar-
stellung bestimmt (d.h. Min(r) = 2n in 2.0 und =3 in 2.1).

Punkte x € M schreiben wir in Koordinaten als
n-Tupel (xi). TxM bezeichne den Tangentialraum in x € M,
TM das Tangentialbiindel, und

9 ?
’ e 8 0
Bxl ax“

das natiirliche Basisfeld beziiglich eines Koordinaten-

systems.

M sei mit der Struktur eines linearen Cr—z- Zusammen-

hangs ausgestattet, der in einem Koordinatensystem die

Koeffizienten Tkih habe. Damit lassen sich Tensorfelder

o)

invariant und kovariant ableiten '. Beispielsweise ist

fiir ein CI- Vektorfeld t ~— z(t) ldngs eines Cl- Weges

. . . 1
x:t — x(t) die invariante Ableitung )

Dz [Dzi} 3

dt dt axi

i h
_(dz? k. i dx") s
o= { + z I‘k h(x)__) I

dt dt /ax

und fiir ein Cl- Vektorfeld x +> z(x) die kovariante

O)yg1. Schouten (1954), IIT §2 und Spivak (1970), S.5-3.
Wir benutzen aber eine andere Indexstellung.

Dwir kennzeichnen die Ableitung der Komponenten nur
durch Angabe des Index und #dndern nicht die Bezeichnung

fiir den Operator.
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Ableitung
i ]
D,z := (D.zl) -
J J axl
N ' .
e L Y
axj k 3 Bxl

+

Beide Ableitungen sind linear, geniigen der Leibnizschen
Produktregel, und ihr Verschwinden kennzeichnet Parallel-
felder.

Es so0ll nicht unerwdhnt bleiben, daB sich unsere Ober-
legungen filir Kurven und Hyperfldchen ebenso bei nicht-
linearem Zusammenhang anstellen lassen, da in diesen

)

Spezialféillen2 auch nichtlineare Zusammenhédnge eine

lineare invariante Ableitung liefern.

2) Biir Hyperflédchen vgl. Attallah (1971) und Volkmer (1974),S.34


https://1974),S.34

1. Affine Kurventheorie auf n-dimensionalen Mannig-

faltigkeiten

1.0 Grundgrodflen

Auf der Menge aller c*- Abbildungen (2 ¢ Nu{=, wl)
x: I —- M |
X

nichtleerer offener reeller Intervalle IX ¢ R betrach-
ten wir die Aquivalenzrelation # mit der definierenden
Eigenschaft:

X = y <> es existiert_ein monoton
wachsender CA-Diffeomorphismus T
mit :

X oT=y.

. . A
Unter einer .(orientierten affinen) € - Kurve (r > ) > n)

verstehen wir dann eine Aquivalenzklasse

_ |x: I, — M

K= [ t i x(t)

beztiglich =, fiir die zus&dtzlich gilt3)4):‘

(1) \vd A\vd G(t) := XADXA...ADn_li(t) # 0.
xeK t€Ix

Dabei bezeichnet ein "Punkt" die gewShnliche Ableitung
nach t und Dy die N-te invariante Ableitung nach t, also

N
D := D fir N¢ N (D : keine
Noogel ° Ableitung)
(2)
D :=D

1

3 : | Produkt.
3) _bezeichnet das duflere
4) snsig von der Wahl des Reprdsentanten von K
isgngzﬁagghﬁieﬂraum N-ter Ordnung in x(t) als der von
(1), DX(T),--+D X (t) aufgespannte lineare Raum defi-

X ( )é (1),ist ¥1do gleichbedeutend zur Existenz n ver-
e hmiegrdume in jedem Kurvenpunkt, und es ge-

i er Sc ’ -
§§2§8di?) fir nur einen Reprdsentanten x zu fordern.
4



Die Reprédsentanten von K nennen wir, wie iiblich,
zuldssige Parameterdarstellungen und unterscheiden sie
nur in der Wahl des Buchstabens fiir den zuldssigen
Parameter. Die Abbildungen T heiflen zuldssige Parameter-
transformationen.

Sei T:u ~~ t(u) eine solche. Wenn sich dann eine Gréfe G
nach dem Gesetz

g
G(u) = [gi(u)) G(t(u)) (q ganzzahlig)

transformiert, so wollen wir G als K-Tensor(feld) der

Stufe g bezeichnens). Im Fall q > O ist G also kovarian-
ter, fiir q < O kontravarianter K-Tensor, und fiir q = O
ein K-Skalar.

Im folgenden betrachten wir C*- Kurven K mit

T 3> A 3 2n

Fiir zuldssige Parameterdarstellungen t + x(t) und
u +— x{(u) von K existieren wegen der Parameterunabhidngig-

keit der Schmiegriume Beziehungen der Form

DPx! _ a N .
(3) @ = 1 ey (tw) DuE(e(w)

fiir a¢{0,...n-1} ,

wobei der "Strich'" die gewShnliche Ableitung nach u be-
deutet. Sukzessives Ableiten liefert unmittelbar

-1
(4) ad ag(t(u)) = ¢V (keine Summation).
N=0

5)Ist G ein Tensor der Mannigfaltigkeit, so heifle G
auch MK-Tensor der K-Stufe q.




§§_L:4_¢" ! :

Lédngs einer CA- Kurve repridsentiert
(5) t — G(t) := iADiA...ADn_li(t)

ein K-Tensorfeld € der Stufe n(n+1)/2 von der Klasse
c*™ ™ und®)

(6) t — y(t) 1= —2— ¢"'(t) DE(t)
n{n+1)
einen linearen K-Zusammenhang y der Klasse CA’(n+1),

d.h. bei Parametertransformationen u ~— t(u) gilt

(7) (W) =t y(t) + S

Wir nennen y inneren Zusammenhang der Kurve.

Beweis:
Nach (3) und (4) erhdlt man

(8) Gfu) = t'R(nF1) /2y G(t(u))
und daraus

6 w) 2wy = 20 1) Flyy +oerqu) 67 (e (w)) DECt(w))
du 2 t!

LFolgerung:
Zu einem differenzierbaren MK-Tensorfeld z der K-Stufe ¢

wird durch

Dz Dz
- T T/ - QqyzZ

dt dt

ein MK-Tensorfeld der K-Stufe g+1 bestimmt; wir nennen

es MK-Ableitung von z.

6)g='= 1/6 ist die zum n-Vektor G # O eindeutig existieren-
de duale n-Form. Da der Raum der n-Vektoren (Skalardichten
vom Gewicht -1) eindimensional ist, benutzen wir fiir die
Dualenbildung und Tensormultiplikation die fir Skalare
{iblichen Schreibweisen der Inversenbildung und Multi-

plikation.



Beweis:

fir u »— z(u) und u — t(u) gilt

Dz oD (eraz(ey)
du du
= D (e9z(ey) - qverz(e)
du
= 1 g—-141 1 9 D - ' t! g
=qt thz(t) +t E—Z(t) qit'y(t) + —jt'z(t)
u t!

= partD ey,
dt

Beziiglich des Parameters t schreiben wir analog (2) kurz

N
D = D= und D := D_ .
N dtN dt
Satz 2:
Die durch
( X fiir a = 1
(9) ZA 1= l )
mzA_1 fir A€ {2,...n}

definierten M- Vektorfelder ;A sind K-Tensorfelder der
Stufe X, zA(t) liegt im a-ten Schmiegraum der Kurve im
Punkt x(t), und in der Basisdarstellung

A-1

(10) z = ) g¥Dx
A N=0 A N

gilt

n n

-1_ -2_ A-1)A

(1) W ATl Ny ght2e - antla

A=1 A=2
Beweis:

Fir a =1 1ist nichts zu beweisen. Gilt (10) fiir beliebi-

ges z, mit a < n-1, so kann man schlieflen fiir A< n



Zp =Dz g =Dz, - (A-D)vz,
- _ (a-2) (A-1) _ (a-2)(a-1) .
Dpoy 2 Y Das 2 Y Dy_5%
A=4 .
L (By_ Dy + Ba-1Dys1 ™)
N=0
. (A-2) (a-1) . Azt
(a-1) v {DA-ZX el AR FUPE S ) BA—IDNX}
N=0
A-3
_ _ (a-1)aA . N
Dpg} - ===y D, %+ Ngo B DR ,

wobei fiir A »3 und N < {0,...a-3} gilt

N _ =N N-1 _ N
(12) BA = BA—l + BA_1 (a-1) ¥ BA_1 ,
wenn man B;N := 0 fiir N >0 setzt.

Aus (10) folgt

speziell a

(13) ZiareenZ, =6

Nach (1) ist {zl,...zn} eine Begleitbasis der Kurve.
Die Form der Ableitungsgleichungen beziiglich dieses Basis-
felds ergibt sich aus folgendem

Satz 3:
Das Feld der von den Vektoren zA(t) aufgespannten
n-Parallelotope ist MK-konstant, d.h.

D(z nevnZ.) = ZyaceaZ D2 =0
Beweis:
Nach (6) gilt DG := DG - EL%;llY & = 0, woraus mit

(13) die Behauptung folgt.



Folgerung:
Die Ableitungsgleichungen einer c*- Kurve lauten
X, =z,
n-1
(14 ;Z: IDZA = Za+t
Dz = k z mit k= 0O
n

Die durch die letzte Gleichung festgelegten Affin-

kriimmungen

B = ¢! e N2 Dz

21/\ Afp_1A n,\ZB+1,\...,\Z

n

fir B ¢ {1,...n-1} sind also M-Skalare und K-Tensoren
jeweils der Stufe n+i-8 und mindestens c* ™. differen-

zierbar. Genauere Angaben iiber die Differenzierbarkeits-
klassen der Affinkriimmungen erhdlt man mittels (10).

Danach gilt mit 8;1:= 0 und é2:= 0

n=-1
Dz_ = [Zs Dx]
n N=0
n
N-1 .
woraus sich die Darstellung
B -1 B =N N-1
(15) «= =6 XA...ADB_ZXA(NZB_ICBn + B ) DNg)A
B B+1
N . N .
) 6..,D X [ ) B D x] ces
{N= o BN M yZgay g2 VYT
jns1
N .
z 8 DNx]

ergibt. Nach (11) und (12) folgt fiir BN die Differen-

zierbarkeitsklasse CH~(A=2-N) sofern-yder Klasse C™

angehért. In (15) ist also der Term BB 1y BB 2
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von niedrigster Differenzierbarkeitsklasse, nédmlich
cr-(n+1)=(n-B) _ oA=(20+1=B) paper gind die Affin-
kriimmungen x> einer c*- Kurve in (15) jeweils als
ch=(2a+1=B) _ Aphildungen dargestellt.



1.1 Fundamentalsatz

Wir wollen das Problem, Kurven durch die Affinkriimmun-
gen und den inneren Zusammenhang zu charakterisieren,
untersuchen: Wie bei Barthel-Arnold (1975) hat das

zu den Ableitungsgleichungen (14) analoge System fiir
vorgegebene cA-(2n+1-Bhynktionen @ und eine c'(P*1) .
Funktion § i.allg. nur’&ine mindestens Cl+1—n-L65ung,
und nicht eine Cl-Lésung t — x(t). Ein Fundamentalsat:z
fiir C*- Kurven ist also bei endlichem X nicht beweisbar.
Um dennoch auch bei endlicher Differenzierbarkeit
eindimensionale Gebilde der Mannigfaltigkeit durch
"natlirliche Gleichungen" kennzeichnen zu k&nnen, miissen
wir den Kurvenbegriff modifizieren. Als Verallgemeinerung
von Definition 4 bei Barthel-Arnold (1975) verwenden

wir die

Definition:

Eine (orientierte affine) Cﬁ_l- Kurve (r > u > n)
ist ein (orientierte affine) C"- Kurve, fiir die G

von der Klasse C*~! ist,
Diese Definition ist wegen (8) parameterinvariant.

Im folgenden sei

T > p > n+l,

Wegen

E(t) = exp f R RN ORSIOLL Tt A

ist dann eine Cz_l-,Kurve auch durch die C“'z-

Differenzierbarkeit von y charakterisiert. Bei Cﬁ_l-

Kurven sind daher

B N
ZA ’ K ’ 8

jeweils von der Klasse

Cu- (A‘l—N)

14

Cu-A Cu-(n+1)

7)Dies erkennt man aus (14) bzw. (16) bei sukzessivenm
Einsetzen der A-ten Ahleitinmentz- 1. in die fAa1V_ean



In der Darstellung (15)ist nun der Term D % von
niedrigsterDifferenzierbarkeitsklasse , woraus noch
einmal fir alle «° die (u-(n+1))-fache stetige
Differenzierbarkeit folgt. Die Affinkriimmungen sind
also jetzt durch (15) sidmtlich in derselben Differen-
zierbarkeitsklasse dargestellt. Mit dem so modifi-
zierten Kurvenbegriff kommen wir zu einem

Fundamentalsatz der affinen Kurventheorie (Satz 4):

Jc R sei ein nichtleeres offenes Intervall,
Yy :J—R
t — ¥(t)

Darstellung eines linearen cHT2- Zusammenhangs der
eindimensionalen Parametermannigfaltigkeit und
% J = R
t — R2(1)

flir B ¢ {1,;..n-1} die Komponenten von C“_(n+1)-

Tensoren der Parametermannigfaltigkeit jeweils der
Stufe n+1-B.

Zu Anfangswerten t, € J, x_ ¢ M und linear unab-
hidngigen 2o € TxoM fir a2 ¢ {1,...n} gibt es dann
eine offene Umgebung I ¢ J von t_ und eindeutig

eine C§_1~ Kurve

mit folgenden Eigenschaften:

n
1) x(t) = x, , ;Za 2,(t) =z,
n-1
-B B
2) ¥ =y , Yokl =« )
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Beweis:

a) Das Differentialgleichungssystems)

X =z,
(16) n-1
v Bz, =z
At A a+1
== _ =B . -n __
Dzn = Kz mit ¥ = 0

n

n
dZa _ zip L3 =3 =3
;ZQ EFA = QA( X720, .02 )

und daher zu den Anfangs%erten lokal mindestens ¢ine
Lésung L: TcJ —->R*™
t = X0, 22N

ot ...@i sind nach Z; und x4 stetig partiell differen-

e ?
zierbar, weshalt) L eindeutig ist.

b) t — x(t) ist von der Klasse c" nach den Voraus-

setzungen iber z® und 7.7)

c) Wegen FVONTRVNIN # 0 und der Stetigkeit von

ZiAee-AZ existiert zu t, eine offene Umgebung I ¢ 1,

in der Z .. AZ nullstellenfrei ist.

d) Analog dem Beweis von.Satz 2 fir Z, und ¥ erhdlt

man aus (16)

@ - _ D . _ (A-1)A - D % + A§3 EN D %
At Za © A-1% 2 A-2 Neg A N
8)

D wird mit ¥ analog D gebildet.

9)
Vgl. Kamke (1969),S.104.



Daher gilt

und

= . . . n-1)n - ;
zlA...,\zn_l,\Dzn = xA...ADn_zxA(an - L__?l_ Y Dn_li)

{n!n+1) v - (n-;)n ;J g

Andererseits folgt mit (16)

|

zi“"’““n—lﬂDzn T Zyaceenl

=nvy6G .
Wegen G(t) # O fiir t e I (vgl. c) liefert Vergleich nun
Y[p =Y
also D = D und damit nach (16)
=z und - « = «
A' a .

e) Wegen der C¥~%. Differenzierbarkeit von y und der
Nullstellenfreiheit von GlI reprisentiert t — x(t)

eine Cﬁ_l- Kurve.
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1.2 Svezialisierung auf Mannigfaltigkeiten mit
Volumenstruktur

Als zusdtzliche Struktur auf M verwenden wir nun
eine kovariant konstante Cr_l- Skalardichte F vom
Gewicht 1 mit der Komponente

x = f(x) # 0

bezliglich eines Koordinatensystems. Mit Hilfe von F
definieren wir das Volumen eines kontravarianten
n-Parallelotops H (Skalardichte vom Gewicht (-1) ) in
x € M durch

v(x,H) := F(x) H

Kovariant konstantes.F bedeutet filir ein Parallelfeld
von n-Parallelotopen gerade die Konstanz des Volumens.
Analytisch ist diese Volumentreue eine Kopplung der

beiden Raumstrukturen, némlich

3 .3
3, loglfl 1= == loglfl = 757 ,
‘ ax

was ja Hdquivalent zu th = 0 ist.

Durch eine Relation zwischen F und G werden wir
ausgezeichnete Parameterdarstellungen der Kurve ge-
winnen und damit zu-einfachen Ableitungsgleichungen

kommen.
Schreiben wir fiir die Komponente des inneren Zusammen-

hangs zur Unterscheidung yt.bzw. Yy wenn die ¥urve
im Parameter t bzw. u dargestellt wird, so ergibt

sich aus (7)

v (£) = 8(t) v (u(t)) + g .



Wir suchen nun jene Parameterdarstellungen u ~— x{u),
fir die
Yy =20 .

Dies fithrt auf die Differentialgleichung

v () = 3o

mit den Lésungenlo)

U: t — u(t) = J(expjyt(t)dt)dt R
die bis auf affine Transformationen

(17 U — C1U + C mit Cys C, € R ,¢.> 0

2 2 1

eindeutig sind « ,
Jede Losung U ist wegen U > O umkehrbar. Nimmt man
Ul - t(u) als Parametertransformation, so ist

also wegen Y, = O das Feld

n(n+1)/2
] 6(t ()

(18) u — G(u) = (aﬁ(u)
kovariant konstant, d.h.

(19) \u/ 2w = o,

cha wir orientierte Kurven betrachten, interessieren

uns die restlichen Lésungen der Form (-U) nicht.
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-1 . .

U 1st genau dann eine zuldssige Parametertrans-
formation, wenn eine Cﬁ_l- Kurve vorliegt.
Beweils:

Fiir eine Cu -y~ Kurve ist jedes U ein C"- Diffeomor-
phismus, also auch U . Ist umgekehrt eine Ldsung U .
von der Klasse c¥, so sind wegen (17) alle

U C““Lbsungen und folglich y von der Klasse cH2

Satz §:
Unter den Abbildungen U lassen sich solche auszeichnen,
die in jedem Kurvenpunkt

(20) G(u) = F-l1(x(w)) sig v(x(u),E(u))
=FE N (x(w)o
d.h. Iv(x(u),6u))l=1,

erfiillen. Sie sind durch
2

A :i=U: t — u(t) = [‘v(x,@)ln(n+1) (t) dt

definiert, also bis auf eine additive Konstante ein-
deutig und unabhidngig von der Parameterdarstellung

der Kurve.
Jedes A nennen wir Affinbogenlénge.

Beweis: 5 , 1
i +
Wegen (8) ist (20) &dquivalent zu E% = !V(X,G)ln(n )

Fir eine Cﬁ_l- Kurve heiBt die (zuldssige) C"- Para-

meterdarstellung
2 — A"l(a) = x(a71(a)) =: x(a)

Affinbogenléngenparameterdarstellung. Wegen (19) gilt
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%/ -
a Y(a) °0
und daher auch
D _D
da =~ da

Ein " Strich" bezeichne im folgenden die gewthnliche
Ableitung nach a und

_ D
D=7
Die K-Skalare
.« = v
yl ° X
n
.= '
\/ Yy DA_lx

A=2 .
bilden eine invariante Begleitbasis der Ciﬁ - Kurve

mit der Eigenschaft
v(x,ylA...Ayn) = g

und den Ableitungsgleichungen

x' = Y,
n-1
Vo DYy T Yan
A=1
= 1B i n _
(21) Dyn = k Yq mit k 0.

Die hierdurch definierten Affinkrimmungen kB sind K-

Skalare der Klasse CH™(n+l),

Satz 7 (Fundamentalsatz):

Gegeben seien ein Vorzeichen o e {-1,1}, ein nicht-

leeres offenes Intervall J ¢ R, und c¥~(*1)_ Fyupktionen

kB: J — R fir B ¢ {1,...n-1}

a — kB(a)
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Zu Anfangswerten a, ¢ J, x, € M und Yae € T, M

fir A< {1,...n} mit o

(22) V(Xo,yl /\"'/\y o) = o]

gibt es dann eine offene Umgebung I ¢ J von a_ und
eindeutig eine C -1~ Kurve

.- X:' I oM
Koi= { : Hx(a)}

mit folgenden Eigenschaften:

n
1) X(ao) = Xo ’ V }’A(ao) = YAQ ’
A=1
2) %Y v(x,6)(a) = &, d.h. 3 ist Affinbogenlingen-
a .

parameter,

n-1 -
3) v kB, = kB
I
B=1
Beweis:

a) Das Differentialgleichungssystem

dx _ -
da - 7y
n-1 Dy -
(23) V E{é B yA-rl
A=1 _
D¥n - kB 5 it k" := 0
E%— k Vs mit

besitzt lokal'eine eindeutige L&sung zu den vorge-~

gebenen Anfangswerten. Dabei ist §1A...Ayn null-
stellenfrei und 3 — x(3) von der Klasse C¥ (vgl.

Beweis von Satz 4).

b) Aus (23) erhdlt man

D

< e v v -—-Xn =
g—é-V(X,ylA..-,\}’n) = V(X;ylx\"‘/\yn_lt\da ) 0,
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also wegen (22)

V(x"};lf\""‘;n) =0 ’

Qt

a.h. Yo6(a) = F(x(a)-
a

a = G6(a) ist daher beziiglich a Cu~ differenzierbar,
und wegen (8) ist G also K-Tensor der Klasse Cu-l.
U
u=-1
Affinbogenlédngenparameterdarstellung.

a — x(3) reprisentiert somit eine C - Kurve in

c) (23) liefert nun unmittelbar ?A =y, fir
ae {1,...n} und k% = kP fur alle 3 e {1,...n-1}.

Natiirlich 148t sich eine Cﬁ_l- Kurve [t — x(t)]
auf einer Mannigfaltigkeit mit Volumenstruktur auch
mittels der Begleitbasis (9) beschreiben. Dann er-

geben sich die Beziehungen

1

- B
Vo orn@ - (@] s ue)
=t
(24) (keine Summation) ,
n da~! +1-B B, ,-1
v - @ P Pat .
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1.3 Erste Variation von Affinkriimmungen und

innerem Zusammenhang

L sei eine offene Teilmenge der C*- Mannigfaltigkeit M,
und das offene Intervall ]-6,8[ sei nicht leer. Dann
nennen wir eine Abbildung

X: ]-6,6 x L — M
(e,x) — x(e,x)

infinitesimale C*- Transformationllz wenn sie fol~-

gende Eigenschaften hat:

X ist nach e einmal, nach x’ r-mal stetig partiell

differenzierbar,
x(0, ) = idlL ,
X(-e, ) ist invers zu Xx(e, ), d.h. x(-¢,x(e,x)) = X.
Jede infinitesimale Transformation bestimmt auf L
ein kontravariantes Vektorfeld

x — Eg(x) := %%{O,x)

Der fiir festes e durch die Abbildung

R(e, )i L — M
X *—+)_<(e,x)

induzierte Homomorphismus x,(e, ) der Tangential-
riume fihrt genau dann in 1.Ndherung Parallelfelder

ITbgl. etwa Barthel (1966), S.37, Sgweying §1973),
S.29 oder Yano (1955), Chap.?, wobeil 51ch.d1e
dortigen Definitionen untereinander und mit der

hiesigen nicht voll decken.
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in ebensolche ilber, wenn die Lie-Ableitunglz) der

Zusammenhangskoeffizienten identisch verschwindet,

d.h. wenn13)

L.r i

(25) 0 £k h

it

1

i i1 i
DplDy8™ + 87 80 * Ry 8

In diesem Fall heift x infinitesimale Affinitit.

Weiter nennen wir eine Transformation X volumen-

treu, wenn

(26) 0 =1L f

: k k
F(a, 8% + g8 loglf])
weil gerade dann -siehk das Volumen eines Parallel-
felds von n-Parallelotopen in 1. Ordnung invariant
ist.
Schreiben wir kurz

(27) D:Ei ;= D ET + 87, &,
so gilt
i % i i 1
Lern = Dhlef™ * Retnn 6

und bei volumentreuem Zusammenhang
* _k
!Lgf - f Dkﬁ

) A o
Betrachten wir nun eine C"- Kurve K = [x: t — x(t)]
und eine infinitesimale C™- Tranmsformation derart,

dap L alle Kurvenpunkte x(t) umfafit. Dann gibt es

T2) ;07 Definition vgl. Yano (1955), Chap.I und
Sewering (1973), S.29.

13)pje Lie-Ableitung des Zusammenhangs ist also ein

Tensor.



1n einer Umgebung von ¢ = 0 eine einparametrige
Schar

A
von C - Kurven

€

K := E&(e,x): t »—»)-((E,X(t))] >

wegen der Stetigkeit von X beziiglich ¢ existiert
ndmlich eine Umgebung von ¢ = 0, in der jedes

$(€’ ): t +— G(E,t)

nullstellenfrei ist, wobei G(e, ) gemidfl (5) fir
K. gebildet wird.

Im weiteren kennzeichnen wir infinitesimal trans-
formierte GrdfRen durch einen Querstrich und schrei-
ben ihre Argumente nicht (z.B. € statt Gle,t)).

Ein Punkt {iber solchen Grdflen bedeutet dann partielle

Ableitung nach t.

Wir untersuchen nun, wie sich innerer Zusammenhang
und Affinkriimmungen der Kurven Kg infinitesimal
indern, d.h. genauer die Ableitungen14)

-B .
v ur {1,...n-1
ae.Y]O und BEK !O f B & ’ }’
i cx 3 t rd
wobei 3 = v gesetzt wurde.
€

Fiir ein Tensorfeld z liefert BEEIO i.allg. kein
Tensorfeld. Wir fiihren daher eine invariante Ab-
leitung v, nach ¢ ein, so dafl fiir kontravariante

Vektorfelder z gilt

14)IO bezeichnet die Stelle e = O.



also

= 3 z + z T £

Analog bilden wir fiir Skalardichten H vom Gewicht w

s Tl kK _h
vsHlo T aeH!o w H I'k s .

Fir Ve gilt die Leibnizsche Produktregel.

Lemma_1:
Flir ein differenzierbares, kontravariantes Vektor-
feld z lidngs K gilt

27y v_Bzt|_ = (v zt] ) + &R T, 6
Bewei5° .
v bzl = aséi]o + aezklorkihih + 2% F Y| &
A PR N SR i N
- %?(asgilo) * (Vezklo - Zmrmklgl)rkihih
. zkalrkiﬁglxh + 25T . hal£~xl + Dzkrkih£§
p(v 3t ) = G 2 ¢ 2fn et s v T
also
v bzt - D(v_z'|) = -2%r_* etr t P
vz alrkiﬁglih
+ zmrmkl.lrkihgh
_ Zka r .mEh .



Lemma 2:
Mit

L;‘ 1= 0,

i _ i Jk. ! '

Ly i= DLy, + D &%" L,T,", fir xeN~{0}
gilt

V v B x1 =D&k pret o4 gt

NeN ¢ N o N° k N
Beweis:

i _d 2i .k, i _h
Vex lo - H?asx Io X I‘k hg

i h
x nt )

.k i
X (akg + T

bestitigt die Behauptung flir N = 0. Wir machen die
Induktionsannahme flir N-1 und schlieflen mit dem

letzten Lemma

- — Zj _ = =i + Ko i
ve(D(DN_1X )),o - D(VED —1X Jo) * DN-IX x Rk hlg

und nach Induktionsannahme

_ K i i .k.ho i _1
= D(Dy_,*"Dye” + Ly ,) + Dy | X"XR. 7, €
ke i i .k.h i

= DX D g” + DL, + D XX Lgrk N

Mit Lemma 2 beweisen wir den folgenden

Satz 8:
Die invarianten ersten Variationen von 6 und dem

6)
inneren Zusammenhang y von K lauten:

(28) VEGIO = ¢ Diik + J , sowie



- 33 .

29 5 7 =-3 2 DJ ., .h X
=i g,
wobei
n-1
J := sz xA...ADN_IXALNADN+IXA...ADn_lx .
Beweis:
= nt -
V.Gl = NZO Xae e ADy A K DIE + LD Xae D %

und mit (30)'®)fo1gt (28).
Wegen der Produktregel ergibt sich aus Lemma 1

v.(0B) |, = D(vE[ ) + & "R &
= p(ed¥cX) + D7 + @ xR ¥ gt
= DG Dig + DI + G X Lgrk h o
also mit

- = V.8l )

- _ 2 l -
as”o T n(n+1) CG VeDG}o 02

schlieBlich (29).

Zur Berechnung der 1.Variation der Affinkriimmungen
brauchen wir noch das nachstehende Lemma.

18) piiy nxn-Matrizen (ak ) und (bk ) mit b:=det bJ #0

gilt
(30) Z det(bJ bkai b:) = ai b.
Wegen b#O hat namllch das System bj ; = ai nach der
Cramerschen Regel d1e Lésungen . i ‘
x; = b ldet (b ...,ai,..,,bg).
(i)



Lemma 3:
Seien
i
11 =0,
1 _ i k. h i i
N+l - DlN + DN_lx X Lgrk p - ND_,%
fiir v € N\{O} ,
D := id.
Q
Dann gilt
Vv v (@ i - Sk o ¥_i i
CeN c@yx ), = DX Dre® + 10,
Beweis:
Fir N = 0 ist die Aussage trivial. Mit z :=D_ _ %

auch fiir ¥ > n fuihren wir den Induktionsschluf3 durch:

v z>-

==1i - =i
£ N+1|o - VECDZN Ny ZN),o

und mit Lemma 1

_ . K,hy & 1 _ i
= DF _z [ )+ 2 ¥R 78 N g Zy

und nach Induktionsannahme

k¥, i 1

i kghy 1 i
= DﬁzNDkE + lN) oz X Rk n1t N g Zy

k*i+i
ZN+1DkE 1yst

Satz 9:
Die 1.Variation der Affinkriimmungen «® von K hat die
Form
-B _ 1 __A
I R N G LR O PRI

fiir B8 € {1,...n-1}.
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Beweis:
Mit ¢« = &® .z 0 gilt

5 i - -A-i -a, i A_ -i
VD x = v =

En !o € (K ZA)]O aeK ozA *ox VezA e}

und nach dem 1letzten Lemma
I YR ! A_ke¥ i a i
8€K IozA + zADkE + K lA

Andererseits gilt nach Lemma 3 auch

v D x
n

DX

SR i i
= +
o) an DkE 1n+1

A *.,.1 i
= +
K ZADkE 1n+1

Insgesamt ergibt sich

~A A
= - +
BEK | z K lA 1n+

oZa und daraus die Behauptung.

1

Hat man zusdtzlich wie in 1.2 eine an den Zusammen-
hang gekoppelte Volumenstruktur zur Verfiigung und

. u
damit Affinkriimmungen x® nach (21) bzw. (24) fur Cu_l-

Kurven, so folgt wegen

2
-1 -
dA _ n{n+1)
& - |FE

fiir die 1.Variation

-2 (n+1-B)
{ ni{n+1) ;BJ

-B _ -
3 k7| = aE[HF(H

o

n+ti-B B -1 vVF| 6 +F 9o §
= -2 B KIFET o (OF | E10)
-2(n+1-B) ‘
-B
. IIFGI n(n+1) BEK [O



_ 2(n+1-B) B : .
n(n+1) k (leog]f[.gj + 3j53 + %)

+ (K:G)-vax,z . (t,n+1-Bl _

1,\.../\ B.-l/\ n+1

- 'A"B A
t k lA)AZB+1A"'AZﬁ)

Folgerung:
Unter infinitesimalen Affinititen sind die Affin-
. B . .
kriimmungen k- und der innere Zusammenhang vy in 1.

Ordnung 1invariant, d.h.

n-1

- _ -8, _
(31) aey]o = 0 und ;Zl 3 _x [o 0,
und es gilt

n-1 L f

~B; _ _ 2(n+1-B) ,B _E

;V_,l 3k lo - n(n+1) k F
Beweis:
Aus I[.Erk"h = 0 folgt J = 0, g= O und 1 = O fiir

alle NeNN{O}.

Weitere Aussagen uber die 1.Variation der Affinkrim-

mungen k2 folgen aus dem ndchsten

Fiir jede Skalardichte F mit der Komponente {f # O und
: . 17) '
dem Gewicht +1 gilt allgemein

gh{%%f] = Lgahloglf\.

17)Der Beweis benutzt nicht eine Volumentreue des
Zusammenhangs.



Beweis:
Es sei

3, F(x) _ -
o) i ey, W60 = W, (R(e,x))

Bei einer Koordinatentransformation
iv, i
x© = xT (x)

h'y-

mit A := det xi := det aixl und(xg,):= (xh ) 1gilt in x

W+ Xh h und

-1
9. A
- h & h h =
W’h'(e’ ) = Xh"vh(e, ) + xhl A_l (X(E, ))

Wird W, der "Koordinatentransformation"
x — x(-£,x)

unterworfen mit der inversen Transformation
x — x(e,x),

dann gilt fiir die transformierten Komponenten

akdet(ajii(e, ))

det(ajii(e, ))

WiCe, ) = 3,x"(e, ) W (X(c, D) +

Wegen

3 J 3 &3 ]
det (835 v vs0y 12338 5054100+ 80)

I
| o~10

asdet(ajii(e, N1,

]
(3]
']
.

ergibt sich

L

- _‘ k. k .j aaj
Wy 1= 3 WL =8, 800+ 8 (W me7r 8,8487)

also



i 5 : :
Lgahlog]fl = 3.f aklog!fl + ajahlog{f g7+ ahajgj.

Andererseits gilt nach (26)

Lgf
ah[———} = ah(ajloglf

3 3
. 8 R
P £° + jz)

Eolgerung:
Ist der Zusammenhang volumentreu, so gilt bei infini-
tesimalen Affinitidten

ah{L_Ef} =o,d.h.'C:j1R Hli-f =c ,

und damit

n-1
— oo kP = - —-———2;’;;1;?’ c kB
c €R B=1

Ist die Affinitdt speziell volumentreu, dann sind die
Affinkriimmungen k® einer Cs_l- Kurve in 1.Ndherung

invariant, d.h.

o}
1
[N

v o}
n
(%N

Die in der Blaschkeschen Affingeometrie a priori
postulierten Invarianzeigenschaften bei volumen-
treuen Affinitidten folgen in unserer allgemeineren,
aus dem Rahmen des Erlanger Programms geldsten
Theorie in natiirlicher Weise. Dariiber hinaus zeigt
die Folgerung aus Satz 9, daB die Volumenstruktur
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und damit die Beschridnkung auf speziell volumen-
treue Affinitdten unnétig sind. Die in den Teilen
1.0 und1.1 dargelegte Theorie kann im gewShnlichen
affinen Raum als Invariantentheorie bei allgemeinen
Affinititen interpretiert werden.
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2. Affine p-Flichen-Theorie auf n-dimensionalen

Mannigfaltigkeiten

Im folgenden sei p eine natiirliche Zahl mit
1 ¢ p < n-1.

Auf der Menge aller CA-Abbildungen (re€ Nu {=,u})
X: Gx — M von Gebieten Gx_c RP betrachten wir die
Aquivalenzrelation = mit der definierenden Eigenschaft:

x =y & es existiert ein,orientie-
rungstreuer1 ) c*-Diffeomor-
phismus T mit x o T = y.

Unter einer (orientierten) fop-Fléche (r2x)

verstehen wir dann eine Aquivalenzklasse

F o= X: GX — M }
(w® — x@u®)

)

. . 1
beziiglich =, fiir die gilt: 9

Vv Y Xpmn o o AXp (W) 7 O,
xeF (u )er
wobeil
X = X
p au®

18)Posi‘cive Funktionaldeterminante.

19)Wegen der Parameterunabhéng}gkeit genligt es, diese
Eigenschaft flir nur einen Reprisentanten x zu fordern.
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2.0 Fragen der p-FlichenTheorie bei variabler Aus-

stattung

Bekannten Fldchentheorien der verschiedensten Riume ist
folgende Methode gemein: mittels der Parameterdarstel-
lungen der Fldche und der Raumstrukturen wird eine Be-
gleitbasis fixiert, deren Verhalten sich dann in den
Ableitungsgleichungen widerspiegelt. Aus den Ableitungs-
gleichungen lassen sich einerseits geometrisch deut-
bare Invarianten gewinnen, andererseits sind die Ko-
effizienten in den Ableitungsgleichungen charakteri-
stisch fiir die Fliche (Fundamentalsatz). Wir betrach-
ten jetzt CA—p-Fléchen unter Verzicht auf die Fixierung
einer Begleitbasis.

Dabei sei A geeignet grof.

Wir denken uns die p linear unabhidngigen Vektorfelder

2 = ox. 1= 2X
I Y
durch p := n-p weitere,linear unabhdngige Vektorfelder
z_ zu einem Basisfeld {z, | 2 e {1,...n}} =: {z,} der

p - . . .
Fliche ergidnzt. Das Feld der p-dimensionalen linearen

=1 <25 heiflt eine Ausstattung2°)

Rdume span{zp+1,...zn}

der Fliche F.

: : 21)
Beziglich {z,} gelten Ableitungsgleichungen der Form

(32) aqx = Z4

n _ + B
(33) \/1 Dz, = Tp s 2
A=

20)Figr Hyperflichen findet sich der Begriff "ausgestattet"
bei Schirokow (1962), S. 102 und wird synonym mit xnorma—
lisiert" verwendet. Wir werden (vgl. 2.1) dagegen "Aus-
stattung' und "Normalisierung unterschiedlich gebrauchen;
denn unsere Abhandlungen {iber Ausstattungen haben keinen

literarischen Bezug.

3 .

auc’ © Ju
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. o al o . e .
Sei u” — u (u) eine zulédssige Parametertransforma-
tion. Eine umkehrbare Transformation

- a "
(34) Zpa T Ty PR V2o fir a, a' € {1,...n}
mit
P n p - 0
VOV OV P20 und P, =B
P 3uP

p'=1 p=p+1 p=1

beschreibt dann den Ubergang zu einer anderen Begleit-
basis derart, dafl die Tangentialebene <z,> in sich

Ubergeht. Falls speziell alle Vg' = 0, so bleibt auch
die Ausstattung erhalten.

Unter (34) ergibt sich filir die Koeffizienten in (33)

das~Transformationsgeset222)

' A B' o B' B
A,Bo. =V ,V, V + v, 3V

(o}
A''B 'o''A o B “oVarV

O—I’

(35) T

d. h. sie transformieren sich wie '"Zusammenhangsko-

effizienten".

Satz 11:

. 23
Bezeichnet {zA} das zu {zA} duale Basisfeld )

und

A _ A A _ A
Spc'—TpG TGp ZT[pO]’

so lauten die Vertauschbarkeitsrelationen filir (32)

. A _ i k., A =. A
(36) s, g = S (7Y PS, (X

22) R A
(vA ) invers zu (vA.).

23)[ J bezeichnet die Alternation,.
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Beweis:

Die Vertauschbarkeitsrelation

0= 32" -3 zi
g p e a

ist wegen (33) &dquivalent zu

_ i . B _i k. i _h k. 1 _h
O0=T" " z_ - - +
p 0°B To pZB Zprk hzo zork th’

woraus durch Uberschieben mit Z? die Behauptung folgt.

Damit nun zu vorgegebenen Funktionen u® v TABO(ua)

das zu (32), (33) analoge Differentialgleichungssystenm
18sbar ist, miissen seine Integrabilititsbedingungen er-
erfiillt sein; diejenigen flir (32) nehmen dabei gerade
die Form der Vertauschbarkeitsrelationen (36) an.

u® und zi sind jetzt aber unabhédngige Variable. Daher
kénnen die (36) formal gleichen Integrabilitidtsbedin-
gungen héchstens dann gelten, wenn dort beide Seiten kon-
stant sind. Eine Charakterisierung von p-Fldchen durch
GréBen u® — TABo(ua) scheidet also i. allg. aus.

Eine idhnliche Situation hat Eschmann bei der Hyper-
flichentheorie in Riemannschen Mannigfaltigkeiten
festgestellt (vgl. Eschmann (1973), S.Z f.), wo eine
Fundamentalsatztheorie analog der Euklidischen nicht
existiert, da das den Ableitungsgleichungen ent-
sprechende partielle Differentialgleichungssystem

zu auf der Parametermannigfaltigkeit vorgegebenen
Matrixfunktionen nicht vollstdndig integrierbar ist.
Eschmann indert daher die Fragestellung, um zu Funda-
mentalsitzen zu kommen. Vielleicht ist dort ein
Ansatzpunkt zu finden, der auch in unserem Fall

zu einer (von der Problemstellung her abgewandelten)
Fundamentalsatztheorie fiihrt. Bejahendenfalls wiren
dann Flidchen bei variabler Ausstattung charakterisiert;




insbesondere wdre eine Trennung des Problems der
Fixierung einer Ausstattung und der Frage nach
Fundamentalsdtzen erreicht. Diese Problematik ist
sicher weiterer Untersuchung wert, auf die aber hier
verzichtet werden mufl.
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2.1 Zur invarianten (affinen) Normalisierung
' affiner p-Flichen

Der a-te Schmiegraum Salx(ua einer p-Flidche im Punkt

)
x(ua) ist jener lineare Raum, der dort von den Ablei-

a-1
tungen xp,Doxp,...Do o

xpaufgespannt wird; der
erste Schmiegraum ist als8die Tangentialebene im
betreffenden Flidchenpunkt.

Die Definition der Schmiegrdume ist parameterunabhédngig.

In Verallgemeinerung des Begriffs der affinen c*-Kurve
(vgl. S.11) wollen wir eine CA-p-Fléche (rzA3R+1)

affin nennen, wenn gilt:

1) Es gibt ein minimales ReN, so daf

v

S a,. =T a M,
(ua)e Gx R+iix(u) x{u)

wobei T ( a)M den Tangentialraum an die Mannigfaltig-
x{u
keit M bezeichnet,

2)
R+1
\ % = \4 dim S_ cu®) “Ta
a=1 reN (u“)er a

d.h. fiir alle p-Fliachenpunkte haben Schmiegrdume glei-
cher Ordnung auch gleiche Dimension,
3)

R
A4 Ta+1 > Ta ’
a=1

d.h. der a-te Schmiegraum ist echter Teilraum des

(a+1)-ten.
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In jedem Punkt x einer ausgestatteten p-Fliche kann
man den Tangentialraum T M eindeutig als direkte
Summe aus der p-dimensionalen Tangentialebene S1
und ihrem durch die Ausstattung gegebenen p-dimen-
sionalen Komplementdrraum N{_ angeben; fiir das
Tangentialbiindel gilt also ldngs der Flidche einer-

seits

I
w0
©
z

™

und flir affine p-Fldchen wegen Eigenschaft 1)

™ = SR+1

Ist nun ein Feld von Unterriumen Nl,...NR von N

festgelegt, so daf

und -
R
\Vi sa8 Na = Sa+1’
a:

. . - s 20 _
dann nennen wir N eine Normalisierung ) der p

Fliche und den Raum Na‘x a-ten Normalraum in X.

Jede Normalisierung bestimmt eine Geometrie in der
Fliche, und zu jeder Flichengeometrie gehdren gewisse

Normalisierungen.

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, eine Normali-

. . .24)
sierung invariant festzulegen:

Diese Fragestellung ist vor allem in der

24) 1 der Literatur: "Problem der invarianten Normali-
sierung" bei Liber oder "Einspannungsproblem’ bei Weise,
Klingenberg, "Einbettungsproblem” bei Hlavaty.
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Affingeometrie relevant; in anderen Zweigen der
Differentialgeometrie kann ja die Flicheneinspannung
mit Hilfe der metrischen Raumstrukturen im allgemeinen
leichter vollzogen werden.

Flir Hyperfldchen (p = n-1, R+1 = 2) im gewdhnlichen
affinen Raum kennen wir die Blaschkesche Affinnormalezs).
Eine Normale filir Hyperflichen einer n-dimensionalen
affin zusammenhdngenden Mannigfaltigkeit wird von
Schouten (1923) unter speziellen Voraussetzungen,etwas
allgemeiner von Izmajlov (1956) angegeben. Geometrisch
deutbar und eine direkte Verallgemeinerung der Blaschke-
schen Affinnormalen ist die von Barthel (1966) konstru-
ierte, deren Definition durch Attallah (1971) {fir Mannig-

faltigkeiten mit nichtlinearem Zusammenhang erweitert

wird und in denselben Riumen, abgewandelt durch Volkmer
(1974), eine natiirliche Gestalt findet. Dabei wird in
den drei letztgenannten Arbeiten noch wesentlich eine an
den Zusammenhang gekoppelte Volumenstruktur benutzt. Wir
werden zur Festlegung der Normalisierung ohne diese
Zusatzstruktur auskommen.

Wihrend also fiir p = n-1 die Frage der invarianten
Normalisierung weitgehend gekldrt ist, bedarf es fir

1< p<n-t einiger Anstrengung, um auch nur in
Spezialfillen eine L&sung herbeizuftithren. Einen Uber-
blick iiber bisher verdffentlichte Arbeiten auf diesem

26)
Gebiet vermittelt nachstehende Tabelle :

25) ygl. Blaschke (1923), S. 153 und §40.
26) ygl. auch Anhang.



EREE=ESsScScso===oq ==========f===============================
Autor R Raum
Hlavaty 1-3
(1949) beliebig [Mannigfaltigkeit mit sym-
metrischem linearem Zusammen-
hang
Weise
(1938) 1 gewbhnlicher affiner Raum
(1939) 1A " " tr
Atanasjan
(1954) 1 gewShnlicher affiner Raum
Klingenberg
(1951) 1 gewéhnlicher affiner und pro-
jektiver Raum
(1952) beliebig |gew6hnlicher affiner Raum
Liber .
(1952) 1 zentroaffiner Raum
(1953) jektiver Raum
(1974) 1 projektive u
1 . . .
1966 .. }gewohnllcher affiner und zentro-
( ) beliebig Jl rfiner Raum
27}

27)In Anlehnung an die Arbeiten von Hlavaty.



Dabei unterscheidet sich das Vorgehen von Hlavaty grund-
sdtzlich von dem der anderen Autoren, die alle mehr

oder weniger auf dem Gedankengut Weises aufbauen.
Hlavaty bestimmt ein System von Zusammenhingen fiir
Normalrdume aus linearen Abhingigkeitsrelationen h&herer
Ableitungen der Tangentenvektoren. Dieses System ist
aber nur bei maximaler Dimension aller Schmiegriume ein-
deutig. Fir den 'non maximal case" wird das Einbettungs-
problem nur scheinbar geldst, da die Wahl willkiirlicher
Koeffizientenfunktionen das Ergebnis beeinfluft.
Hlavatys Theorie erfafit also wegen der Maximalitdts-
voraussetzung zwar affine Kurven, aber schon niemals
Hyperfldchen. Im ilibrigen bedeutet der maximale Fall

eine Einschridnkung der méglichen Raumdimensionen.

Diese Schwierigkeiten stellen sich in den Arbeiten
der anderen Autoren nicht. Hier sind es vielmehr Voraus-
setzungen {iber die Invertierbarkeit gewisser Tensoren,
die die Allgemeingiiltigkeit der Theorien mindern. Diesem
Mangel gegeniiber steht die Transparenz und somit Vergleich-
barkeit der Verfahren, so dafl je nach Voraussetzung der
mégliche Weg ausgesucht werden kann. Eine herausragende
Stellung nehmen die Arbeiten von Liber (1952) und (1966)
ein, da sie mit einer einzigen Voraussetzung auskommen,
die ohnehin auch von den ilibrigen Autoren benutzt wird.
In die Konstruktionen von Liber geht aber wesentlich die
Symmetrie des affinen Raumes ein, so dafl eine analoge
Bildung fiir Mannigfaltigkeiten mit beliebigem linearem
Zusammenhang nicht méglich ist.

Wir werden fiir p~-Flidchen in den letztgenannten Riumen
eine invariante Normalisierung angeben, die nur eine
minimale, affin vertretbare Voraussetzung bendtigt.



2.1.0 Problemstellung

Wir betrachten eine affine p-Fldche mit Normalisierung N.
Es sei

R+1
s_ :=dim S ,
a a
a=1
R
VvV 1. :=dim N_ ,
a a
a=1
und
R
(37) aY]. Da,\)a,--. e {Sa+1’,..,sa+1=sa+ra} ,
gegebenenfalls psVgre+r €11,...,p=s,}.

Ab jetzt benutzen wir Begleitbasen, die mit der
Normalisierung vertrdglich sind, und numerieren die
Vektoren so, daf

R

%Y z € N und z ¢ S

a=1 pa a pa a

R-1 , a+1 vb
(38) YO Dozpa = Z Tpa o va
a= b=0
R v,
Dozp = ) Tp bo Z,
R b=0 R b
an; es ist also
R=- S n :
a+1 B
A4 v T =0,
= =g +1 B=s +1 pa o
a=0 0 ,%5,4 a+

und die Transformationen (34) werden eingeschrinkt zu



R
(39) "4

a=0 a aA b

N
N
]

I e~10
<

P
b s
also Vda = 0 flir b > a. Aus der Regularitit von (Vi,)

folgt dann auch die von ( P
v
p

'
pa P pa
Vp S€1 1nvers zu (v .
a pa

) fir a e {o,.. .81

p~p

Satz 13
a) Bei Transformationen (39) bleibt die Normalisierung

genau dann erhalten, wenn

p
a

1w

R Py
(40) Y (b#a = v, =0),

a=0 0
d.h. wenn (39) nur Basistransformationen innerhalb

der Normalrdume beschreibt.
b) Fiir den Ubergang zu einer beliebigen anderen Norma-

.lisierung genligt es, Transformationen (39) zu nehmen,

fiir die tiberall aufler

R Sa+1 a-1 p
(41) = = Y ov® oz 4o
a=1 p;=sa+1 b= Pa °b
speziell noch
N -8
a+1 P P
; a _ a -
(42) A4 \f'_ voroo= 8] gilt.
a=0 pa,pa—sa+1 a a
Beweis:

a) ist trivial.
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b) (41) ist wegen (40) notwendig und hinreichend

fir eine nichttriviale Normalisierungsdnderung.
Durch

p! a p'
- n
(43) Z = vpa z , = ] vev b z
a a pa b=0 pa pa b
— 1
a-1 pa ob
ST ) Vo Vor Zg
a b=0 a a b

werden dieselben Normalriume beschrieben wie durch

die Zy0 (43) ist aber Ergebnis einer Transformation

a
(39) , die (42) erfillt.

Wir unterscheiden also
a) Basistransformationen in den Normalridumen

(44) 2, Fzoi= Vo, 2 fiir a e {1,...R}

und
b) reine Normalisierungstransformationen, beschreibbar

durch
a-1 p
(45) 2 — Z 1=z + ) v b, fir aell,...R}.
' Pa Pa Pa b=0 Pa Pp
Satz 14 :

Jede Normalisierung induziert ein (R+1)-gliedriges
Zusammenhangssystem, ndmlich (vgl. (38) ) die Gr&flen
mit den Komponenten

T @ fir a ¢{0,...R} ,



fiir die bei Basistransformationen (44) gilt:

R \); \)é. pa v pa. va
(46) \~4 T =v S v ST + 9V .V ,
a=1 L a a a a Pa

. . o ' .
und bei Parametertransformationen u°® — u° (ug) mit

mit u® := 3 u’
o o
v'! v' p .o v p ''o
= + *
(47) Tp, o= U, up,uc,T aou cuou
sowie
R \)a o \)a
v T o'= uc'T o]
a=1 pa pa

Beweis mittels (35).

Transformieren sich die Komponenten einer Gréfe
tensoriell beziiglich Transformationen (44), so

wollen wir sie einen N-Tensor nennen, analog einen
F-Tensor bei tensoriellem Verhalten unter Parameter-
transformationen. Analog der MK-Ableitung in der
Kurventheorie 148t sich wegen (46) und (47) eine
MFN-Ableitung DU einfihren; z.B. ist fiir einen
bezliglich N kovarianten N-Vektor z, die MFN-Ableitung

(1< agR) c“p : c“p v o0 ©

wieder ein N-Vektor und fiir einen F-Vektor zp die

MFN-Ableitung

ein F-Tensor.



Die Ableitungsgleichungen (38) haben jetzt die
Gestalt

R-1 a+1 v

b
48 Dz = ) T z ,
( ) a=0 ¢ pa b=0 pa o vb
b#a
-1 v
Dcz = T bo z,
PR b=0 Pr b

Satz 15 :
Bei einer Normalisierungstransformation (45) gilt
fir die Komponenten der induzierten Zusammenhidnge

,\
+
to)
|
<<
,._l)
©
o
i
3
+
<
]
!
<
—

und fiir die Komponenten der "Fundamentaltensoren'? 8!

R .
V fiq a =T a
a=1 pa-l g pa—l o

(50)

Beweis:
Schneller als aus (35) folgt der Beweis direkt aus

den Ableitungsgleichungen: o
Sei % := 7z . Dann gilt mit v -l 0
p P P
o (o]
R - a=1l pp b+l v
v D ¥ =D z + Z 5 vp .zp + 7 Vp YT

a=0 C Pa 9 Pa b=0 a b b=0 °a c=0 "b c

28) wir wollen diesen Begriff verwenden, weil die Tp 5

die Verallgemeinerung der quadratischen Grund- a-1

form der Hynerflﬁchentheorie darstellen. Auflerdem gilt bei
Transformationen (39%, Va _ V° Va © Va

o o' 0 v, 0,'1"@_1 5

-1
a-1 -1

P -



und

R a+1 vV Vp b-1

\V/ DO’E 7= f T [z + z Voc Z ,
a=0 Pa b= Vh c=0 Vb Pc

A"
Wenn man z := 0 und T = 0 setzt,
R+1 Pr
Koeffizientenvergleich bei Zg liefert (50) und
a+1
dann bei Zg gerade (49) .

a
Lemma 4:

Fir a ¢ {1,...R} gibt es (nicht notwendig eindeutige)
FN-Tensoren mit Komponerten

p__, O
h @ 1 ,
Pa
so daf} -
R Py © v v
(51) VY h?@® T , =87
a=1 pa pa—1 pa

Diese Tensoren nennen wir quasi-inverse Fundamental-

tensoren.
Beweis:
Liefern fiir a ¢ {1,...R} die Vektorfelder ZysZy seeely
1 a-1
jeweils Basen der S_ , so sind die Felder zp,Dczp,
Dz ,...D z Erzeugendevfﬁr S . Daher existiert
o Py ® Paoy atl
fiir a ¢ {1,...R} eine Darstellung
ail Qb (o] 0
vA = h D z + h z
(52) P b=0 G Py P, P
und mit (38)
a-1 p, 0 Db+l v
= ] h ? } T cc z + h? oz .
b=0 a c=0 pb c pa °

Koeffizientenvergleich bei z =~ liefert die Behauptung.
a

Aus (52) folgt noch
R Pas -
¢/ h a-2 T a-1 = 0

a=2 a a=-2

und h: = 0
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2.1.1. Festlegung einer invarianten Normalisierung
fir affine p-Fldchen mit R=1

Wegen R = 1 verwenden wir statt va,oa...einfacher

<i

sP... € {p+1,...n} .

Dann reduzieren sich die Normalisierungstransformationen
(45) auf

(53) 25 " 5T iy Vs %, 0
und damit (49) sowie (50) auf
TV =TV -wlTP
p o p o 5 p o °’
LAVERP S - —_
(54) .V =T,V +v2 TV
p C p O g O
',}‘,\')=T6
p a p o

Fiir jeden nach Lemma 4 existierenden quasi-inversen

Fundamentaltensor gilt dann
N
\)=QO' \)__T\)
Vs h 3 (Tp o} ) s

d.h. V5 ist von der speziellen Wahl von h? 5  unab-
hanglg AuBerdem sieht man aus dieser Darstellung von
vY , daB zur Bestimmung des Normalraums die T- s

nicht gebraucht werden.,

Hat man nun lidngs der affinen p-Fliche ein FN-Tensorfeld
mit den Komponenten w; beziiglich einer Ausgangsbe-
gleitbasis, die sich bei Normalraumtransformationen

nach dem Gesetz

vy oV , "
We = ws - v dndern,



so legt die Bedingung

WY
w. = 0
P

ihrerseits eindeutig eine Transformation (53) fest.
\Y . . . . :

Um w- geeignet definieren zu k&énnen, brauchen wir

eindeutig festgelegte inverse Fundamentaltensoren,

. . . 29) 30)
in Komponenten Tp.ﬁU , mit den Eigenschaften

p o v, v
(SS) Ta Tp g = p 55 s
o ] - P
(56) AP S
p o g _ =~ .0
(57) T 5 Tp v = p 6\)
Satz 16 :
Fur 5. ...P . 5 5
Spluucpp e l Gplo. Op 601 UP T 1. T P
p! 1 p 1 P R0y PO,
gilt
1) Symmetrie in 9;,...P, >
5....7 G,ee.0 (5 5 )
31 1 P . 1 p 1 p
) ) S - 61....p Tl 01...Tp o
p
e, o5 7, pp)
=5, PR
. Py p F

B,...P .
3) spl P stellt einen N-Tensor und eine F-Skalar-

dichte vom Gewicht 2 dar.

29) 1 Tp\_)U sind dann wegen (55) unter den quasi-in-

versen Fundamentaltensoren ausgezeichnet,

30) pas hier durchgefiihrte Inversionsverfahren hat Weise
(1939) im Spezialfall des affinen Raumes angegeben, wo
die Fundamentaltensoren 1n den.unteren Indizes sym -
metrisch sind. Wir erreichen hier auch ohne Symmetrie
die Eigenschaften(SS) bis (57).

31) () bezeichnet die Symmetrisierung.
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Beweis:
1) trivial.

g,...0 (6 a) c -1
2 s 1 et g e (1% 1Py
1....p 101 jol op 1....p 101
Stelle(a)ﬁ (6)58
LT LT T
o] 8 ¢
8 a
= {a) - (B) - -
= - o1 .OP (p1 pS Pa pp)
51 T1 g Ta o ..T8 eeoT
P 1 B %y P 0p
= (a) - (8) - -
) o, - .op (p1 Py g pp)
= -61 T1 _— TB o T g * T ;
P 1 a ¢ 8 P Gp
also folgt
oy .op (61 op) B 01...cp (61 . Bp)
61 T1 5 ol T s = 61 P 1 1o ...TpJ o
eeeeD 1 P o ceen o, o
Rest analog.
3) Das N-Verhalten ist sofort aus der Definition
5 ..-5
von S * Persichtlich. Das F-Verhalten folgt aus
o!...qo' o! . o' ! o' o,..
1 P _ pni 1 P _ P 1 P 1
61,...p, = p! ﬁ}""sp'] det(up,) ucl...ucp §,°
Satz 17:
Sei ) _ _ _ _ _
Tpl ozp _ S(ol .pp Spp+1--. 2p)

und 1 := p. Dann gilt:



1 T := %‘ 6§+1....; ...6§+1 ..... %
) 1,1°°""1,r 2p,1° " " "2p

A
e

ist N-Skalardichte vom Gewicht (-2p) und F-Skalar-

dichte vom Gewicht (+4r).

2)
(58) T=4 ,
wobei
p+1i ..n p+tl.....n
o = 87 T L% -+ 83 o3 '
211 2pr 2p,1 2p,r
A ) X e A
Tp+1 A2,1 AZP,I Tn 2,r 2p,r
gesetzt wurde.
Beweils:
1) nach Satz 16.
2) Fur i,k ¢ {1,...r} mit i # k gilt
p+1 X 5\
6p+1 .n .GE+1 ..... n T 2,1 "2p,1 .
A2,1 'A2,r A2p,1" 2p,r
- - - .— i ..-
Tp+k Azll.‘. 2p'i Tp+l AZI]{ )\Zplk...Tn 2,r 2p'r
(_1)29’1 e A = =A
In T tritt also ri-mal die Gréfe A als Summand auf.
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Aus dem Beweis von Satz 17 erkennt man, daf (58)
nur auf Grund der geraden Indexanzahl gilt. Eine
zu T analoge Bildung fiir GréBRen ungerader Index-
anzahl wilirde Null.

Unter der Voraussetzungaz’, daf

T ldngs der Fliche nullstellenfrei ist,

definieren wir die symmetrischen Gréfen

IR 1 NS et I SN A T
TX1’2....X2P,2 Txl,r”'5\2p,r.
(N-Tensor, F-Skalardichte vom Gewicht -4)

und

SAP+1...AZP

S= s = —, Tz -
Al...A (r-1)! Al...kzp

(N-Tensor, F-Skalardichte vom Gewicht-2)

und erhalten die Relationen

o X, .

(=
>
"
3
t
1

x*
>104
]
n

32)Diese Voraussetzung ist der Affingeogetrie eigen.
Sie findet sich schon bei Blaschke (1923) §46 und §49

(T entspricht dort dem Quadrat der Determinante der
quadratischen Grundform)

und wird in jeder der hier zitierten Arbeiten zur
Normalisierung - etwas abgewandelt nur bei Liber -
benutzt. Sie impliziert eine Einschrédnkung der Dimen-
sionen von Raum und Fldche. Ndheres hierzu vgl,
Weise (1939), S.174/175. Die dort angegebene, fiir
nullstellenfreies T notwendige Bedingung ng p(p+3)/2
reduziert sich im nichtsymmetrischen Fall auf
ns<p(p+1), d.h. unsere Losldsung vom symmetrischen
Zusammenhang gestattet es, gegebenenfalls mehr
Fldchen eines Raumes vorgegebener Dimension zy be-
schreiben.
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Beweis
p 1 +1 n +1
hQ = ~ gbhtl...... n gBPFleceeene.. n
A PEDY Y X X )
T 1,27 M, x Yop 2p,27 P2p,x
P Ay ...2A X Y X X
2 2p 1,2 2p,2 o l,x ‘op,x .

R 5 =3 ,
ke{2,..x}

d.h. Vertauschen der oberen Indizes 5 und Al,k
dndert h; nicht.

Andererseits ist dieser Indextausch gleichwertig
dem Vertauschen der oberen Indizes Xi und Xi’k

fir alle i ¢ {2,...2p}, und dieswiederum dquivalent
zum Vertauschen derselben unteren Indizes , und

liefert daher die GriéRe
2p-1 .5 5
(-1)"7" nS = - nf .
Insgesamt ergibt sich also fiir » # X

- - hP =
h - hx Oc

>41 04

Fiir » = A sind in nichtverschwindenden Summanden

von h? die Indizes 5, ...\, _paarweise verschie-
A 1,2 1,r

den und deshalb gilt

- o A <A

o _ 1 p+t...... n 1,2 l,r | _ _ :
BR = T 8RR, ,eok, L el " T=(-n!
Nun gilt

_ o X XA ...X
K = by Tx..3z S C PsETh %P
- 2 2p



(p A ...
- 1 TX \ S S P 2 P g p+1 2p)
(r-1)! 2 2p
= 5P
6A ,

da Vertauschen von 7 mit Xk fir ein k ¢ {p+1,...2p}
dquivalent dem elementweisen Vertauschen der Tupel
(x2,...xp) und (Ap+1"°'xk—1’kk+1"'
Indizes ist, letzteres aber kX nicht #ndert.

.kzp) oberer

§§£718 :
Fir nullstellenfreies32) T wird durch
D Dneeop G Cne..0 )
(59) TP =1 5 "2777R g 2772
p (p-1)’ 1...... o) 1...... P p2 02
5]
T P s_ _ _
pp Gp p B, oP

ldngs der Fldche das inverse FN-Fundamentaltensor-
feld definiert, das folgende Eigenschaften besitzt:

POV _ v
(60) T Tog =P ¢
PO P _ 2 O
(61) T T, 0, =P8,
p o P _ = .0
(62) T p T,76 = P 8,

Bei Normalisierungstransformationen (53) gilt

(63) ' 5 P
Beweils:
p o] c o]
v 1 1 p . 1 P
60): PI TV = 8 8 .
Zu (60) T T — s %1....p
- 3 5
T VT 2 T P s



- k\2= \.). .
P o P 55
Zu (61):
hc "= Tp GT 5
v o B p v
( 1161 P °1. .. «+P To va o, """
p-1)! 1 2 %2
g
o\oooTp pc Sa -_—
p %p 1"ipP

In nichtverschwindenden Summanden gilt:

a) o # v= 3 v = O R
ke{2,...p}

also sind unten v und oy vertauschbhar.

Andererseits ist Vertauschen (unten) von v mit L

dquivalent dem Vertauschen (unten) von oy mit Py
und 5, mit Sk

dquivalent dem Vertauschen (unten) von p, mit p,

und dies liefert -hg .

Also ist h: = Q fiir o # v.

b) 0 = v= v,cz,...cpsind paarweise verschieden,

also
D oeep (p p f.) D,e..p
s, b P otr o2 LT P = gleoepgil R
esesP 0y Py Oy » %p 2%
und daher
O _ = O
hv—pav .
Analoger Beweis filir (62).
Zu (63):m
Wegen T = TP sind alle zur Konstruktion von
p G p C

TP 9 verwendeten Grdfen invariant unter (53).



Nachdem wir eindeutige inverse Fundamentaltensoren
definiert haben, sind wir nun in der Lage, eine
invariante Normalisierung filir die betrachteten

Fldchen anzugeben:

Satz 19:

Fir eine affine p-Fldche mit R=1 sei {z .. zn}

p+1’’
Basisfeld einer beliebigen Ausgangsnormalisierung N
und T nullstellenfrei.

1) Bei Normalisierungstransformationen (53) gilt

dann fir
uo,_ 1 u g 1 DT X Tu_ BTa_o
Y n D,T 7 n(n-p) ¢ © g H )
(64) -
_ 1 DT AB T*_O TaXB
(n-p) (2n-p) @ * * ¥
das Transformationsgesetz
T
¥ u u
2) Die durch
A"
(65) wE = 0 s
v
F_=z_+whz
d.h. 22 = I T 2y
festgelegte Normalisierung ist invariant, also

a) unabhingig von der Wahl des Ausgangsbasisfelds

in N und
b) unabhingig von der Wahl des Raumes N,

c) unabhingig von der Parameterwahl.
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Beweis:
1) (71) liefert

ﬁO”aXB = ﬁ0 aAB

) DGTaXB B TOXB(_ 2 Taﬁc) - Taxp ) g TBEO) ¥ Taasngp

= chGXB + v (TQXB TaEG + Taxp TBBG + Tpic Tuas) ,

also

f\,c"«aie %uﬁﬁ ,}'aic - DOTO‘XB TuﬁB T%_0 + v (n TuﬁSTpas
+ P TuﬁBTBED

NO%GXB %uﬁc %axs - DcTais Tuﬁc TQAB . V; (n+3) Tuﬁ“ T

und weiter

B =p 1 °
o 1 o’ 1

D TH O + TP O(-vFPT P ) &« TH P(yI T Py _ ¥ 0 P
lof H H p p C H P P a p M

DT % -v? (ns¥s?P +TF BT Py,
g ) p U B o

woraus sich die Behauptung ergibt.

2) a) ist trivial, da W; einen kovarianten N-Tensor

darstellt.
b) Hat ein Ausgangsnormalraum N*als Basisfeld

* »*
2. 1= z_ + vi z
i T T “u
so gilt nach 1)
> *
W= WP - yH
i i m
n, 2 2 * N
also z¥ := 2% - w? z = z_+ ¥z - whz - vEz = Z_
i i i Ty TR A VR TR TR TR i

3) trivial.

o
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2.1.2 Hyperfldchennormalisierung als Spezialfall

und Kurvennormalisierung als spezielle Verallge-

meinerung auf R > 1

Der Fall p = n -1, (R = 1):
Einen Spezialfall fiir R = 1 stellen die Hyperflidchen

dar. Fir sie haben Indizes n,p...konstant den Wert n
und kénnen daher wegfallen. (64) wird dann zu

TR uc 1 ug ~ao _ 1 uo o8
wooi= H'DOT * = chaB T T B?W'DcTaB T T
und wegen

ac _ O
TaB T = 68
weiter zu
v Lpr om0 1°f
W T T R¥T Yo aB
_ 1 1 ,THO
= - = T-modet Tas T
1 - p _ uo
= - =7 (aologldet TaB', 2 Tp st DT ) T

Wir bemerken, daB fir die bei Barthel (1966) und
Volkmer (1974) konstruierten Affinnormalvektoren33)

wh = 0 gilt, so daf bei jewells entsprechenden

Grundstrukturen der Mannigfaltigkeit die Affinnormale
aus den genannten Arbeiten mit der hier bestimmmten

4
zusammenfallé ).

33)Dies ist dort die Eigenschaft der Arealtreue des
in der Flidche induzierten 7usammenhangs. Vgl.Barthel
(1966),S.22 und Volkmer (1974), Satz 16.

34) Dies gilt nicht fiir Attallah (}971). Vgl..z.B.
dort Satz 18, der nur den symmetrischen Anteil des

Fundamentaltensors petrifft.


https://1966),S.22

Der Fall p = 1, (R=n-1):
Formal 148t sich die Normalisierungsbedingung (65)

fiir beliebiges R verallgemeinern, wenn u, o durch

u und u, » durch wo,h o fliT a e {1,...R]

a-1°%a-1
ersetzt werden und eine Auszeichnung unter den

nach Lemma 4 existierenden quasi-inversen zu in-
versen Fundamentaltensoren vorgenommen wird.

Wir beschrinken uns auf den Fall p = 1, d.h. die
Kurventheorie. Gehen wir von der in (9) definierten

Begleitbasis mit den Ableitungsgleichungen

X =z
n-1
W Dz, =AY zx * Z.
aA=1
Dz =Bz +n+y z mit «%=0
n B n
aus, so gilt fiir die Fundamentaltensoren 5)
n-1 1
V TAA+ = 1
A=1
und fiir die induzierten Zusammenhdnge
n A . .
\% TA = Ay (keine Summation).
A=1

Die inversen Fundamentaltensoren existieren also,

und fiir ihre Komponenten HAA+1gilt

n-1
A =1 .
A=1 A+l

Ohne Summation gilt weiter

n-1
A+1,A A _ o AFlyA A _ _mupA
;YZ DT, Wi Haer 7 T, H a+1 P asy DH 4y

35) wir verwenden hier die Schreibweise von (33) fur
den Fall p = 1, d.h.

ey

aiv.-Bislh %
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und daher sind alle Summanden in den (64) verallge-

. . A .
meinernden Gr&fen W..q Dis auf konstante Faktoren

gleich DHAA+1. Fiir Kurven reduziert sich die Ver-
allgemeinerung (R > 1) von (65) auf

(65") V DHA. . =0 .

In unserer speziellen Ausgangsbasis (9) ergibt sich

R _ = A 1 A+1 ) _
DH™, .,y = T," + T, - T, =AY + Y (a+1) v = 0O,
d.h. die Normalisierungsbedingung (65') ist schon
erfiillt. Die in Kapitel 1 entwickelte Kurventheorie
ist also 1-Flidchentheorie mit der (65) verallge-
meinernden Normalisierungsbedingung (65'). .
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2.2 Erste Variation von Gr6Ren invariant normali-
sierter affiner p-Flichen

Die affine p-Fldche F werde einer infinitesimalen Trans-
formation (vgl. 1.3) unterworfen. Analog Lemma 1 er-
hdlt man dann aus den Ricci-Identititen das fol-

gende

Lemma 5:
Ist z ein kontravariantes, Z ein kovariantes C1-
Vektorfeld auf F, so gilt

k

= -1 _ =i h
veDcZ [o - Do(vez fo) oz zc Rk hlE
und
- - _ - h - k 1
DoZily = o (VeZilg) - Iy 25 RyTpst

Ist F mit einer beliebigen Begleitbasis {zAlAe{1,..n}}
ausgestattet, dann nehmen wir auf jeder Vergleichs-
flédche F_ als Begleitbasis die Bilder der z, unter
dem induzierten Homomorphismus der infinitesimalen
Transformation, d.h. die Vektorfelder

=i

-i ,_ 9x h
Zy 1= == Z,
X
Fiir deren Variation36)gilt
66 —i = i k k i h = Zk D* i-
(66) szA[o 8,67 2, *+ 2, T, ¢ A D8
Dann erhalten wir fiir die durch
i B B A
1= =6
Za Zi SA und z Zj 5

38)yg1. (27).
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definierte duale Begleitbasis wegen

-3 B i
v +
sZA!o Zi ZA VEZl o

nach Uberschieben mit Z? die Variation

(67) , v Z = -Z; Dt

Hiermit ergibt sich das nachstehende

Lemma 6:
a) Fir die Koeffizienten in den Ableitungsgleichungen
(32) und (33) gilt

= B h k .B i
aeTA olo T %0 “A “i Pk n

b) Die TAB0 sind bei infinitesimalen Affinititen37)

invariant in erster Ordnung.

Beweis:
B i -B d .
= . em lJetzten Lemma gilt
Wegen T,~ D,z Zi und g
= B - = =i B Zi v zB
BETA c,o Vc»:Dnglo Zi Do A € i!o
_ =i B k _h i lZB+ iv 5B
- Dc(vszAlo) Zi T Zp % Rk n1® %1 L ezilo

und mit (66) und (67)

k ¥, 1 *,1,
(DgzA D g~ + zZ D.D7E zA +

37)
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Ab jetzt beschrinken wir uns auf Flidchen mit R=1.

Folgerung:

m

Bei infinitesimalen Affinitdten gilt fir die erste
Variation der inversen Fundamentaltensoren

p o _
(68) aeT 5 [o =0
und damit auch (vgl. (64) )
-1 _
(69) s wol, =0 .
Beweis:

Die Behauptung folgt aus (59) mit dem letzten Lemma.

Satz 20:
Bei infinitesimalen Affinititen sind die Kceffizien-

ten in den Ableitungsgleichungen beziiglich einer
nach (65) festgelegten begleitenden Normalbasis in
erster Ordnung invariant38), d.h.

X B ‘
(70) RANEE
Weiter gilt dann
vi ko ¥ 4
und somit
-1 = 1l
Vezﬁlo Vez'ﬁ’o H]

% . .
d.h. die Normalvektorfelder 25 .von F sind in 1. Ordnung
ny
die Bilder der Normalvektorfelder zz von F unter
dem durch die infinitesimale Affinitdt induzierten

Homomorphismus.

{70) beinhaltet also gerade die Invarianz der nach

3B)Vgl. das entsprechende Ergebnis (31) in der
Kurventheorie.



(65) ausgezeichneten Normalisierung unter infinitesi-
malen Affinitdten (in erster Ordnung).

Beweis:
Mit u .. -
wo fir a=uy, B=iQ
A .. - .
wooo 1T 0 - fir A=y, B=y
a _
) t
B sons

wird eine begleitende invariante Normalbasis durch

= D -=1.B -D
C o + (@ )D ach’

woraus wegen (68) und (69) die Behauptung (70) folgt.
Mittels (66) ergibt sich

", .
i A -i A _k

7 = - = W 2

£ ulo wu VEZA o i A Tk
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Anhang

Ist M speziell der n-dimensionale affine Raum A

so sind die Fundamentaltensoren in den unteren In-
dizes symmetrisch. In diesem Fa11’®) finden sich in
der Literatur folgende Normalisierungsbedingungen

(iibertragen in unsere Bezeichnungsweise)

R = 1:
Falls zu

g0 .- T86° T (T P op 0 ypP o ® P gy

gu uB ap a u Bop L pa B
= BpPp qa 0 4P o, - u .0
.2 T 5 T 5 Tu 8 Ta 0 p (n-p) 65 éu
inverse Gréflen (E'1 ;g mit
To ,p=148A _ 0 (A
V) EEu (E )Xc 83 au

existieren, so ist die Normalisierung nach Weise (1939)
und Klingenberg (1951 und 1952) durch4°)

iy b B 0 e M _

DGTa 8 T 1 T 3 0

festgelegt. (Explizit ist diese Bedingung nur von
Klingenberg”(1952) formuliert.)
Unter derselben Voraussetzung (V) gibt Atanasjan
(1954) die Normalisierungsbedingung

I

BT, 7@ B 9% = 0
an.

jg)Die zentroaffinen und projektiven Arbeiten von
Klingenberg (1952) und Liber (1952?1953,1966,19?4)
ergidnzen die hier aufgefiihrten Bedingungen nur 1im
Hinblick auf die speziellen Gegebenheiten der je-

weiligen Rdume.
40)pntsprechend (65). Man beachte (54).
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Ohne Voraussetzung der Form (V) kommt Liber (1966)
aus bei der Forderung

Voo u 1 N, oo Y B u
lo SRET) Zn-pDGT}-\TCxS

pl}

Aber auch diese Normalisierungsbedingung nilitzt we-
sentlich die Symmetrie der Fundamentaltensoren aus

und ist daher fiir Mannigfaltigkeiten mit allgemeinem

linearem Zusammenhang nicht brauchbar.

R > 1:
Hierzu gibt Klingenberg (1952) Bedingungen an, die

aber nur unter nicht nidher beschriebenen Voraus-
setzungen analog (V) zu einer invarianten Normali-

sierung fihren k&nnen.
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