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Zusammenfassung 

Auf die in der Affingeometrie häufig verwendete 
Volumenstruktur wird verzichtet und als Raum eine 
n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit linearem Zusam-
menhang zugrunde gelegt. 
Mittels eines eindimensionalen Zusammenhangs, des 
"inneren" Zusammenhangs, lassen sich Affinkrümrnungen 
für eine Kurve als Tensoren der Parametermannig-
faltigkeit definieren, so daß die Auszeichnung eines 
Parameters im Sinne des unzulässigen Affinbogens 
der klassischen Blaschkeschen Affingeometrie ver-
meidbar wird. Unter Benutzung eines modifizierten, 
der affinen Arbeitsweise angepaßten, Kurvenbegriffs 
wird ein Fundamentalsatz bewiesen. Der innere Zu-
sammenhang und die Affinkrümmungen sind nicht nur 
charakteristisch für eine Kurve, sondern erweisen 
sich auch als in erster Ordnung invariant bei 
infinitesimalen Affinitäten. 
Nach kurzer Betrachtung von p-Flächen ohne feste 
Begleitbasis wird der Begriff der "affinen'' p-Flä-
che definiert. 
Für affine p-Flächen wird eine invariante Normali-
sierung angegeben, derart, daß eine Reduktion auf 
den Blaschkeschen Fall bei Kurven und Hyperflächen 
möalich ist. Auch die in der vorliegenden Arbeit 

0 

entwickelte Kurventheorie fügt sich als 1-Flächen-
Theorie in diesen Rahmen ein. 
Größen invariant normalisierter affiner p-Flächen 
haben Invarianzeigenschaften bei infinitesimalen 
Affinitäten. 
Durch den weitgehenden Verzicht auf Raumstrukturen 
und die Betrachtung der Übergänge zwischen verschie-
denen Normalisierungen sollte hier nicht nur eine 
rein affine Geometrie geschaffen werden, sondern 
gleichzeitig eine Möglichkeit, um unter Bezug auf 
den affinen Fall Flächengeometrien solcher Räume, 
die zusätzliche Strukturen tragen, anhand der 
Normalisierungen vergleichen zu können. 
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Einleitung 

Blaschkes "Vorlesungen über Differentialgeometrie II" 
(vgl. Blaschke (1923)I)) - weit mehr durch originäre 
Überlegungen als durch die bloße Darstellung des 
damaligen Standes dieser Disziplin geprägt - be-
schreiben eine Geometrie des affinen Raumes als In-
variantentheorie bei volumentreuen affinen Abbil-
dungen; d.h. diese klassische Affingeometrie läßt 
sich in das Schema des Erlanger Programms von Felix 
Klein einordnen. 
Die Einseitigkeit dieses Programms, das u.a. Veblen 
und Whitehead (1932) durch die Ausformulierung eines 
neuen Konzeptes ersetzt haben, schmälert nicht die 
Bedeutung, die dem Gedankengut Blaschkes zum einen 
als Gegenstand, zum andern als Ausgangspunkt weite-
rer Forschungen zukommt: 
Während beispielsweise in der Kurventheorie Haack 
'(1934), Maeda (1939), Santalo (1946) und Merza (1960) 
die bei Blaschke definierten Kurvengrößen zum Ob-
jekt ihrer Untersuchungen haben und geometrisch inter-
pretieren, ver läßt Hlavaty ( 19 291

'; 19 34) den Rahmen 
des Erlanger Programms und liefert Ansätze einer 
Kurventheorie auf Mannigfaltigkeiten. Anlehnung an 
die Definitionen der klassischen Affingeometrie ist 
auf Mannigfaltigkeiten indes nur möglich, wenn der 
Einfluß der Koordinatentransformationen ausgeschal-
tet wird. Dies versucht Hlavaty zu erreichen, indem 
er,jeweils nur längs der betrachteten Kurve, gewisse 
Skalardichten zur Bildung von koordinatenunabhängigen 

I) In den Klammern steht das Erscheinungsjahr der 
· im Literaturverzeichnis angegebenen Arbeit. 
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Größen heranzieht. Die tensoriell nicht faßbare 
Unbestimmtheit dieser Skalardichten aber führt dazu, 
daß HlavatJ's Affinbogen und -krümmungen keine In-
varianten sind, und folglich der von ihm formulier-
te Fundamentalsatz (HlavatJ (1929J, S.384) gar nicht 
beweisbar ist. Benutzt man dagegen die global und 
eindeutig definierte Struktur einer kovariant kon-
stanten Skalardichte zur Volumenmessung, so lassen 
sich skalare Affininvarianten angeben. Ein ver-
steckter Hinweis hierzu findet sich bei Scheuten 
(1954), S.233/234. Ausgeführt ist die affine Kur-
ventheorie auf 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten 
mit Vdumenstruktur und volumentreuem linearem 
Zusammenhang bei Barthel-Arnold (1975). In dieser 
Arbeit wird insbesondere bemerkt, daß die klassi-
sche Affinbogenlänge und ihre natürliche Verallge-
meinerung für eine CA-Kurve bei endlicher Differen-
zierbarkeit i.allg. einen unzulässigen Parameter 
liefern. Eine CharakterisierungII)von CA-Kurven 
durch Affininvarianten ist für diese Situation also 
nicht möglich. Erst der Begriff der C~_ 1-Kurve (vgl. 
Barthel-Arnold (1975), Definition 4) läßt einen 
Fundamentalsatz zu. 
Die hier vorgelegte Arbeit nun behandelt in Teil 1 
eine affine Kurventheorie, die sich von der eben 
zitierten 

1. durch die allgemeine Dimension n der Mannig-
faltigkeit 
und 

z. durch den Verzicht auf eine Volumenstruktur 
abhebt. Ein ausgezeichneter Parameter, der dem (un-
zulässigen!) Affinbogen entspräche, wird nicht be-
nutzt; vielmehr werden Begleitbasis und Affinkrümmungen 

II)Blaschke und HlavatJ nennen zwar Fundamental-
sätze, beweisen sie aber nicht. 
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einer Kurve mittels einer kovarianten Ableitung 
auf der eindimensionalen Parametermannigfaltigkeit 
definiert. Der eindimensionale "innere" Zusammen-
hang, mit dem diese Ableitung gebildet wird, ist 
zusammen mit den Affinkrümmungen, die jetzt ein-
dimensionale Tensoren sind, charakteristisch für 
eine Cw -Kurve. Nach dem Beweis des Fundamental-w- 1 
satzes wird gezeigt, wie sich speziell bei Existenz 
einer Volumenstruktur aus dem inneren Zusammenhang 
die Affinbogenlänge herleiten läßt. Bei Bezug auf 
den Affinbogenlängenparameter verschwindet der 
innere Zusammenhang und es lassen sich parameter-
unabhängige Affinkrümmungen angeben, die für cw -

w-1 
Kurven wieder einen Fundamentalsatz ermöglichen. 
Es bleibt aber festzuhalten, daß das Verwenden 
einer Volumenstruktur lediglich die Verbindung 
der hiesigen Überlegungen zu früheren Arbeiten, 
insbesondere der Blaschkeschen Affingeometrie, 
herzustellen vermag, jedoch nicht eine handsamere 
Theorie liefert und insofern überflüssig ist. Das 
wird bestätigt durch die Invarianz (in erster Ord-
nung ) der in der vorliegenden Arbeit definier-
ten allgemeinen Kurveninvarianten bei beliebigen 
infinitesimalen Affinitäten; in der volumenbezoge-
nen Theorie dagegen induzieren erst volumentreue 
Affinitäten diese Eigenschaft. 
Zur Affingeometrie auf Mannigfaltigkeiten liegen 
uns u.a. die Hyperflächentheorien von Barthel (1966), 
Attallah (1971) und Volkmer (1974) vor, die alle 
den Volumenbegriff benötigen. Es drängt sich nun 
die Frage auf, ob das Verzichtenkönnen auf die 
Volumenstruktur an die spezielle Dimension 1 der 
Kurven gebunden ist, oder ob nicht auch für Hyper-
flächen eine affine Geometrie ohne Volumen möglich 
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ist. Die positive Antwort auf diese Frage erhal-
ten wir in einem größeren Zusammenhang: 
In Teil 2 nachstehender Arbeit werden Flächen belie-
biger Zwischendimension p betrachtet, so daß Kurven 
und Hyperflächen als Träger der Grenzdimensionen 
P = 1 und p = n-1 mit berücksichtigt sind. Eine 
Begleitbasis zu fixieren, ist schon bei Hyperflächen 
ein nichttriviales Problem, erst recht bietet sich 
für allgemeine p-Flächen eine Lösung hierzu nicht 
unmittelbar an. Daher werden zunächst p-Flächen ohne 
feste Begleitbasis untersucht. Die Koeffizienten in 
den Ableitungsgleichungen solcher beliebig "ausge-
statteter" p-Flächen verhalten sich bei Transforma-
tionen der Begleitbasis wie Zusammenhangskoeffizien-
ten. Ein Fundamentalsatz in herkömmlicher Form ist 
für derartige Flächen nicht beweisbar mangels voll-
ständiger Integrabilität des betreffenden Differential-
gleichungssystems - ein Grund, der auch schon im 
Riemannschen Fall (vgl. Eschmann (1973)) den Aus-
schlag gab, die Fragestellung nach einer Fundamental-
satztheorie abzuändern. Hier wird darauf nicht näher 
eingegangen, sondern nach der Definition des Begriffs 
der "affinen" p-Fläche das Problem der Festlegung 
einer Flächennormalisierung aufgenommen: 
In Satz 19 wird eine invariante Normalisierung ange-
geben, die sich von den bei Weise (1939), Klingenberg 
(1951, 1952) und Atanasjan (1954) konstruierten be-
sonders durch ein Minimum an Voraussetzungen und 
außerdem - auch im Gegensatz zu den Liberschen Ar-
beiten (1952, 1953, 1966, 1974) - durch die Anwend-
barkeit auf Mannigfaltigkeiten mit allgemeinem 

. III)linearem Zusammenhang unterscheidet . 
Im Spezialfall p = n-1 ergibt sich somit die Affin-
normale einer Hyperfläche ohne Verwendung eines 
Volumens, und zwar so, daß bei jeweils gleichen 

III)Vgl. hierzu auch den Anfang von Kapitel 2.1 und 
den Anhang. 
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Grundstrukturen unsere Normalisierung mit den Affin-
normalen bei Barthel (1966) bzw. Volkmer (1974) 
zusammenfällt. Im Spezialfall p = 1 wird die 
Normalisierung der in Kapitel 1 behandelten Kurven-
theorie geliefert. 
Abgeschlossen wird die hier vorgelegte Arbeit durch 
die Berechnung der ersten Variationen von Größen 
normalisierter p-Flächen, insbesondere durch den 
Nachweis der Invarianz (in erster O~dnung) der 
invarianten Normalisierung bei infinitesimalen 
Affinitäten. 
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Vereinbarung: 

Wir benutzen die Einsteinsche Summationskonvention, wo-
nach über gleiche oben und unten stehende Indizes zu 
summieren ist. 
Dabei laufen in der Menge N der natürlichen Zahlen kleine 
und große lateinische Indizes von 1 bis n, kleine grie-
chische Indizes (außer E und~) von 1 bis p, und kleine 
gequerte griechische Indizes von p+l bis n. 
Die Surnrnationsbereiche anderer Indizes werden an geeig-
neter Stelle im Text genannt. 
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o. Strukturelle Voraussetzungen 

Wir werden unsere Untersuchungen in n-dimensionalen 
Cr- Mannigfaltigkeiten M durchführen. In Kapitel 1. 
muß r 2n (oder r =~oder r = w) sein, im restlichen 
Teil der Arbeit wird der minimale Wert für r jeweils 
durch die h6chste v~rwendete Ableitung der Flächendar-
stellung bestimmt (d.h. Min(r) Zn in 2.0 und ~3 in 2.1). 

Punkte x € M schreiben wir in Koordinaten als 
n-Tupel (x 1J. TxM bezeichne den Tangentialraum in x EM, 
TM das Tangentialbündel, und 

a 
--1, 
dX 

das natürliche Basisfeld bezüglich eines Koordinaten-
systems. 

M sei mit der Struktur eines linearen Cr- 2
_ Zusammen-

hangs ausgestattet, der in einem ~oordinatensystem die 
Koeffizienten rk 1h habe. Damit lassen sich Tensorfelder 
invariant und kovariant ableiten°). Beispielsweise ist 

1für ein c1 - Vektorfeld t ...,_.. z(t) längs eines C - Weges 
x:t 1-1- x(t) die invariante Ableitung 1 ) 

: = i 
Dz [~J a 
dt dX 

dz i .• = ( + zkr i (x)dxh)~ 
ax 1k h dtdt 

und für ein c1- Vektorfeld x i-+ z(x) die kovariante 

O)Vgl. Scheuten (1954), III §2 und Spivak (1970), S.5-3. 
Wir benutzen aber eine andere Indexstellung. 
1 >wir kennzeichnen die Ableitüng der Komponenten nur 
durch Angabe des Index und ändern nicht die Bezeichnung 
für den Operator. 
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Ableitung 

Beide Ableitungen sind linear, genügen der Leibnizschen 
Produktregel, und ihr Verschwinden kennzeichnet Parallel-
felder. 
Es soll nicht unerwähnt bleiben, daß sich unsere Über-
legungen für Kurven und Hyperflächen ebenso bei nicht-
linearem Zusammenhang anstellen lassen, da in diesen 
Spezialfällen2 ) auch nichtlineare Zusammenhänge eine 
lineare invariante Ableitung liefern. 

2)Für Hyperflächen vgl. Attallah (1971) und Volkmer (1974),S.34 

https://1974),S.34


. 
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1. Affine Kurventheorie auf n-dimensionalen Mannig-
faltigkeiten 

1.0 Grundgrößen 

Auf der Menge aller C;\,- Abbildungen (). i .iN v {"", w}) 

x: I--+ M 
X 

nicttleerer offener reeller Intervalle I c R betrach-x 
ten wir die Äquivalenzrelation= mit der definierenden 
Eigenschaft: 

es existiert ein oonoton 
wachsender CA-Diffeomorphismus T 
mit 

X o T = y. 

Unter einer .(orientierten affinen) CA- Kurve (r > l n) 
verstehen wir dann eine Äquivalenzklasse 

K . = rx : IX-l- M ]• L t xCtJ1-+ 

bezüglich-, für die zusätzlich gilt 3
)

4
): • 

( 1) 

Dabei bezeichnet ein "Punkt" die gewöhnliche Ableitung 
nach t und DN die N-te invariante Ableitung nach t, also 

DN .-- DN für N IN (D
0 

: keine 
dtN Ableitung) 

(2) .- .D D1 

3 ) bezeichnet das äußere Produkt. 
A. 

4 lunabhängig von der Wahl des Repr~sentanten von K 
ist der Schmiegraum N-ter Ordnung in x(t) als der von 
x(t) Dx(t), ... D x(t) ~ufgespannte lineare Raum defi-

. t' (l) i·st liI!o gleichbedeutend zur Existenz n ver-nie r • • • dschiedener Schmiegr~ume in J: em Kurvenpunkt, und es ge-
nügt, (l) für nur einen Reprasentanten x zu fordern. 
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Die Repräsentanten von K nennen wir, wie üblich, 
zulässige Parameterdarstellungen und unterscheiden sie 
nur in der Wahl des Buchstabens für den zulässigen 
Parameter. Die Abbildungen T heißen zulässige Parameter-
transformationen. 
Sei T:u-----+- t(u) eine solche. Wenn sich dann eine Größe G 
nach dem Gesetz 

(
dt )oG(u) = du(u) G(t(u)) (q ganzzahlig) 

transformiert, so wollen wir G als K-Tensor(feld) der 
Stufe q bezeichnen5). Im Fall q > 0 ist G also kovarian-
ter, für q < 0 kontravarianter K-Tensor, und für q = 0 
ein K-Skalar. 

Im folgenden betrachten wir CA- Kurven K mit 

r :> ).. 2n 

Für zulässige Parameterdarstellungen t 1-+- x(t) und 
u 1-+ x(u) von K existieren wegen der Parameterunabhängig-
keit der Schmiegräume Beziehungen der Form 

A 
(3) I 

N=O 

für AE{O, . .. n-1} , 

wobei der "Strich" die gewöhnliche Ableitung nach u be-
deutet. Sukzessives Ableiten liefert unmittelbar 

n-1 
(4) Y a:(t(u)) = t'N+l(u) (keine Summation). 

N=O 

S)Ist G ein Tensor der Mannigfaltigkeit, so heiße G 
auch MK-Tensor der K-Stufe q. 
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Satz 1: 
Längs einer CA- Kurve repräsentiert 

ein K-Tensorfeld (6 der Stufe n(n+1)/2 von der Klasse 
C>..-n und 6 > 

2(6) t - y (t) := 
n(n+1) 

einen linearen K-Zusammenhang y der Klasse c>..-(n+l), 
d.h. bei Parametertransformationen u ....+ t(u) gilt 

(7) y (u) = t 1 (u) y (t (u)) + t': (u)
t 

Wir nennen y inneren Zusammenhang der Kurve. 

Beweis: 
Nach (3) und (4) erhält man 

und daraus 

= n(n+l) !:(u) + t' (u) o;- 1 (t(u)) DQ;(t(u)) 
2 t' 

Folgerung: 
Zu einem differenzierbaren MK-Tensorfeld z der K-Stufe q 
wird durch 

IDz Dz.- - qyz 
dt dt 

ein MK-Tensorfeld der K-Stufe q+1 bestimmt; wir nennen 
es MK-Ableitung von z. 

6 >~-l= 1/~ ist die zum n-Vektor o; r O eindeutig existieren-
de dualen-Form. Da der Raum der n-Vektoren (Skalardichten 
vom Gewicht -1) eindimensional ist, benutzen wir für die 
Dualenbildung und Tensormultiplikation die für Skalare 
üblichen Schreibweisen der Inversenbildung und Multi-
plikation. 
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Beweis: 
für u ,_ z(u) und u .-. t(u) gilt 

ID z = 1Q_(t'qz(t)) 
du du 

= Q__(t'qz(t)) - qyt'qz(t) 
du 

=q t ' q- 1t' f z ( t ) + t ' q u z ( t) - q ( t 1 'Y ( t) + : : ] t ' q z ( t) 

= t'q+l]Q_z(t). 
dt 

Bezüglich des Parameters t schreiben wir analog (2) kurz 

ID und ID := 
N dt 

Satz 2: 
Die durch 

für A = 1 

(9) z 
A 

für A E { 2, ... n} 

definierten M- Vektorfelderz sind K-Tensorfelder der 
A 

Stufe A. zA(t) liegt im A-ten Schmiegraum der Kurve im 
Punkt x(t), und in der Basisdarstellung 

A-1 
( 1 O) z = l ßN D X 

A A NN=O 

gilt 

( 11) 
n y 

A=l 

Beweis: 
Für A = l ist nichts zu beweisen. Gilt (10) für beliebi-

mit A n-1, so kann man schließen für A::;, n 
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... = =,.,A [)zA-1 DzA-1 - (A-l)yzA-l 

.(A-2) (A-1) D . {A-2)(A-1)= DA_lx 2 y A-2X - 2 y DA-3x 

+ 

A-4(A""'.2)(A-l)- (A-1) y (DA-2x - 2 y DA-3x + I s:_lDNx)
N=O 

A-3(A-l)A= DA_lx - y DA-2x + I BND x
2 A NN=O 

wobei für A ~3 und NE {o, ... A-3} gilt 

( 1 2) 

-N wenn man ßA := o für N >o setzt. 

Aus (10) folgt 

y zl"'" •• ,....zA = xADx/\ •. '"'DA_lx 
A=l 

speziell also 

(13) 

Nach (1) ist {z 1 , ..• zn} eine Begleitbasis der Kurve. 
Die Form der Ableitungsgleichungen bezüglich dieses Basis-
felds ergibt sich aus folgendem 

Satz 3: 
Das Feld der von den Vektoren zA(t) aufgespannten 
n-Parallelotope ist MK-konstant, d.h. 

= a; 

Beweis: 
IDffi := Dffi _ n(n+1) Y Q; =Nach (6) gilt 0 , woraus mit2 

(13) die Behauptung folgt. 
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Folgerung: 
Die Ableitungsgleichungen einer CA- Kurve lauten 

X, = zl 
n-1 
V [)z A = ( 1 4) ZA+lA=l 

B nIDz = K mit K = 0.ZBn 

Die durch die letzte Gleichung festgelegten Affin-
krümmungen 

B -1 
K = zlA"""AzB-lADznAzB+lA"""Aznffi 

für B {1, ... n-1} sind also M-Skalare und K-Tensoren 
jeweils der Stufe n+1-B und mindestens c::>..-ln_ differen-
zierbar. Genauere Angaben über die Differenzierbarkeits-
klassen der Affinkrümmungen erhält man mittels (10). 
Danach gilt mit ß- 1:= 0 und ßn:= 0 n n 

1 
Dz = D(nI s: DNx Jn N=O 

= 
nI (SN + ßN-1) DNxn n 

N=O 

woraus sich die Darstellung 

( 1 5) + s:-1) DNxJ,"' 

DNx) A ••• ,,..., 

ergibt. Nach (11) und (12) folgt für sN die Differen-
A 

zierbarkeitsklasse cµ- (A- 2-N), sofern y der Klasse Cl-( 
angehört. In (15) ist also der Term ßB-l + sB- 2 

n n 
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von niedrigster Differenzierbarkeitsklasse, nämlich 
cÄ-(n+l)-(n-B) = CÄ-( 2n+l-B). Daher sind die Affin-
krümmungen KB einer CÄ- Kurve in (15) jeweils als 
CÄ-( 2n+l-B) - Abbildungen dargestellt. 
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1.1 Fundamentalsatz 

Wir wollen das Problem, Kurven durch die Affinkrümmun­
gen und den inneren Zusammenhang zu charakterisieren, 
untersuchen: Wie bei Barthel-Arnold (1975) hat das 
zu den Ableitungsgleichungen (14) analoge System für 
vorgegebene cA-( 2n+l-~Funktionen -/3 und eine CA-(n+l) -

• - • 11 • 7 l • • d Cl.+ 1 - n L ·· 
F unk tion V i.a g. nur eine min estens - osung, 
und nicht eine CA-Lösung t--+ x(t). Ein Fundamentalsatz 
für CA- Kurven ist also bei endlichem A nicht beweisbar. 
Um dennoch auch bei endlicher Differenzierbarkeit 
eindimensionale Gebilde der Mannigfaltigkeit durch 
"natürliche Gleichungen" kennzeichnen zu können; müssen 
wir den Kurvenbegriff modifizieren. Als Verallgemeinerung 
von Definition 4 bei Barthel-Arnold (1975) verwenden 
wir die 

Definition: 
Eine (orientierte affine) C~-l - Kurve (r µ n) 
ist ein (orientierte affine) cP- Kurve, für die ffi 

von der Klasse cµ-l ist. 
Diese Definition ist wegen (8) parameterinvariant. 
Im folgenden sei 

Wegen 

Gi(t) = exp f (n(n+1) y - r j (x) xh) (t)dt ..L„A···A..Ln
2 j h öx·• öx 

---·---
ist dann eine Cµ 

µ- 1 
Kurve auch durch die Cµ- 2 -

Differenzierbarkeit von y charakterisiert. Bei C~_ 1 -

Kurven sind daher 

B z K 
A 

jeweils von der Klasse 

µ-AC 

7)Dies erkennt man aus (14) bzw. (16) bei sukzessivem 
Einsetzen der A-ten Ah1Pi~11nn ..... ,-~-t. in rliP (l.&.1'1-+~ 
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In der Darstellung (15)ist nun der Term D x von 
n 

niedrigsterDifferenzierbarkeitsklasse, woraus noch 
einmal für alle KB die (µ-(n+1))-fache stetige 
Differenzierbarkeit folgt. Die Affinkrümmungen sind 
also jetzt durch (15) sämtlich in derselben Differen-
zierbarkeitsklasse dargestellt. Mit dem so modifi-
zierten Kurvenbegriff kommen wir zu einem 

Fundamentalsatz der affinen Kurventheorie (Satz 4): 
J c lR sei ein nichtleeres offenes Intervall, 

y:J-JR 
t - Y:(t) 

Darstellung eines linearen Cµ- 2- Zusammenhangs der 
eindimensionalen Parametermannigfaltigkeit und 

i<B: J -IR 
t -+- i<B(t) 

µ- (n+l)für B E { l, ... n-1} die Komponenten von C -
Tensoren der Parametermannigfaltigkeit jeweils der 
Stufe n+1-B. 
Zu Anfangswerten t e: J, x E M und linear unab-o 0 
hängigen z € T M für A E {1, ... n} gibt es dann 

Ao Xo 
eine offene Umgebung I c J von t 0 und eindeutig 

µ
eine Cµ-l Kurve 

lx: I - M ]
K := L t i--+ x(t) 

mit folgenden Eigenscpaften: 
n 

= ,1) X(t) = X V Z A (t o) ZAo
0 0 A=1. 

n-1 B-Bi2) = y V K I = K 

B=l 
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Beweis: 
a) Das Differentialgleichungssystem8 > 

x = z1 
n-1 

(16) y -DzA = 
A=l 

2A+1 

ioz -B-K ZB mit -n .- 0= Kn 

hat in Komponenten die Form 

.}
X = i (z j) 

0 -1 

j -jy n 
= ~i (" ,x ,z 1 , ...zj)

A nA=l 

und daher zu den Anfangs~erten lokal mindestens eine 
Lösung L: Y c J -. .JR1+n 

t -.. (xj(t), zi(t)) 
i ,.,i j j, ... sind nach z und x stetig partiell differen-o n B 

zierbar, weshal~) L eindeutig ist. 

b) t-.. x(t) ist von der Klasse Cµ nach den Voraus-
setzungen über KB und y. 7 > 

c) Wegen z ~···Azn f O und der Stetigkeit von 
10 0 z ... z existiert zu t eine offene Umgebung I c I,

1/\ An 0 

in der z Ä···~zn nullstellenfrei ist.1 

d) Analog dem Beweis von Satz 2 für ZA und y erhält 
man aus (16) 

A-3n (A-l)A y + -N\/ ZA = DA_lx: DA-2:x: 1 ßA DN:x: .2 N=OA=l 

8) 
ID wird mit y analog ID gebildet. 

9) 
Vgl. Kamke (1969) 1 S.104. 



- 21 -

Daher gilt 

und 

z1.,.._ ••• Azn-1ADzn = *A···~Dn-2*A(Dnx - (n-1)n y Dn-1*) 

= (n(nz1) y (n-1)n :;:J a; 

Andererseits folgt mit (16) 

Z1A. • • • A Z 1A (lf5 Z + Il r Z )n- n n 

= n Y a; 

Wegen ffi(t) 0 für t E I (vgl. c) liefert Vergleich nun 

also fi = ID und damit nach (16) 

und 

e) Wegen der Cµ- 2 - Differenzierbarkeit von y und der 
Nullstellenfreiheit von ~Ir repräsentiert t ......... x(t) 
eine Cµ Kurve. µ- 1-
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1. 2 Snezialisierung auf Mannigfaltigkeiten mit 
Volumenstruktur 

Als zusätzliche Struktur auf M verwenden wir nun 
eine kovariant konstante Cr-l_ Skalardichte F vom 
Gewicht 1 mit der Komponente 

X r-+- f (X) 'f 0 

bezüglich eines Koordinatensystems. Mit Hilfe von F 
definieren wir das Volumen eines kontravarianten 
n-Parallelotops (Skalardichte vom Gewicht (-1) ) in 
x € M durch 

Kovariant konstantes-F bedeutet für ein Parallelfeld 
von n-Parallelotopen gerade die Konstanz des Volumens. 
Analytisch ist diese Volumentreue eine Kopplung der 
beiden Raumstrukturen, nämlich 

ahlog!f.1 := l_ loglfl, = r.j
axh J h 

was ja äquivalent zu Dhf = 0 ist. 

Durch eine Relation zwischen Fund~ werden wir 
ausgezeichnete Parameterdarstellungen der Kurve ge-
winnen und damit zu einfachen Ableitungsgleichungen 
kommen. 
Schreiben wir für die Komponente des inneren Zusammen-
hangs zur Unterscheidung y bzw. y , wenn die Kurvet u 
im Parameter t bzw. u dargestellt wird, so 

. 
ergibt 

sich aus (7) 

(yt t ) = ü(t) y u (u(t)) 
.. 

+ u(t)u 
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Wir suchen nun jene Parameterdarstellungen u .-+ x(u), 
für die 

y = 0 u 

Dies führt auf die Differentialgleichung 
.. 

yt(t) = *(t) 

mit den Lösungen 10 ) 

die bis auf affine Transformationen 

( 1 7) 

eindeutig sind• . 
Jede Lösung U ist wegen U > 0 umkehrbar. Nimmt man 
u- 1 : u .._ t(u) als Parametertransformation, so ist 
also wegen y u = 0 das Feld 

(18) u ffi(u) = 
dt )n(n+l)/2
du(u) ffi(t(u))( 

kovariant konstant, d.h. 

(19) V ~~Cu) = o. 
u 

10da wir orientierte Kurven betrachten, interessieren 
uns die restlichen Lösungen der Form (-U) nicht. 
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Satz 5: 
U ist genau dann eine zulässige Parametertrans-
formation, wenn eine C~_ - Kurve vorliegt.1 

Beweis: 
Für eine C~_1 Kurve ist jedes U ein Cµ- Diffeomor-
phismus, also auch U-1 . Ist umgekehrt eine Lösung U 
von der Klasse Cµ, so sind wegen (17) alle 
U C~-Lösungen und folglich y von der Klasse Cµ- 2 • 

Satz 6: 
Unter den Abbildungen U lassen sich solche auszeichnen, 
die in jedem Kurvenpunkt 

(20) a;(u) = ]F-l (x(u)) sig v(x(u) ,a;(u)) 

=!JF- 1 (x(u))· cr 

d.h. lv(x(u) ,(J;(u))I =1, 
erfüllen. Sie sind durch 

2 

A := U: t----+ u(t) = f lv(x,ffi)ln(n+l) (t) dt 

definiert, also bis auf eine additive Konstante ein-
deutig und unabhängig von der Parameterdarstellung 
der Kurve. 
Jedes A nennen wir Affinbogenlänge. 

2Beweis: du = lv(x,G:) ln(n+l)Wegen (8) ist (20) äquivalent zu dt 

Für eine Cµ Kurve heißt die (zulässige) Cµ- Para-
µ- 1 

meterdarstellung 

Affinbogenlängenparameterdarstellung. Wegen (19) gilt 
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V 
a 'f (a) = 0 

und daher auch 
D l) 
aa = da 

Ein" Strich" bezeichne im folgenden die gewöhnliche 
Ableitung nach a und 

D
D := aa 

Die K-Skalare 

n 
' 'v 

1 y A • D x' 
A=2 A-1 

bilden eine invariante B~gleitbasis der Cµ - Kurveµ--1 
mit der Eigenschaft 

und den Ableitungsgleichungen 

x' = Y1 
n-1 

=V Dy A y A+l 
A=1 

(21) Dy = kBy mit kn = o. 
n B 

Die hierdurch definierten Affinkrümmungen kB sind K-
Skalare der Klasse cµ-(n+l>. 

Satz 7 (Fundamentalsatz): 
Gegeben seien ein Vorzeichen cr e {-1,1}, ein nicht-
leeres offenes Intervall J c IR, und Cµ-(n+l)_ Funktionen 

]<B: J -+ IR für B { 1 , ... n-1 } . 
ä .- kB(ä) 
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Zu Anfangswerten a f J. x M T M 
0 • 0 e und YAo x 

für A fi: { 1 , ••• n} mit o 

(22) v(xo,Y1 A••·AYn) = o 
0 0 

gibt es dann eine offene Umgebung I c J von a und 
eindeutig eine cµ - Kurve 0 

µ-1 

M Jx(a) 

mit folgenden Eigenschaften: 
n

1) x(a) = x \/ y (a) = "f 
0 0 A o AoA=l 

2) V v(x,ffi) (ä) = o , d.h. a ist Affinbogenlängen-
ä 

parameter, 
n-1 

3) y 
B=l 

Beweis: 
a) Das Differentialgleichungssystem 

dx -
dä = Y1 

n-1 -=(2 3) y >'A+l 
A=1 

Dyn -= kB mit kn .- 0dä YB 

besitzt lokal eine eindeutige Lösung zu den vorge-
gebenen Anfangswerten. Dabei ist y1~···AYn null-
stellenfrei und ä ...... x(a) von der Klasse Cµ (vgl. 
Beweis von Satz 4). 

b) Aus (23) erhält man 

d - - - - - Qb.)clav(x,y1~·· 'Ayn) - v(x,y1A"''Ayn-lAdä = 0, 
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also wegen (22) 

d.h. ',d ffi(ä) = 1F- 1 (x(ä))·Ö 
a 

ä ..... a; (ä) ist daher bezüglich ä C µ - differenzierbar, 
und wegen (8) ist a; also K-Tensor der Klasse Cµ-l. 
a -- x(ä) repräsentiert somit eine Cµµ- 1- Kurve in 
Affinbogenlängenparameterdarstellung. 

c) (23) liefert nun unmittelbar yA = yA für 
AE {1, ... n} und kB = kB für alle Be {1, ... n-1}. 

Natürlich läßt sich eine C~_ 1 Kurve [t ,__ x(t)] 
auf einer Mannigfaltigkeit mit Volumenstruktur auch 
mittels der Begleitbasis (9) beschreiben. Dann er-
geben sich die Beziehungen 

n dA-1 !B -1 
V YB (a) = (ra-Ca)J zB(A (a)) 

B=l 
(keine Summation)(24) ' 

n 
kB(a) = [~~-l(a) )n+l-B KB(A-l(a)).V 

B=l 
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1. 3 Erste Variation von Affinkrilmmungen und 
innerem Zusammenhang 

L sei eine offene Teilmenge der Cr - '1,ann1g• f altigkeit M, 
und das offene Intervall ]-ö,ö[ sei nicht leer. Dann 
nennen wir eine Abbildung 

X: J -ö, ö [ L MX -

(e: ,x) - x(e: ,x) 

infinitesimale Cr- Transformation 11 ~ wenn sie fol-
gende Eigenschaften hat: 

x ist nach e: einmal, nach xj r-mal stetig partiell 
differenzierbar, 

xco, ) = idl 1 
x(-e:, ) ist invers zu x(e:, ), d.h. x(-e:,x(e:,x)) = x. 

Jede infinitesimale Transformation bestimmt auf L 
ein kontravariantes Vektorfeld 

axX ....+ ;(X) := ae(O,x) . 

Der für festes e: durch die Abbildung 

x(e:, ): L --+-M 
X i-+ X(e:,x) 

induzierte Homomorphismus x*(e:, ) der Tangential-
räume führt genau dann in 1.Näherung Parallelfelder 

11 tg1. etwa Barthel (1966), S.37, Sewering (1973), 
S.29 oder Yano (1955), Chap.I, wobei sich die 
dortigen Definitionen untereinander und mit der 
hiesigen nicht voll decken. 
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in ebensolche über, wenn die Lie-Ableitung 12) der 
Zusammenhangskoeffizienten identisch verschwindet, 

13 >d. h. wenn 

(25) 0 = L r i 
k h 

.- Dh(Dk~i + Skil ~l) + Rkihl ~l. 

In diesem Fall heißt x infinitesimale Affinität. 

Weiter nennen wir eine Transformation x volumen-
treu, wenn 

(26) 0 = L~f 

:= f•Cc\~k + ~kaklog!f!) ' 

weil gerade dann sich das Volumen eines Parallel-
felds von n-Parallelotopen in 1. Ordnung invariant 
ist. 
Schreiben wir kurz 

(27) 

so gilt 

und bei volumentreuem Zusammenhang 

Betrachten wir nun eine CA- Kurve K = [x: t - x(t)] 
und eine infinitesimale er- Transformation derart, 
daß Lalle Kurvenpunkte x(t) umfaßt. Dann gibt es 

1 2 >zur Definition vgl. Yano (1955), Chap.I und 
Sewering (1973), S.29. 

1 3 >nie Lie-Ableitung des Zusammenhang~ ist also ein 
Tensor. 
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in einer Umgebung von ,.. = o • •eine einparametrige 
Schar 

A von C - Kurven 

Ke: : = [x ce: , x) : t .-. x c e: , x ct) )J ; 
wegen der Stetigkeit von x bezügliche: existiert 
nämlich eine Umgebung von E = O, in der jedes 

nullstellenfrei ist, wobei ~(e:, ) gemäß (5) für 
Ke: gebildet wird. 

Im weiteren kennzeichnen wir infinitesimal trans-
formierte Größen durch einen Querstrich und schrei-
ben ihre Argumente nicht (z.B. ffi statt ~(E,t)). 
Ein Punkt über solchen Größen bedeutet dann partielle 
Ableitung nach t. 

Wir untersuchen nun, wie sich innerer Zusammenhang 
und Affinkrümmungen der Kurven K infinitesimale: 
ändern, d.h. genauer die Ableitungen 14 ) 

ae:yj und a KB I für. B E { 1 , ... n-1 } , 
0 e: 0 

wobei a a gesetzt wurde. 
e: ae: 

Für ein Tensorfeld z liefert a zj i.allg. kein e: 0 

Tensorfeld. Wir führen daher eine invariante Ab-
leitung ~E nach e: ein, so daß für kontravariante 
Vektorfelderz gilt 

14 ) 1 bezeichnet die Stelle e: = 0. 
0 
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also 

-i,iJ ze: 0 

Analog bilden wir für Skalardichten H vom Gewicht w 

iJ H 1 : = a HIe: ' 0 e: . 0 

Für iJ e: gilt die Leibnizsche Produktregel. 

Lemma J: 
Für ein differenzierbares, kontravariantes Vektor-
feld z längs K gilt 

( 2 7) 'iJ fizil = D(iJ zil ) + zkxhRkihlF;l . 
e: 0 e: 0 

Beweis: 
.:.il -kl i .h k..., -r i I .hv fizil = d Z + d Z rk hx + Z k h XO e: 0 e: O e: 0 e: 0 

• h 1 k i hk i l.h + k~ i..., : • + D r : + z al r k ht; x z i k h o 1"' ·x z - k h"' ' 

also 

k i l.h 
+ z a1 rk ht; x 

_ ka r i .m:h z m k hx"' 
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Lemma 2: 
Mit 

für N ( N,{o} 

gilt 

V 
NEN 

Beweis: 

'v ~i 1 = d a ~i 
1 

+ xkr 1 ;h 
e: o ctte: o kh 

bestätigt die Behauptung für N = 0. Wir machen die 
Induktionsannahme für N-1 und schließen mit dem 
letzten Lemma 

'v (D(DN l~i)) 1 = D('v D lii,I ) + D .k.hR i 1:1e: - o e: N- o N-1 X X k hl „ 
und nach Induktionsannahme 

= DNx.kD*ki:i + DLi + D .k.h l i ., N-1 N-lx X ;rk h. 

Mit Lemma 2 beweisen wir den folgenden 

Satz 8: 
Die invarianten ersten Variationen von~ und dem 

6)
inneren Zusammenhang y von K lauten: 

, sowie(28) 



- 33 -

( 29) ae:y-1 0 = Jf 2 (- Y + n(n+1) 

=: g ' 

wobei 
J . 

Beweis: 

V ä; / = 
e: 0 

und mit 
Wegen der Produktregel ergibt sich aus Lemma 1 

'v (Däi) 1 = D ('v ii; 1 ) + a; • hR k 1 
e: 0 e: 0 X k hl 

= D(GiD*;k) + DJ + a; xhR k ;lk k hl 

= DQ; D*~k + DJ + a; xh(D n*~k + k 1 
k h k Rk hl ) 

= na; D-.l:~k + DJ + a; ,hL k ,k X ~rk h 

also mit 

a r 1 = 2 C1 'v D~ 1 - na; v f )
e: o n(n+1) a; e: o a;2 e: o 

schließlich (29). 

Zur Berechnung der 1.Variation der Affinkrümmungen 
brauchen wir noch das nachstehende Lemma. 

16 ) Für nxn-Matrizen (a~) und (bi) mit b:=det bi fO 
gilt 

n • k • . k(30) E det(bJ, ... ,b aJ, ... ,bJ) = a b. 
N=1 1 N k n . . k 

Wegen bfO hat nämlich das System b~x 1 = aj nach der 
Cramerschen Regel die Lösungen 1 k k 

i b- 1d (bj j jxk = et 1 , ••• ,ak, ... ,b0). 
( i) 
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Lemma 
Seien 

3: 

li 
1 ·-. 0 , 

li 
N+l .- Dl i 

N 

für 

+ 

N 

ID •k • hlL r i 
N-lX X k h 

€ N,{O} , 
. i1DN N-lx g 

lD 
0 

.- id. 

Dann gilt 

Beweis: 
FürN= 0 ist die Aussage trivial. Mit zN := DN_ 1.x 
auch für N > n führen wir den Induktionsschluß durch: 

-i 1'i1 z e: N+l o 

und mit Lemma 1 

und nach Induktionsannahme 

Satz 9: 
Die 1.Variation der Affinkrümmungen KB von K hat die 
Form 

für BE {1, ... n-1}. 
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Beweis: 
if·t n ,_ -n 
1' 1 K , - K : = Ü g i 1 t 

= A -i 1K V Z 
E A o 

und nach dem letzten Lemma 

Andererseits gilt nach Lemma 3 auch 

Insgesamt ergibt sich 

-A,d K Z 
E o A 

Hat man zusätzlich wie in 1.2 eine an den Zusammen-
hang gekoppelte Volumenstruktur zur Verfügung und 
damit Affinkrümmungen kB nach (21) bzw. (24) für Cµµ- 1-

Kurven, so folgt wegen 
2 

n(n+l) 

für die 1.Variation 
-2(n+l-B) 

aekB!o= ;3e(!FiE/ n(n+l) ;B]lo 

= -2 n+l-B kBI lF a;l-1 a (VlF 1 1b +F Q «;! )
n(n+l) E O E 0 

-2 (n+ 1-B )· 
+ I IF a;I n(n+1) aE~B!o 
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Folgerung: 
Unter infinitesimalen Affinitäten sind die Affin-

krümmungen KB und der innere Zusammenhang y in 1. 
Ordnung invariant, d.h. 

( 31) und 

und es gilt 

n-1 2 (n+l-B) kB [,e;f
V n(n+l) f 
B=l 

Beweis: 
Aus ~~rkih = 0 folgt J = O, g= 0 und lN = 0 für 
a 11e N f ]N, { 0 } . 

Weitere Aussagen über die 1 .Variation der Affinkrüm­
mungen k8 folgen aus dem nächsten 

Satz 10: 
Für jede Skalardichte F mit der Komponente f r O und 
dem Gewicht +1 gilt allgemein 17 

l 

17 )Der Beweis benutzt nicht eine Volumentreue des 
Zusammenhangs. 
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Beweis: 
Es sei 

Bei einer Koordinatentransformation 

i i I i 
X i-+ X (X ) 

mit 6 := det x~• := det a.xi' ( h ) h' -1 . 
l. 1 und xh, := (xh) gilt in X 

= und 

a t>.- 1 
h h -Xh' "--=T (X(E, )) . 

f:. 

Wird Wh der "Koordinatentransformation'' 

X _,. X(-E,X) 

unterworfen mit der inversen Transformation 

X _,.X(E,X), 

dann gilt für die transformierten Komponenten 

Wegen 

= ä 
j 

j 

ergibt sich 

L~Wh := aEwhlo=äh~~wk + o: cajwk-~j+ akaj~j) , 

also 
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Folgerung: 
Ist der Zusammenhang volumentreu, so gilt bei infini-
tesimalen Affinitäten 

3 JL~f= 0, d.h. = C 
C E ]R f 

und damit 

n-1 
2 (n+l-B) c kB3 \:/ n(n+l)C E JR B=l 

Ist die Affinität speziell volumentreu, dann sind die 
Affinkrümmungen kB einer C~_ 1- Kurve in 1.Näherung 
invariant, d.h. 

n-1 y 
B=l 

Die in der Blaschkeschen Affingeometrie a priori 
postulierten Invarianzeigenschaften bei volumen-
treuen Affinitäten folgen in unserer allgemeineren, 
aus dem Rahmen des Erlanger Programms gelösten 
Theorie in natürlicher Weise. Darüber hinaus zeigt 
die Folgerung aus Satz 9, daß die Volumenstruktur 
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und damit die Beschränkung auf speziell volumen-
treue Affinitäten unnötig sind. Die in den Teilen 
1 .0 und1 .1 dargelegte Theorie kann im gewöhnlichen 
affinen Raum als Invariantentheorie bei allgemeinen 
Affinitäten interpretiert werden. 
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2. Affine p-Flächen~Theorie auf n-dimensionalen 
Mannigfaltigkeiten 

Im folgenden sei p eine natürliche Zahl mit 

1 , p n-1 . 

Auf der Menge aller CA-Abbildungen (A E N v {~,w}) 
x: G - M von Gebieten G c RP betrachten wir die 

X X
Äquivalenzrelation= mit der definierenden Eigenschaft: 

< > es existiert einlorientie-X = y rungstreuer18) C -Diffeomor-
phismus T mit x o T = y. 

Unter einer (orientierten) CA-p-Fläche (r~A) 
verstehen wir dann eine Äquivalenzklasse 

19bezüglich=, für die gilt: ) 

1 ) V 
xeF 

wobei 

lB)Positive Funktionaldeterminante. 

19)Wegen der Paramete~unabhäng!gkeit genügt es, diese 
Eigenschaft für nur einen Reprasentanten x zu fordern. 
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2.0 Fragen der u-Flächen-Theorie bei variabler Aus-
stattung 

Bekannten Flächentheorien der verschiedensten Räume ist 
folgende Methode gemein: mittels der Parameterdarstel-
lungen der Fläche und der Raumstrukturen wird eine Be-
gleitbasis fixiert, deren Verhalten sich dann in den 
Ableitungsgleichungen widerspiegelt. Aus den Ableitungs-
gleichungen lassen sich einerseits geometrisch deut-
bare Invarianten gewinnen, andererseits sind die Ko-
effizienten in den Ableitungsgleichungen charakteri-
stisch filr die Fläche (Fundamentalsatz). Wir betrach-
ten jetzt CA-p-Flächen unter Verzicht auf die Fixierung 
einer Begleitbasis. 
Dabei sei A geeignet groß. 

Wir denken uns die p linear unabhängigen Vektorfelder 

c3x 
Z •= X :=p • p auP 

durch p := n-p weitere~linear unabhängige Vektorfelder 
z zu einem Basisfeld {zA I A E {1, ••• n}} =: {zA} der 

p -
Fläche ergänzt. Das Feld der p-dimensionalen linearen 

.ß . A 20)Räume span{z ... z } =: <z-> hei t eine usstattungp+1' n p 
der Fläche F. 

·• 1· h {z } gelten Ableitungsgleichungen der Form21 
)Bezug 1c A _ _ _ 

=(32) aox ZO' 

n 
.(33) V D0 zA = TA 

B 
cr z

B 
A=1 

20)für Hyperflächen findet sich der Begriff "ausgestattet" 
bei Schirokow (1962), S. 102 und wird synonym mit "norma-
lisiert" verwendet. Wir werden (vgl. 2.1) dagegen "Aus-
stattung" und "Normalisierung" unterschiedlich gebrauchen; 
denn unsere Abhandlungen über Ausstattungen haben keinen 
literarischen Bezug. 

2 1 ) a 
(J 

D 
O'au . 
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. a a' a 
Sei u - u (u) eine zulässige Parametertransforma-
tion. Eine umkehrbare Transformation 

(34) für A, A' E { 1 , ... n} 

mit 

p n p 
vp vpV V V = 0 und ~i[ p' p ' = auP 

p '= 1 p=p+l p=l 

beschreibt dann den Übergang zu einer anderen Begleit-
basis derart, daß die Tangentialebene <z p > in sich 
übergeht. Falls speziell alle v~, = O, so bleibt auch 
die Ausstattung erhalten. 
Unter (34) ergibt sich für die Koeffizienten in (33) 
d~s·Transformationsgesetz 22 ) 

(35) 

d. h. sie transformieren sich wie "Zusarnrnenhangsko-
effizienten". 

sat z 11 : 
Bezeichnet {zA} das zu {zA} 23duale Basisfeld ) und 

A A A A 
s P cr : = TP cr - Tcr P = 2 T [P cr] , 

so lauten die Vertauschbarkeitsrelationen für (32) 

(36) 

22) A 
(v:) invers zu (vA,). 

23 )[ J bezeichnet die Alternation. 
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Beweis: 
Die Vertauschbarkeitsrelation 

i .0 = z - a zi a P p a 

ist wegen (33) äquivalent zu 

O =TB i TB Zi k i h k i h 
P crzB - a p B - zprk hzcr + zcrrk hzp, 

woraus durch Oberschieben mit z: die Behauptung folgt. 

Damit nun zu vorgegebenen Funktionen ua 1-+- TB (ua)
A cr 

das zu (32), (33) analoge Differentialgleichungssystem 
lösbar ist, müssen seine Integrabilitätsbedingungen er-
erfüllt sein; diejenigen für (32) nehmen dabei gerade 
die Form der Vertauschbarkeitsrelationen (36) an. 
ua und z! sind jetzt aber unabhängige Variable. Daher 
können die (36) formal gleichen Integrabilitätsbedin-
gungen höchstens dann gelten, wenn dort beide Seiten kon-
stant sind. Eine Charakterisierung von p-Flächen durch 
Größen ua 1-.- TB (ua) scheidet also i. allg. aus.

A cr 
Eine ähnliche Situation hat Eschmann bei der Hyper-
flächentheorie in Riemannschen Mannigfalti~keiten 
festgestellt (vgl. Eschmann (1973), S.2 f.), wo eine 
Fundamentalsatztheorie analog der Euklidischen nicht 
existiert, da das den Ableitungsgleichungen ent-
sprechende partielle Differentialgleichungssystem 
zu auf der Parametermannigfaltigkeit vorgegebenen 
Matrixfunktionen nicht vollständig integrierbar ist. 
Eschmann ändert daher die Fragestellung, um zu Funda-
mentalsätzen zu kommen. Vielleicht ist dort ein 
Ansatzpunkt zu finden, der auch in unserem Fall 
zu einer (von der Problemstellung her abgewandelten) 
Fundamentalsatztheorie führt. Bejahendenfalls wären 
dann Flächen bei variabler Ausstattung charakterisiert; 
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insbesondere wäre eine Trennung des Problems der 
Fixierung einer Ausstattung und der Frage nach 
Fundamentalsätzen erreicht. Diese Problematik ist 
sicher weiterer Untersuchung wert, auf die aber hier 
verzichtet werden muß. 
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2. 1 Zur invarianten (affinen) Normalisierung 
affiner p-Flächen 

Der a-te Schmiegraum S I C a)einer p-Fläche im Punkt 
a . . . a x u 

x(u) ist Jener lineare Raum, der dort von den Ablei-
tungen x ,D x , ... Da-l x aufgespannt wird; der 

p cr p a ... cr p 
erste Schmiegraum ist alsä-die Tangentialebene im 
betreffenden Flächenpunkt. 
Die Definition der Schmiegräume ist parameterunabhängig. 

In Verallgemeinerung des Begriffs der affinen CA-Hurve 
(vgl. S.11) wollen wir eine CA-p-Fläche (r~A~R+1) 
affin nennen, wenn gilt: 

1) Es gibt ein minimales REN, so daß 
y S j a = R+l x(u)(u°')E G 

X 

wobei Tx(ua)M den Tangentialraum an die Mannigfaltig-
keit M bezeichnet, 

2) 
R+l 
y dim S 1 ( a) =r ,=l a x u a 

a==l r ElN a 

d.h. für alle p-Flächenpunkte haben Schmiegräume glei-
cher Ordnung auch gleiche Dimension, 

3) 
R y r > ra+l a 

a=l 

d.h. der a-te Schmiegraum ist echter Teilraum des 

(a+1)-ten. 
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In jedem Punkt x einer ausgestatteten p-Fläche kann 
man den Tangentialraum TxM eindeutig als direkte 
Summe aus der p-dimensionalen Tangentialebene S1 1 

X 
und ihrem durch die Ausstattung gegebene~ p-dimen-
sionalen Komplementärraum Njx angeben; für das 
Tangentialbündel gilt also längs der Fläche einer-
seits 

TM= s1 e N 

und für affine p-flächen wegen Eigenschaft 1) 

Ist nun ein Feld von Unterräumen N1, ••• NR von N 

festgelegt, so daß 

und -
R 

V SaEB Na = sa+l' 
a=l 

dann nennen wir N eine Normalisierung 20 
> der p-

Fläche und den Raum N I a-ten Normalraum in x. a X 

Jede Normalisierung bestimmt eine Geometrie in der 
Fläche, und zu jeder Flächengeometrie gehören gewisse 
Normalisierungen. 

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, eine Normali-
24sierung invariant festzulegen: ) 

Diese Fragestellung ist vor allem in der 

2 4 >rn der Literatur: "Problem der invarianten Normali-
sierung" bei Liber oder "Einspannungsproblem" bei Weise, 
Klingenberg, "Einbettungsproblem" bei Hlavaty. 
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Affingeometrie relevant; in anderen Zweigen der 
Differentialgeometrie kann ja die Flächeneinspannung 
mit Hilfe der metrischen Raumstrukturen im allgemeinen 
leichter vollzogen werden. 
Für Hyperflächen (p = n-1, R+1 = 2) im gewöhnlichen 
affinen Raum kennen wir die Blaschkesche Affinnormale25 >.. 
Eine Normale für Hyperflächen einer n-dimensionalen 
affin zusammenhängenden Mannigfaltigkeit wird von 
Schouten (1923) unter speziellen Voraussetzungen,etwas 
allgemeiner von Izmajlov (1956) angegeben. Geometrisch 
deutbar und eine direkte Verallgemeinerung der Blaschke-
schen Affinnormalen ist die von Barthel (1966) konstru-
ierte, deren Definition durch Attallah (1971) für Mannig-
faltigkeiten mit nichtlinearem Zusammenhang erweitert 
wird und in denselben Räumen~ abgewandelt durch Volkmer 
(1974), eine natürliche Gestalt findet. Dabei wird in 
den drei letztgenannten Arbeiten noch wesentlich eine an 
den Zusammenhang gekoppelte Volumenstruktur benutzt. Wir 
werden zur Festlegung der Normalisierung ohne diese 
Zusatzstruktur auskommen. 
Während also für p = n-1 die Frage der invarianten 
Normalisierung weitgehend geklärt ist, bedarf es für 
1 < p < n-1 einiger Anstrengung, um auch nur in 
Spezialfällen eine Lösung herbeizuführen. Einen über­
blick über bisher veröffentlichte Arbeiten auf diesem 

26)
Gebiet vermittelt nachstehende Tabelle 

25) Vgl. Blaschke (1923), S. 153 und §40. 
26) Vgl. auch Anhang• 
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-----=------=========== =============================== 

Autor R Raum 

======================== -------===-==================== 
Hlavaty 1 3(1949) - beliebig Mannigfaltigkeit mit sym-

metrischem linearem Zusammen-
hang . . . . . . . . . . .. . . . . .. . . . . . ............................. . 

Weise 
(1938) 1 gewöhnlicher affiner Raum 
(1939) II II II" 

Atanasjan 
(1954) 1 gewöhnlicher affiner Raum 

Klingenberg 
(1951) gewöhnlicher affiner und pro-

jektiver Raum 
(1952) 

1 

gewöhnlicher affiner Raumbeliebig 

Liber 
(1952) zentroaffiner Raum1 

(1953)1 projektiver Raum1 
(1974)f 

1 . . } gewöhnlicher affiner und zentro(1966) beliebig affiner Raum 
27, 

27)In Anlehnung an die Arbeiten von Hlavaty. 
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Dabei unterscheidet sich das Vorgehen von Hlavatt grund-
sätzlich von dem der anderen Autoren, die alle mehr 
oder weniger auf dem Gedankengut Weises aufbauen. 
Hlavatt bestimmt ein System von zusammenhängen für 
Normalräume aus linearen Abhängigkeitsrelationen höherer 
Ableitungen der Tangentenvektoren. Dieses System ist 
aber nur bei maximaler Dimension aller Schmiegräume ein-
deutig. Für den "non maximal case" wird das Einbettungs-
problem nur scheinbar gelöst, da die Wahl willkürlicher 
Koeffizientenfunktionen das Ergebnis beeinflußt. 
Hlavat,s Theorie erfaßt also wegen der Maximalitäts-
voraussetzung zwar affine Kurven, aber schon niemals 
Hyperflächen. Im übrigen bedeutet der maximale Fall 
eine Einschränkung der möglichen Raumdimensionen. 

Diese Schwierigkeiten stellen sich in den Arbeiten 
der anderen Autoren nicht. Hier sind es vielmehr Voraus-
setzungen über die Invertierbarkeit gewisser Tensoren, 
die die Allgemeingültigkeit der Theorien mindern. Diesem 
Mangel gegenüber steht die Transparenz und somit Vergleich-
barkeit der Verfahren, so daß je nach Voraussetzung der 
mögliche Weg ausgesucht werden kann. Eine herausragende 
Stellung nehmen die Arbeiten von Liber (1952) und (1966) 
ein, da sie mit einer einzigen Voraussetzung auskommen, 
die ohnehin auch von den übrigen Autoren benutzt wird. 
In die Konstruktionen von Liber geht aber wesentlich die 
Symmetrie des affinen Raumes ein, so daß eine analoge 
Bildung für Mannigfaltigkeiten mit beliebigem linearem 
Zusammenhang nicht möglich ist. 
Wir werden für p-Flächen in den letztgenannten Räumen 
eine invariante Normalisierung angeben, die nur eine 
minimale, affin vertretbare Voraussetzung benötigt. 
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2.1 .O Problemstellung 

Wir betrachten eine affine p-Fläche mit Normalisierung N. 
Es sei 

R+l 
\I s : = dirn S 
a=l a a 

R 

V r := dim N 
a=l a a 

und 
R 

(3 7) y p ,v , ... E {s +1, ... ,s 1=s +r} ,a a a a+ a aa=l 
gegebenenfalls p ,v ,••• E{1, ..• ,p=s 1}.

0 0 

Ab jetzt benutzen wir Begleitbasen, die mit der 
Normalisierung verträglich sind, und numerieren die 
Vektoren so, daß 

R y z E N und z f; s . a aPa Paa=l 
Dann nehmen die Ableitungsgleichungen (33) die Gestalt 

R-1 a+l vb 
D z = T z(38) V cr I Pa vbPa (Ja=O b=O 

R vb 
D z = T z cr PR I p R cr vb 

b=O 

an; es ist also 

R-2 s a+l n 
BV T = 0V V Pa cr ' +1 B=s +1a=O Pa=s a a-+:2 

und die Transformationen (34) werden eingeschränkt zu 
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y R a 
(39) z -· = pt· Ia=O a b=O 

Pb 
also v~a = 0 filr b > a. Aus der Regularität von (v:,) 
folgt dann auch die von 

(-v:~ ·)für a E {o, ... R}. 
a 

(vp '\ 
Pa J sei invers zu (v:! ). 

Satz 13,: 
a) Bei Transformationen (39) bleibt die Normalisierung 
genau dann erhalten, wenn 

R R 
(40) y Y ( b r a = 0 ) ' 

a=O b=O 

d.h. wenn (39) nur Basistransformationen innerhalb 
der Normalräume beschreibt. 
b) Filr den Übergang zu einer beliebigen anderen Norma-
lisierung genügt es, Transformationen (39) zu nehmen, 
für die überall außer 

R s a-1 
~t+l(41) -=-1 I 

a=l i:, •~s +1 b=O a a 

speziell noch 

N 5 a+l py V = ö a gilt.(42) p 1 

a=O p p'=s +1 aa' a a 

Beweis: 
a) ist trivial. 



- 52 -

b) (41) ist wegen (40) notwendig und hinreichend 
für eine nichttriviale Normalisierungsänderung. 
Durch 

• ' a p'Pa ob(43) "' z ..- V z = V a 
Vp' I ' z 

Pa Pa oba b=O Pa Pa 

a-1 p ' crba = z + I V 
p V p 1 

z 
Pa crbb=O a a 

werden dieselben Normalräume beschrieben wie durch 
die z (43) ist aber Ergebnis einer Transformation p • 

(39) , die (42) erfüllt. 

Wir unterscheiden also 
a) Basistransformationen in den Normalräumen 

(44) 

und 
b) reine Normalisierungstransformationen, beschreibbar 
durch 

a-1 
+( 45). I 

b=O 

Satz·...1..4_ : 
Jede Normalisierung induziert ein (R+1)-gliedriges 
Zusammenhangssystem, nämlich (vgl. (38) ) die Größen 
mit den Komponenten 

für a E { 0, ... R} , 



. 

für die bei Basistransformationen ( 44) gilt: 
R \) 1 \) 1 \) \) 1 a a Pa a Pa ay(46) TP, = V V ' T + a V '•Vcr \) cr cra=l . a a Pa Pa Pa Pa 

cr cr ' crund bei Parametertransformationen u - u (u) mit 
cr ' cr 'mit u . - a ucr cr 

( 4 7) 

sowie 

R \) \) y T a = ucr T a 
P cr ' cr' p cra=l a a 

Beweis mittels (35). 

Transformieren sich die Komponenten einer Größe 
tensoriell bezüglich Transformationen (44), so 
wollen wir sie einen N-Tensor nennen, analog einen 
F-Tensor bei tensoriellem Verhalten unter Parameter-
transformationen. Analog der MK-Ableitung in der 
Kurventheorie läßt sich wegen (46) und (47) eine 
MFN-Ableitung 0 einführen; z.B. ist für einen 

0 

bezüglich N kovarianten N-Vektor z die MFN-Ableitung
Pa 

\) 
aD z - z T( 1 a R) a P v P a a a a 

wieder ein N-Vektor und für einen F-Vektor zp die 
MFN-Ableitung 

ein F-Tensor. 
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Die Ableitungsgleichungen (38) haben jetzt die 
Gestalt 

R-1 a+l "b 
( 4 8) V lI\:r zp = I zTPa cra=O a b=O vb ' 

b;ia 
R-1 "b[) z = T z a IPR PR cr v bb=O 

Satz 15 : 
Bei einer Normalisierungstransformation (45) gilt 
für die Komponenten. der induzierten Zusammenhänge 

p 1 
\) \) ',)1' = T + 0 - V T p a p O' p 1 p a 

\) \) \) \)R-1 a a Pa-1 a a Pa+l( 49) y T = T + V T V T 
Pa a Pa a Pa Pa-1 a pa+l Pa a 

a=l 
"R "R PR-1 \) 

R1' = T + V T 0 aa aPR PR PR PR-1 ' 

und für die Komponenten der "Fundamental tensoren1 i2 8 
> 

R " a 
\) 

y 1' = T a 
(50) p 1 /j P 1 cra=l a- a-

Beweis: 
Schneller als aus (35) folgt der Beweis direkt aus 
den Ableitungsgleichungen: p 

'\, -1.=Sei z .- z Dann gilt mit V p . 0 
Po Po 

R 
= D z 

a-1 
a 

p a-1 
I 

Pb b+l \) 
C 

+ V b.z + V T zV D i' I a I a \)cr P a Pa b=O Pa Pb b=O Pa c=O Pb Ca=O a 

\) 
a28) Wir wollen diesen Begriff verwenden, weil die TP cr 

die Verallgemeinerung der quadratischen Cirund- a-l 
form der Hyperflächentheorie darstellen. Außerdem gilt bei 

Transformationen (39) "' P \)' vT a = V a-1 V a cr T a , cr, p, V ,P a-1 a-1 "a cr ~-1 a 
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und 
R 

y D 't atl "' "b [ b-1 = l T z + VPc Z ) 
a=O cr Pa Ib=O Pa cr "b Vb Pcc=O 

wenn man '\, z 
"R+l 

:= "' "R+l0 und T aPR 
·- 0 setzt. 

Koeffizientenvergleich bei z 
aa+l 

liefert (50) und 
dann bei z a gerade (49) . 

a 
Lemma 4: 
Für a € {1 , ••• R} gibt es (nicht notwendig eindeutige) 
FN-Tensoren mit Komponenten 

P crh a-1 
Pa 

so daß 

R P crh a-1 
\) 

a( 51) V T 
Pa P 1 cra=l a-

Diese Tensoren nennen wir quasi-inverse Fundamental-
tensoren. 
Beweis: 
Liefern für a e {1, ... R} die Vektorfelder 

jeweils Basen der S , so sind die Felderz ,D z , 
a P cr P 

D z , ... D z Erzeugende für S 1 . Daher existiert 
cr P1 cr Pa-1 a+ 

für a {1, ... R} eine Darstellung 

a-1 
= (52) I 

b=O 
z p 

und mit (38) 
a-1 (J b+l \)Pb C = I h I T z + hp z . 

(J \) p pPa Pbb=O c=O C a 

Koeffizientenvergleich bei z 
\) 

liefert die Behauptung. 
a 

Aus (52) folgt noch 

(JR Pa-2 Pa-1 
h T = 0V (JPa Pa-2a=2 

h vund = 0 . 
p 1 
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2.1.1. Festlegung einer invarianten Normalisierung 
fllr affine p-Flächen mit R=1 

Wegen R = 1 verwenden wir statt v ,P ••• einfacher a a 

v,p ... e {p+1, ...n}. 

Dann reduzieren sich die Normalisierungstransformationen 
(45) auf 

'\, pz_ i-+ z •= z?\' + v_ z 
t-'(53) p 15· p p 

und damit ( 4 9) sowie (50) auf 

-'\, 
\) \) \) p

T T - V- T p cr = p cr p p cr 

\) \) 

(54) 
'\, 

T_ = T - v + V~ T 
p p pp cr cr cr 

'\, v vT = T 
p cr p cr 

Für jeden nach Lemma 4 existierenden quasi-inversen 
Fundamentaltensor gilt dann 

'\, \) v~ = hp_cr(T v - T )
P P P cr P cr ' 

v':..· ist von der speziellen Wahl von hP _cr unab-d •h • p p 
hängig. Außerdem sieht man aus dieser Darstellung von 
v~ , daß zur Bestimmung des Normalraums die r_v

P P cr 
nicht gebraucht werden. 

Hat man nun längs der affinen p-Fläche ein FN-Tensorfeld 
mit den Komponenten w~ bezüglich einer Ausgangsbe-

P 
gleitbasis, die sich bei Normalraumtransformationen 
nach dem Gesetz 

'\, \) w_ 
p 

ändern, 
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so legt die Bedingung 

'\,\) 
w_ = 0 p 

ihrerseits eindeutig eine Transformation (53) fest. 
Um wP\) geeignet definieren zu können, brauchen wir 
eindeutig festgelegte inverse Fundamentaltensoren, 
· K P_cr . d . 2 9) 30)1n omponenten 1 v , mit en Eigenschaften 

TP- (J T v = ö~(55) p p (J p p 

(J p -(56) TP - Tv = p öp 
\)p (J 

TP- (J p - ö (J(57) p TP \) 
= p 

\) 

Satz Hi.. 
Für 

gilt 
1) Symmetrie in P1 , •••pp , 

3) Si5 1 ••• i5P stellt einen N-Tensor und eine F-Skalar-
dichte vom Gewicht 2 dar. 

29) l rP_ 0 sind dann wegen (55) unter den quasi-in-
p \) 

versen Fundamentaltensoren ausgezeichnet. 
30 > Das hier durchgeführte Inversionsverfahren hat Weise 
(1939) im Spezialfall des affinen Raumes angegeben, wo 
die Fundamentaltensoren in den unteren Indizes sym -
metrisch sind. Wir erreichen hier auch ohne Symmetrie 
die Eigenschaften (55) bis (57). 

31 > ( ) bezeichnet die Symmetrisierung. 
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Beweis: 
1) trivia1. 

2) 
... T p 

Stelle(cx)_ ( ß) -p )pß j5 p 
... T • (X 

.. T• • Tß Cl p (Jaß Oa p 

( ex ) -
01···C1 (p1 pß ( B\5c,. PP)= -ö p T ... T ••• T ß ... T1 .... p 1 C1 1 (X p C1aß crcx p 

- (a;)_ (ß)_(C11···C1 p 1 p Cl pß PP) 
= -ö p ... T ... T1 .... p Tl a1·•·Ts C1 Cl p C1 

(X (Jß p 

also folgt 

Rest analog. 

3) Das N-Verhalten ist sofort aus der Definition 
p ... p 

von S 1 Persichtlich. Das F-Verhalten folgt aus 
' a ' a ' . o ' a 1' crp' a 1 ••• cr1 1cr .. • P - , \ ö P - det (up,) u ... u Pö 1 ' ... p 1 - p. 1 ' • • • p '] - p \J 1crl crp .... p 

Satz 17: 
Sei 

-und r . p. Dann gilt: 
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1) 

ist N-Skalardichte vom Gewicht (-2p) und F-Skalar-
dichte vom Gewicht (+4r). 

2) 
( 5 8) T = A 
wobei 

6 := 8~+l •••• ... 8~+l ••••• 
;\2,1 •• .;\2,r ;\2p,1 ••• ;\2p,r 

gesetzt wurde. 

Beweis: 
1) nach Satz 16. 
2) Für i,k t {1, ... rl mit i f k gilt 

Tp+l ;\2,1 ••• ;\2p,1p+l .... n .p+l ••••• .........8- , ... o, ;\ 
;\2, 1 • • ·/\2,r /\2p,1" • • 2p,r 

p+k x2 .... X2 . p+i x2 k" •• x2 k n x2 • -~2,1. p,1. ... T , p, •...T ,r p,r ... T 

= (-1)2p-1 • 6 = -6 

als Summand auf.In T tritt als-0 r!-mal die Größe 6 
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Aus dem Beweis von Satz 17 erkennt man, daß (58) 
nur auf Grund der geraden Indexanzahl gilt. Eine 
zu T analoge Bildung für Größen ungerader Index-
anzahl würde Null. 

Unter der Voraussetzung32 >, daß 

T längs der Fläche nullstellenfrei ist, 

definieren wir die symmetrischen Größen 

T- - ·- 1 6i+1~······n ~p+l ......... n 
"1 •• ·"2p.- " " A ••• vX 5: 1T 1 1,2··· 1,r 2p 2p 1 2· •• 2p,r 

(N-Tensor, F-Skalardichte vom Gewicht -4) 

und 

, sxp+1···x2p 
(r-1)! TX 1 ... X P2 

(N-Tensor, F-Skalardichte vom Gewicht-2) 

und erhalten die Relationen 
-p ~2···x2 -

p=he 
;\ 

·= . TX T (r-1) ! ö~ 
~2···x2p A 

p >.2 .. ·"pkE: : = s- - - s = 6~A A A"2···1,.p 

3 2 > Diese• Voraussetzung ist• der Aff. • •ingeometrie eigen. 
Sie findet sich schon bei Blaschke (1923) §46 und §49 
(T entspricht dort dem Quadrat der Determinante der 
quadratischen Grundform) 
und wird in jeder der hier zitierten Arbeiten zur 
Normalisierung - etwas abgewandelt nur bei Liber -
benutzt. Sie impliziert eine Einschränkung der Dimen-
sionen von Raum und Fläche. Näheres hierzu vgl, 
Weise (1939), S.174/175. Die dort angegebene, für 
nullstellenfreies T notwendige Bedingung n~ p(p+3)/2 
reduziert sich im nichtsymmetrischen Fall auf 
n p (p+ 1) , d. h. unsere Loslösung vom symmetri sehen 
Zusammenhang gestattet es, gegebenenfalls mehr 
Flächen eines Raumes vorgegebener Dimension zu be-
schreiben. 
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Beweis: 

Für Pr 1 gilt in nichtverschwindenden Summanden 

3 
kE{2, .. r} 

d.h. Vertauschen der oberen Indizes P und Al,k 
ändert h~ nicht. 
Andererseits ist dieser Indextausch gleichwertig 
dem Vertauschen der oberen Indizes X. und X. k 

l. l. ' 
für alle i e {2, ... Zp}, und dieswiederum äquivalent 
zum Vertauschen derselben unteren Indizes , und 
liefert daher die Größe 

-Insgesamt ergibt sich also für p r A 

Für p = 1 sind in nichtverschwindenden Summanden 
l5 - - -von h- die Indizes P,A 1 2 •.• A1 paarweise verschie-A , , r 

den und deshalb gilt 

P x1 2···x1o , , r • T = (r - 1) ! p+ 1 ...... n 

Nun gilt 
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1= 
(r-1) ! 

= ö~>. 

da Vertauschen von p mit Xk für ein k {p+1, ... 2p} 
äquivalent dem elementweisen Vertauschen der Tupel 
(X2,···lp) und (Xp+1'···-xk-l'"Xk+l'"""x2p) oberer 
Indizes ist, letzteres aber k~ nicht ändert. 

Satz18: 
Für nullstellenfreies 32 ) T wird durch 

(59) 

längs der Fläche das inverse FN-Fundamentaltensor-
feld definiert, das folgende Eigenschaften besitzt: 

TP_ (J T v = p ö~(60) p p (J p 

(J(61) TP_ T 15" = p - ö (J 

p p \/ \/ 

(J pTP_ T = p - öp
(62) p \/ (J \/ 

Bei Normalisierungstransformationen (53) gilt 

Tp - (J = Tp - (J(63) p p 

Beweis: 
O v 1Zu (60): TP T = p p (J (p-1) ! 
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-
= p kv 

p 
= p ö~ 

p 

Zu (61): 

1= 
(p-1) ! 

- )PP ... T S_ _
P er P 1 , .. pp p . p 

In nichtverschwindenden Summanden gilt: 

a) er r v 9 v = er k 

also sind unten v und erk vertauschbar. 

Andererseits ist Vertauschen (unten) von v mit er k 
äquivalent dem Vertauschen (unten) von pl mit Pk 

und mitP1 pk ' 
äquiv3:lent dem Vertauschen (unten) von pl mit pk ' 
und dies liefert -her . 

V 
Also ist her = 0 für er r \) . 

\) 

b) a = v v,a , •• • apsind paarweise verschieden,2 

also 
P1···P (pl P2 pp)

ö PT T ... T 
1 •••• p pl V PP erpp 2 a 2 

und daher 

Analoger Beweis für (62). 

Zu (63): 
"" p- P-Wegen T = T sind alle zur Konstruktion von 

P a P er 
rP er verwendeten Größen invariant unter ( S 3).

j5 
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Nachdem wir eindeutige inverse Fundamentaltensoren 
definiert haben, sind wir nun in der Lage, eine 
invariante Normalisierung für die betrachteten 
Flächen anzugeben: 

Satz 19: 
für eine affine p-Fläche mit R=1 sei {z 1 , ••• z } 

- p+ n 
ßasisfeld einer beliebigen Ausgangsnormalisierung N 

und T nullstellenfrei. 
1) Bei Normalisierungstransformationen (53) gilt 
dann für 

w~ . 
).l 

(64) 1 ID TA Tµ_cr Ta ß 
(n-p) ( 2n-p) cr a B µ X 

das Transformationsgesetz 

2) Die durch 

'\, ).l(65) w_ = 0 
).l ' 

'\,z_ = z_ + w~ zd.h. ).l ).l µ µ 

ist invariant, alsofestgelegte Normalisierung 
a) unabhängig von der Wahl des Ausgangsbasisfelds 

in N und 
b) unabhängig von der Wahl des Raumes N1 
c) unabhängig von der Parameterwahl. 
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Beweis: 
1) (71) liefert 

'\, "' X 
ID T ß = ID T X cr a cr a ß 

X P öT ß ( -v - T ) T X (-v~ T P) + T P v~T p p a cr a P P ß o a ß p p o 

-X X p - -= ID T + v.e. (T r p X p 
a a ß p p ß T a a + Ta p Tß a + T p a T a ß) 

also 
'\, '\, 1 'vµ ß "'a cr 3:[) T T - T - = ID T Tµ- ß ya_ a + V~ (n Tµ_ßy p 

+a a ß µ A 0 a ß µ A p µ p ß 

+ p - Tµ_ßT P )
ll ß P ' 

'\, '\, X "'µ cr 'va ß X[) T T - T - = [) T Tµ_ a Ta- ß + V~ (n+p) Tµ_S T p 
a a ß µ A a a ß µ ;\ p µ p ß , 

und weiter 

"' '\,µ crID T _ = ID Tµ_cr 
cr µ cr µ 

+ Tµ_S T P) 
µ s p ' 

woraus sich die Behauptung ergibt. 

2) a) ist trivial, da w~ 
µ 

ein~n kovarianten N-Tensor 
darstellt. 
b) Hat ein Ausgangsnormalraum N*als Basisfeld 

so gilt nach 1) 
~ll *µw_ = w~ - v_ , 

µ µ µ 

*µ '\, 

w_ = z_+ * z_also z - w~z - v~z = 
µ µ 1-1 µ µ µ µ µ µll 

3) trivial. 



2.1 .2 Hyperflächennormalisierung als Spezialfall 
und Kurvennormalisierung als spezielle Verallge-

meinerung auf R > 1 

Der Fall p = n -1, (R = 1): 
Einen Spezialfall für R = 1 stellen die Hyperflächen 
dar. Für sie haben Indizes µ,p ... konstant den Wert n 
und können daher wegfallen. (64) wird dann zu 

und wegen 
T Tacr = ocr 

aß ß 

weiter zu 

µ = 1 ID T Tµ cr Ta ß 
W - n+1 cr aß 

= 1 .!. 1D det T •Tµa- n+1 T cr aß 

= - n+1 (a logldet T 8 1 - 2 T P + (n-1)T) Tµcrcr a . p. cr a1 

Wir bemerken, daß für die bei Barthel (1966) und 
33 

Volkmer (1974) konstruierten Affinnormalvektoren > 

wµ = O gilt, so daß bei jeweils entsprechenden 
Grundstrukturen der Mannigfaltigkeit die Affinnormale 
aus den genannten Arbeiten mit der hier bestimmmten 
zusammenfällt34 

) • 

33 > Dies ist dort die Eigenschaft der Arealtreue des 
in der Fläche induzierten Zusammenhangs. Vgl.Barthel 
(1966),S.22 und Volkmer (1974), Satz 16. 

34) Dies gilt nicht für Attallah (1971). Vgl. z.B. 
dort Satz 18, der nur den symmetrischen Anteil des 
Fundamentaltensors betrifft. 

https://1966),S.22
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Der Fall p = 1, (R=n-1): 
Formal läßt sich die Normalisierungsbedingung (65) 
für beliebiges R verallgemeinern, wennµ, a durch 
µa-l'~a-l undµ, ~durchµ ,A für a E {1, ... R}.a a 
ersetzt werden und eine Auszeichnung unter den 
nach Lemma 4 existierenden quasi-inversen zu in-
versen Fundamentaltensoren vorgenommen wird. 
Wir beschränken uns auf den Fall p = 1, d.h. die 
Kurventheorie. Gehen wir von der in (9) definierten 
Begleitbasis mit den Ableitungsgleichungen 

x = zl 
n-1 

A y +V DzA = ZA ZA+l 
A=l 

Dz = KB z + n y z mit Kn=o 
n B n 

35) 
aus, so gilt für die Fundamentaltensoren 

n-1 
T A+l = 1V AA=l 

und für die induzierten zusammenhänge 

n (keine Summation).V 
A=l 

Die inversen Fundamentaltensoren existieren also, 
und für ihre Komponenten HAA+l gilt 

n-1 
V HA = 1 • 
A=l A+l 

Ohne Summation gilt weiter 

35 > Wir verwenden hier die Schreibweise von (33) für 
den Fall p = 1, d.h. 

n-1 y 
A=l 
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und daher sind alle Summanden in den (64) verallge-
meinernden Größen wA bis auf konstante Faktoren 

. A A+l 
gleich IDH A+l. Für Kurven reduziert sich die Ver-
allgemeinerung (R > 1) von (65) auf 

n-1 
(65 ') "' AV IDH A+l = 0 • 

A=l 

In unserer speziellen Ausgangsbasis (9) ergibt sich 

A =TA+ T 1 _ T A+lIDH A+ 1 = A y + y - (A+1) y = 0,A 1 A+l 

d.h. die Normalisierungsbedingung (65') ist schon 
erfüllt. Die in Kapitel 1 entwickelte Kurventheorie 
ist also 1-Flächentheorie mit der (65) verallge-
meinernden Normalisierungsbedingung (65'). 
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2.2 Erste Variation von Größen invariant normali-
sierter affiner p-Flächen 

Die affine p-Fläche F werde einer infinitesimalen Trans-
formation (vgl. 1.3) unterworfen. Analog Lemma 1 er-
hält man dann aus den Ricci-Identitäten das fol-
gende 

Lemma S: 
1Ist z ein kontravariantes, Zein kovariantes c -

Vektorfeld auf F, so gilt 

1• • k h i 1 
'i/ f5 z [ = D ('i/ z1 ! ) + z z,,. Rk hl E O O O E O v 

und 

'i/DZ.I
E O l. 0 

Ist F mit einer beliebigen Begleitbasis {zAIAE{1, .. n}} 
ausgestattet, dann nehmen wir auf jeder Vergleichs-
fläche FE als Begleitbasis die Bilder der zA unter 
dem induzierten Homomorphismus der infinitesimalen 
Transformation, d.h. die Vektorfelder 

-i-i c3x h 
ZA := -;:h ZA • 

Für deren Variation36 > gilt 

Dann erhalten wir für die durch 

i B B z z := ö und 
A i A 

36 >Vgl. (27). 
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definierte duale Begleitbasis wegen 

nach Oberschieben mit Z~ die Variation 
J 

B B * i'(6 7) iJ z.1 = -z. n 
E J O l. j • 

Hiermit ergibt sich das nachstehende 

Lemma 6: 
a) Für die Koeffizienten in den Ableitungsgleichungen 
(32) und (33) gilt 

a T B 1 
e: A O' o 

b) Die TABa sind bei infinitesimalen Affinitäten37 > 

invariant in erster Ordnung. 

Beweis: 
• BWegen TAB = D z1 •Z. und dem letzten Lemma gilt

0 O' A l. 

i 
= iJ fi ZAi 1 z~ + D r;; z~!a/fA 

B 
0'10 e: O' 0 l. O'ZA e: l. 0 

k h 
= D ('v -i J ) z~ + z R i ~1zB+D zi'v zBI 

O' e:ZA o 1 ZA O' k hl i a A e: i o 

und mit (6 6) und (6 7) 

= (n zk n*~i + zh D D*~ 1 •zk + 
a A k 0 h k A 

+ z: z~ Rkihl~l - Dcrz: n:~i) •Z~ 

> Vgl. (25). 37 
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Ab jetzt beschränken wir uns auf F+ächen mit R=1. 

Folgerung: 

Bei infinitesimalen Affinitäten gilt für die erste 
Variation der inversen Fundamentaltensoren 

( 68) a fP - a 1 = O 
e: p 0 

und damit auch (vgl. (64) ) 

(69) a w~ 1 = 0 . e: J.l 0 

Beweis: 
Die Behauptung folgt aus (59) mit dem letzten Lemma. 

Satz 20: 
Bei infinitesimalen Affinitäten sind die Koeffizien-
ten in den Ableitungsgleichungen bezüglich einer 
nach (65) festgelegten begleitenden Normalbasis in 
erster Ordnung invariant 38 >, d.h. 

(70) afBI =O. 
E: A a o 

Weiter gilt dann 

und somit 
"\., . ;:;: . 

v z=I = V z= 1 
E: J.l 0 e: J.l 0 

d.h. die Normalvektorfelder ':1! z __ von F sind in 1. Ordnung
J.l '\, e: 

die Bilder der Normalvektorfelder zil von F unter 
dem durch die infinitesimale Affinität induzierten 
Homomorphismus. 

(70) beinhaltet also gerade die Invarianz der nach 

38 )Vgl. das entsprechende Ergebnis (31) in der 
Kurventheorie. 



(65) ausgezeichneten Normalisierung unter infinitesi-
malen Affinitäten (in erster Ordnung). 

Beweis: 
Mit für A=µ, B=jj' 

für A=µ, B=µ 

sonst 

wird eine begleitende invariante Normalbasis durch 

dargestellt, und nach (35) gilt 

~C(--l)B T- D (--l)B a -DWÄ w D C cr + w D crwA, 

woraus wegen (68) und (69) die Behauptung (70) folgt. 

Mittels (66) ergibt sich 



- 73 -

Anhang 

Ist M speziell der n-dimensionale affine Raum An' 
so sind die Fundamentaltensoren in den unteren In-
dizes symmetrisch. In diesem Fa1139 ) finden sich in 
der Literatur folgende Normalisierungsbedingungen 
(übertragen in unsere Bezeichnungsweise) : 

R = 1: 
Falls zu 

p µ p µEE 0 .·= Tß _P Ta_ 0 (T T + T p T ii + T T 
crµ 0 p µ ß (l p (l µ ß p µ p a ß) 

= 2 Tß_P Ta_ O' -T p T i! + p (n-p) ö~ ÖO' 
O' p µ ß a p O' µ 

(V) 

existieren, so ist die Normalisierung nach Weise (1939) 
40und Klingenberg (1951 und 1952) durch > 

festgelegt. (Explizit ist diese Bedingung nur von 
Klingenberg ·c19 5 2) formuliert.) 
Unter derselben Voraussetzung (V) gibt Atanasjan 
(1954) die Normalisierungsbedingung 

an. 

39 >Die zentroaffinen und projektiven Arbeiten von 
Klingenberg (1952) und 1;ber (1952!1953,1966,19?4)
ergänzen die hier auf~efuhrten Bed1ng~ngen nur_1m 
Hinblick auf die speziellen Gegebenheiten der Je-
weiligen Räume. 
4o)Entsprechend (65). Man beachte (54). 
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Ohne Voraussetzung der Form (V) kommt Liber (1966) 
aus bei der Forderung 

ID"' Tcr_µ - --1 D"' Tcr_o T ' Tß_µ = 0. 
cr µ Zn-p cr A o ß µ 

Aber auch diese Normalisierungsbedingung nützt we-
sentlich die Symmetrie der Fundamentaltensoren aus 
und ist daher für Mannigfaltigkeiten mit allgemeinem 
linearem Zusammenhang nicht brauchbar. 

R > 1: 
Hierzu gibt Klingenberg (1952) Bedingungen an, die 
aber nur unter nicht näher beschriebenen Voraus-
setzungen analog (V) zu einer invarianten Normali-
sierung führen können. 
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