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Vorwort

In dem hier vorliegenden neunten Band der Reihe ,Mathematikdidak-
tik Grundschule” sind die Ergebnisse der Herbsttagung des Arbeits-
kreises Grundschule in der GDM zusammengefasst. Die Tagung fand
vom 15. bis 17. November 2019 in Bad Salzdetfurth (Niedersachsen)
statt. Das diesjihrige Tagungsthema ,Darstellen und Kommunizie-
ren“ wurde mit grofem Interesse unter verschiedenen Blickwinkeln
diskutiert.

Das Thema der Sicherung einer mathematischen Grundbildung in der
Grundschule ist in der wissenschaftlichen, bildungspolitischen und
praxisorientierten Diskussion allgegenwirtig. Mathematische Bildung
von Schiilerinnen und Schiilern in der Grundschule basiert im Kern
auf der Entwicklung und Nutzung prozessbezogener mathematischer
Kompetenzen, um mathematische Frage- und Problemstellungen zu
bewiltigen. Im Gegensatz zu einem eher mechanischen Verstindnis
von Mathematik trigt die Férderung prozessbezogener mathemati-
scher Kompetenzen bei Kindern dazu bei, aktiv inhaltliche Vorstellun-
gen aufzubauen und kreativ mathematische Beziehungen zu nutzen.
Hierzu ist es relevant, dass die Lehrperson einerseits adiquate Aufga-
benformate anbietet, andererseits die Lern- und Losungsprozesse der
Schiilerinnen und Schiiler bei der Entwicklung von Strategien kompe-
tenzorientiert begleitet.

Vor diesem Hintergrund ist es interessant, verschiedene prozessbezo-
gene mathematische Kompetenzen in der Grundschule zu betrachten
und Wege fiir eine aktive Auseinandersetzung mit Mathematik zu be-
leuchten. Auf der Tagung wurde insbesondere die Bedeutung von Dar-
stellen und Kommunizieren thematisiert und die Beziehung dieser
Kompetenzbereiche zueinander in den Blick genommen. Die Tagung
leistete einen Beitrag dazu, aktuelle Forschung vorzustellen, Ergeb-
nisse zu diskutieren und Anregungen weiterzugeben.



Vorwort

In den Hauptvortrigen wurden verschiedene Aspekte zur Entwicklung
und Nutzung dieser prozessbezogenen mathematischen Kompeten-
zen in den Blick genommen. So stellte Willibald Dérfler (Kla-
genfurt/Osterreich) in seinem Vortrag die semiotischen Sichtweisen
von Peirce und Wittgenstein vor und zur Diskussion.

Ralph Schwarzkopf (Oldenburg) beleuchtete produktive Kommunika-
tionsanlisse im Mathematikunterricht der Grundschule und widmete
sich konkret der lerntheoretischen Funktion des Argumentierens.

Axel Schulz (Bielefeld) und Daniel Walter (Miinster) betrachteten die
Vielfalt und die Besonderheiten von realen, mentalen und digitale Dar-
stellungen im Mathematikunterricht.

Zur Beziehung von actio und interactio stellte Birgit Brandt (Chem-
nitz) theoretische Uberlegungen und praktische Ansitze fiir das Ma-
thematiklernen in der Grundschule vor und zur Diskussion.

Auch in diesem Jahr haben wieder viele Kolleginnen und Kollegen ihre
Arbeiten aus der aktuellen mathematikdidaktischen Grundschulfor-
schung im Rahmen der Arbeitsgruppen vorgestellt und somit neue
Denkanstofle geboten. Der Sprecherrat bedankt sich dafiir herzlich bei
allen Vortragenden. Unser Dank gilt auch den Koordinatorinnen und
Koordinatoren der Arbeitsgruppen. Durch ihr kontinuierliches Enga-
gement ist es moglich, dass u. a. auch Nachwuchsforscherinnen und
-forscher Gelegenheit zur Prisentation und Diskussion ihrer Projekte
bekommen.

%’ ftuS tr..ao-

Elke Binner of Dr. Marchs Nuhrenborger

%’ . “/L/-‘f{?ﬁ " Jebe o
S

Prof. Dr. Barbara Ott Prof. Dr. Elisgbeth Rathgeb-Schnierer

Webseite des Arbeitskreises http://didaktik-der-mathematik.de/ak/gs/




Mathematik lernen zwischen actio und interactio:
Darstellen und Kommunizieren aus interaktionistisch-konstruktiver
Perspektive

von Birgit Brandt

In den Bildungsstandards fiir die Grundschule 2004 werden Kommunizieren und Darstellen
den allgemeinen mathematischen Kompetenzen zugeordnet. Sie gehdren somit zu den in der
Grundschulzeit zu erwerbenden Grundlagen fiir das Mathematiklernen an weiterfiihrenden
Schulen und sind zugleich Ausgangspunkt fiir inhaltliche Auseinandersetzungen fiir die in der
Grundschule zu erwerbenden inhaltlichen Kompetenzen. In diesem Beitrag werden das Kom-
munizieren und das Darstellen aus interaktionistisch-konstruktiver Sicht in ihrer Bedeutung
fiir das Mathematiklernen betrachtet und dabei an Beispielen der interpretativen Forschung
auf das Wechselspiel zwischen der Interaktion als soziale Bedingung der Lernermdglichung und
dem handelnden Subjekt als Lerninstanz eingegangen.

Schliisselwérter: Darstellen, Kommunizieren, Interaktion, interaktionistischer Kon-
struktivismus, sprachliche Aneignungsprozesse

1 Kommunizieren und Darstellen
als Grundlage fiir mathematisches Lernen

Kommunizieren und Darstellen gehdren gemifs den Bildungsstandards
fur die Grundschule 2004 zu den allgemeinen mathematischen Kom-
petenzen und somit zu den in der Grundschulzeit zu erwerbenden
Grundlagen fiir das Mathematiklernen an weiterfithrenden Schulen
(2005, p. 6). Den allgemeinen Kompetenzen wird dabei eine ganz
grundlegende Bedeutung fiir die Aneignung (und die Nutzung) von
Mathematik zugewiesen, die insbesondere auf einen verstindnisorien-
tierten Mathematikunterricht ausgerichtet ist:

Das Mathematiklernen in der Grundschule darf nicht auf die Aneig-
nung von Kenntnissen und Fertigkeiten reduziert werden. Das Ziel ist
die Entwicklung eines gesicherten Verstindnisses mathematischer In-
halte. Die allgemeinen mathematischen Kompetenzen verdeutlichen,
dass die Art und Weise der Auseinandersetzung mit mathematischen
Fragen ein wesentlicher Teil der Entwicklung mathematischer Grundbil-

dung ist. (KMK, 2005, p. 6)
Kommunizieren geht auf das lateinische Verb communicare (teilen,
mitteilen) zuriick und ist eng verwandt mit communis (gemeinsam).
Kommunizieren als allgemeine Kompetenz weist also unmittelbar da-
raufhin, dass Mathematiklernen als sozialer Prozess im Austausch mit
9



Birgit Brandt

anderen zu sehen ist. Auch wenn die Lautsprache als komplexes Zei-
chensystem eine hervorgehobene Rolle in diesen Austauschprozessen
spielt, bedient sich die soziale Handlung Kommunikation unterschied-
licher Modalititen und ist (gerade in der Face-to-Face-Interaktion) mul-
timodal angelegt.

Hermann Maier und Fritz Schweiger (1999) haben schon vor nunmehr
20 Jahren darauf aufmerksam gemacht, wie sich beim fachlichen (ma-
thematischen) Lernen die kommunikative Funktion der Sprache ver-
stirkend auf die kognitive Funktion Sprache auswirkt, somit also
durch Kommunikation der Erkenntnisgewinn vorangetrieben wird (p.
18). Anna Sfard und Carolyn Kieran (2001) haben dargelegt, wie be-
deutsam es ist, dass Lernende ihre individuellen Ideen kommunizie-
ren und dabei hervorgehoben, dass mathematisches Denken durch die
Partizipation an Diskursen iiber mathematische Ideen maflgeblich un-
terstiitzt wird (s.a. Sfard, 2008). Max Miller (2006) betont in seiner
soziologisch geprigten Lerntheorie die Bedeutung kollektiver Argu-
mentationsprozesse fiir (inhaltliche) Lernprozesse. Dabei kann der dis-
kursive Austausch tiber konzeptuelle Ideen oder {iber unterschiedliche
Losungswege als zentrales Element gesehen werden, um zu neuen
(fundamentalen) Wissenskonstruktionen zu gelangen (Brandt & Niih-
renborger, 2009, p. 30).

Mit dem Begrift Darstellen bzw. Darstellung wird, in Abgrenzung zu
mentalen Reprisentationen, auf Veriuferlichungen verwiesen: Mit
Hilfe unterschiedlicher Reprisentationsmodi wird etwas 6ffentlich ge-
macht. In der Mathematikdidaktik wird dabei insbesondere das "Phi-
nomen (...) der multiplen Reprisentationen sogenannter mathemati-
scher Objekte" diskutiert (Brunner, 2015, p. 205).! Ahnlich wie dem
Kommunizieren wird auch dem Darstellen als eine Veriduflerlichung
(des eigenen Denkens) eine erkenntnisgewinnende Funktion zuge-
schrieben. Mit Ruickgriff auf Jerome Bruner (1974) wird dabei gerade
der Wechsel zwischen unterschiedlichen Darstellungsformen als lern-

! Gerade die semiotische Perspektive beschiftigt sich sehr intensiv mit dem Ver-
haltnis des Mathematiktreibens, ihrer "Objekte" und der Verwendung von Dar-
stellungen bzw. Inskriptionen; auf diese Diskussion wird hier nicht niher einge-
gangen.

10



Mathematiklernen zwischen actio und interactio

und entwicklungsfordernd angesehen und so auch in den Bildungs-
standards verankert (KMK, 2005, S.8).

Zunichst konnen (grafische) Darstellungen bzw. Inskriptionen zur Lo-
sung mathematischer Probleme und zur Vertiefung und Verarbeitung
vorhandener Wissenselemente durchaus fiir individuelle Be- und Ver-
arbeitungsprozesse genutzt werden (z.B. Ott, 2016, p. 17). In diesen
individuellen Arbeitsprozessen kénnen auch ideosynkratische Inskrip-
tionen zum Einsatz kommen, die zur Organisation und Strukturie-
rung eigener Denkprozesse dienen und keine weiteren Adressaten
mitdenken. Allerdings ist auch diese individuelle Verwendung von
Darstellungen in den interaktionalen Austausch eingebunden, in dem
"tiber und mit Diagrammen kommuniziert wird" (Dorfler, 2006, p.
215). Kommunizieren und Darstellen weisen somit eine sehr enge
Wechselbeziehung auf und sind kaum als trennscharfe Prozesse des
Mathematiktreibens und -lernens zu sehen?:

Es wird ganz wesentlich in der miindlichen Unterrichisinteraktion dar-
gestellt und ausgehandelt, wie mathematische Darstellungen iiblicher-
weise zu deuten sind und wie Begriffe im Sinne von Grundvorstellungen
mental reprisentiert werden sollten. Was es an einem zu "Zahlenstrahl"
sehen gibt oder welche Vorstellungen mit der mathematischen Operation
Addition gemdfs mathematischen Konventionen verbunden sind, sind
keine Fragen der optischen Wahrnehmung oder der kindlichen Fantasie,
sondern Fragen, deren Antworten Kinder nur dem sozialen Austausch
mit (mindestens) einem kompetenten Gegeniiber entnehmen kénnen.
(Meyer & Tiedemann, 2017, p. 50)

Diese enge Verkniipfung wird auch in dem von Susanne Prediger und
Lena Wessel (2012) vorgestellten Modell zur integrierten Fach- und
Sprachforderung deutlich. Die Autorinnen sehen in Anlehnung an
Bruner den Wechsel zwischen gegenstindlichen, graphischen, symbo-
lischen und verschiedenen Arten der verbal-sprachlichen Darstellungs-
formen nicht nur als Kommunikationsanlass, sondern beschreiben

2 Eine enge Beziehung besteht auch zur allgemeinen Kompetenz des Argumen-
tierens, die entsprechende Grundlagen des Kommunizierens und des Darstel-
lens nutzt, um zu erkliren beziehungsweise zu iiberzeugen (Brandt &
Nihrenbérger, 2009, p. 30f).

11



Birgit Brandt

das Zusammenspiel dieser Darstellungsformen als Chance, um auch
mit eingeschrinkten verbal fachsprachlichen Ausdrucksmitteln "uber
die mathematischen Konzepte prazise und verstandlich kommunizie-
ren" zu konnen (Prediger & Wessel, 2012, p. 29) — sie heben damit die
kommunikative Funktion aller Darstellungsformen hervor.

Mit dem Fokus auf verbalsprachliche Darstellungsformen werden in
diesem Beitrag Beziehungen zwischen Kommunizieren und Darstel-
len unter interaktionistisch-konstruktiver Perspektive niher betrach-
tet.

2 Mathematiklernen
unter interaktionistisch-konstruktiver Perspektive

Wihrend kognitivistische oder individual-konstruktivistische Ansitze
die Rolle des Individuums fiir individuelle Lernprozesse in den Mittel-
punkt stellen, betont die interaktionistischer Perspektive soziale Pro-
zesse fir individuelle Lernprozesse. Die interaktionistische Perspek-
tive in der interpretativen mathematikdidaktischen Forschung beruft
sich dabei auf den symbolischen Interaktionismus, insbesondere auf
die drei von Herbert Blumer (1973) formulierten Primissen zur Be-
deutung von "Dingen"3 und den sich daraus ergebenden Handlungs-
zusammenhingen. Gemifd dieser Primissen handeln Menschen mit
Dingen auf der Grundlage von Bedeutungen (P1); diese Bedeutungen
entstehen in sozialer Interaktion oder lassen sich aus dieser ableiten
(P2); und schlielich kénnen sie in einem interpretativen Prozess auch
verindert werden (P3) (p. 81). G6tz Krummbheuer (1992) weist daher
dem symbolischen Interaktionismus eine unmittelbar lerntheoreti-
sche Perspektive zu: "Die generelle lerntheoretische These des Inter-
aktionismus lautet, dafl Lernen als situationsiiberdauernde Bedeu-
tungszuschreibung seinen Ursprung in der sozialen Interaktion hat."

(p-5)

3 "Dinge" fasst Blumer dabei sehr weit, ausgehend von physischen Gegenstan-
den bis hin zu Kategorien und Handlungen von Menschen, Institutionen und
Wiinschen. Blumer setzt in seinem Text "Dinge" an dieser Stelle in Anfiihrungs-
zeichen (1973, p. 81).

12



Mathematiklernen zwischen actio und interactio

Die situationsiitberdauernden Bedeutungszuschreibungen als indivi-
duelle Konstruktionsleistungen erhalten dabei in den interaktionalen
Aushandlungsprozessen ihre kulturelle Prigung: "Die in den sozialen
Interaktionen ,erzeugten‘ subjektiven Konstruktionen werden durch
die sozialen, historisch-kulturell entstandenen ,Aufienbedingungen’
ausgerichtet — jedoch nicht determiniert." (Brandt & Hock, 2011, p.
249).

Der von Tillmann Sutter (1994) und Kersten Reich (2001) geprigte Be-
griff des interaktionistischen Konstruktivismus betont diese bi-direkti-
onale Verortung der Verstehensprozesse. Systemisch beschreibt Sutter
dieses Wechselspiel zwischen actio und interactio iber den "Ort der
sozialen Lernbedingungen und der moglichen Lerngegenstinde", den
er in den Sinnstrukturen und Handlungsméglichkeiten des Interakti-
onssystems verortet und dem "Ort der Konstruktion von Selektionen
und Reflexionen, d.h. der Realisierungen und kognitiven Verarbeitung
von Handlungsentscheidungen", der entsprechend dem handelnden
Subjekten zugeschrieben wird (Sutter, 1994, p. 92f). Durch das Teilsein
des Subjektes an der sozialen Lernbedingung Interaktion wirkt die/der
Lernende somit gleichsam an den eigenen Lernerméglichungen, aber
auch an den Lernerméglichungen anderer Beteiligter mit (s.a. Brandt,
2004).

Unter dieser interaktionistisch-konstruktiven Perspektive spielen also
Aushandlungsprozesse eine zentrale Rolle fiir (individuelle) Lern- und
Entwicklungsprozesse und damit sind das Kommunizieren und das
Darstellen genuin eingeschlossen. (Laut-)Sprache als ein zentrales Mit-
tel des interaktionalen Austausches stand zunichst im Fokus der inter-
pretativen Forschung. Inzwischen hat sich das Spektrum auf andere
Reprisentationsmodi des Kommunizierens und des Darstellens erwei-
tert und es werden z.B. Inskriptionen (Schreiber, 2010), Materialien
(Fetzer, 2017) oder Gestik (Huth, 2018) mit einbezogen und entspre-
chende Beziehungen zum Beispiel zwischen Inskription und Gestik
(Huth & Schreiber, 2017) bzw. zur Sprache (Fetzer & Tiedemann,
2018) beleuchtet.*

* Fiir einen Uberblick in die aktuellen Forschungsarbeiten der interpretativen
Forschung siehe Brandt and Tiedemann (2019).
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Im Folgenden werden Interaktionsprozesse aus Studien der interpre-
tativen Forschung zu sprachlichen Aneignungsprozessen niher vorge-
stellt.

3 Fachsprachliche Aneignungsprozesse

Fachsprachliche Aneignungsprozesse finden unter interaktionistisch-
konstruktiver Perspektive ebenfalls in der beschriebenen Wechselbe-
ziehung zwischen actio und interactio statt: Die in der Unterrichtsin-
teraktion von den Beteiligten verwendete Sprache ist demnach kein
von auflen eingebrachtes, normatives Konstrukt, "sondern ein Pro-
dukt, das Lernende und Lehrende samt der zugehorigen Gebrauchsre-
geln im Prozess der sozialen Interaktion aushandeln. Sie legen fest,
wie sie als Lerngruppe tiber Mathematik sprechen" (Tiedemann, 2015,
p- 38). Kerstin Tiedemann spricht daher von der "Unterrichtsfachspra-
che", in der unterschiedliche Sprachregister zum Einsatz kommen und
deren Zusammenspiel in den jeweiligen Situationen immer wieder
neu ausgehandelt wird. Sie unterscheidet dabei Sfard (2008) folgend
zwischen Regeln und Normen. Normen weisen ein hoheres Maf} an
Verbindlichkeit auf und fithren bei Verstofd entsprechend verstirkt zu
Korrekturen, insbesondere durch die Lehrperson bzw. durch die in der
Interaktion als 'kompetent' markierten Gesprichsteilnehmer*innen.
Sprachliche Normen legen den (sprachlichen) Partizipationsspielraum
(Brandt, 2004) fest und bestimmen somit die fachlichen Zugangsmaog-
lichkeiten und Aushandlungsprozesse in besonderer Weise. Dies wird
an zwei Beispielen mit Blick auf die (sprachlichen) Korrekturen der
Lehrperson bzw. der pidagogischen Fachkraft niher erliutert.

3.1 Unterrichtsfachsprachliche Normen und der Blick auf Darstel-
lungen

Die Hundertertafel kann als eine gingige Darstellung fiir den Zahlen-
raum bis Hundert gesehen werden, in der iiber die Anordnung der
Zahlen bestimmte Zahlbeziehungen betont hervorgehoben werden,
wenn man denn entsprechend auf diese Darstellung 'blickt'. Dieser
Blick auf die Hundertertafel wird im zweiten Schuljahr in sehr unter-
schiedlichen Aufgabenformaten 'eingeiibt'. In einer von Tiedemann

14
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beobachteten zweiten Klasse werden dazu z.B. Zahlen auf der Hunder-
tertafel als Zahlenritseln iiber ihre Position beschrieben.’ Im folgen-
den Ausschnitt aus einem von Tiedemann ausfithrlicher analysierten
Klassengesprich werden unterrichtsfachsprachliche Normen in der
von ihr beobachten Klasse in Bezug auf die Hundertertafel deutlich,
also verbindliche sprachliche Vorgabe fiir das Sprechen iiber die Hun-
dertertafel. Ozan beschreibt seine Zahl wie folgt (Beispiel und Tran-
skriptausschnitt aus: Tiedemann, 2015, p. 49):

Ozan die Zahl steht in der 4. Spalte und ... in der 3. Zei- #
Lehrerin  # nein\ . erst die Zeile\
Ozan dh- .. die Zahl steht in der 3. Zeile und in der 4. Spalte\

Obwohl die erste Beschreibung — zu Ende gefiithrt — grammatikalisch
korrekt wire und auch mathematisch eindeutig die Zahl 24 als Lo-
sungszahl identifiziert werden konnte, somit also keinerlei Korrektur-
bedarf zu bestehen scheint, wird Ozan von der Lehrerin unterbrochen.
Die Lehrerin erinnert Ozan hier an eine spezifisch fiir diese Klasse gel-
tende Norm. Dieser unterrichtsfachsprachlichen Norm der Klasse fol-
gend muss zunichst die Zeile benannt werden und erst in einem zwei-
ten Schritt die Spalte. Ozan verst6f3t in seinem Zahlenritsel zunichst
gegen diese Norm, die durch die Korrektur der Lehrerin explizit wird.
Er kann sie aber anschliefend korrekt umsetzen und somit der Norm
entsprechend weiter sprachlich-produktiv mit einem eigenen Zahlen-
ritsel an der Unterrichtsinteraktion teilnehmen. Dabei mogen didakti-
sche Uberlegungen die Lehrerin zur strikten Einforderung der Reihen-
folge veranlassen® und diese somit zu einer unterrichtsfachsprachli-
chen Norm erheben. Mit dieser Normierung fir die sprachlich-pro-
duktive Partizipation am Klassengesprich iiber der Hundertertafel wird
der Blick auf die Hundertertafel in dieser Klasse in bestimmter Weise

> Die in dieser Situation eingesetzte Hundertertafel besteht aus einzelnen Zah-
lenkarten, die auf einem quadratischen Holzrahmen der tiblichen Anordnung
entsprechend ausgelegt sind.

¢ Denkbar ist etwa die Entsprechung der Schreibrichtung der Ziffern in der nu-
merisch-symbolischen Zahldarstellung: erst Zehner, dann Einer. Die von Ozan
zunichst gewidhlte Reihenfolge entspricht hingegen der verbal-sprachlichen
Zahldarstellung "Dreiundzwanzig".
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‘normiert': So ist es auch moglich, sich bei der Rezeption der Zahlen-
ritsel auf die Reihenfolge der genannten Ziffern zu konzentrieren —
die Begriffe Zeile und Spalte werden zum 'Entritseln' nicht benétigt.
Es werden somit (niedrigschwellige) Partizipationsmoglichkeiten am
aktuellen Unterrichtsgesprich eroffnet. Zugleich werden aber eventu-
ell auch Lerngelegenheiten verstellt, die ein Sprechen iiber die Hun-
dertertafel aufRerhalb der Klassengemeinschaft oder einen Transfer auf
ihnliche, in Zeilen und Spalten organisierte, Diagramme ermdoglichen
wiirden.

3.2 Sprachliche Korrekturstrategien und der Fokus auf (Mess-)Ob-
jekte

Wie eben dargelegt, hebt Tiedemann die Bedeutung der (expliziten)
Korrekturen der Lehrperson fiir die unterrichtsfachsprachliche Nor-
mierung im Unterrichtsgesprich hervor. Auch im Elementarbereich
lassen sich Strategien der pidagogischen Fachkrifte beschreiben, die
iiber die Korrektur sprachlicher Auferungen die mathematischen
Lernermdglichungen prigen (Brandt & Keuch, 2019; Keuch & Brandt,
2018). In den von uns analysierten Spiel- und Erkundungssituationen
im Elementarbereich’ legen die pidagogischen Fachkrifte mit ihren
sprachbezogenen Korrekturstrategien mehrheitlich einen Schwer-
punkt auf Fachbegriffe und eher selten auf komplexe sprachliche
Strukturen, wenn es darum geht, Sprache in mathematischen Situati-
onen anzuwenden. Im folgenden Beispiel, das dem Inhaltsbereich
Messen von Lingen zuzuordnen ist, legt die pidagogische Fachkraft
(Berna) zum Beispiel einen Fokus auf die korrekte Bezeichnung der
verwendeten Messgerite. Zu Beginn der Situation werden verschie-
dene Messgerite vorgestellt und auch die Fachbegriffe (Lineal, Zoll-
stock, Mafband) von Berna benannt. Nach ersten Messvorgingen mit
dem Zollstock hilt sie ein Lineal in der Hand und fragt nach der kor-
rekten Bezeichnung. Friedel versucht durch passende Lexeme, die alle

’ Die Datenbasis fiir diese Analysen besteht aus mathematischen Erkundungs-
situationen aus dem Projekt erStMalL (Brandt & Vogel, 2017), die von Erziehe-
rinnen geplant und umgesetzt wurden (Brandt, 2013).
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mit dem Wort messen in Verbindung stehen, eine Antwort zu finden
(Beispiel und Transkriptausschnitt aus Brandt & Keuch, 2019, p. 248):

Berna wie heifdt des

Friedel Maf3\ Mef3\ Metermafd\

Berna nein/

Deny Lineaal\

Berna Lineal dankeschén Deny\ merk es dir/
Can Lineaal

Berna ein Linnneaal\ (.) super\ [seufzt]

Bernas Reaktion auf die aus ihrer Sicht falsche Bezeichnung wirkt un-
geduldig. Sie scheint zu erwarten, dass die Kinder in der Situation die
Fachbegriffe schnell erfassen und in ihren aktiven Wortschatz tiber-
nehmen, was durch <merk dir das> eine bestimmte Verbindlichkeit
erhilt. Insgesamt macht sie damit deutlich, dass sie bezogen auf die
Messgerite die richtige Verwendung der Fachbegriffe fiir wichtig er-
achtet, was Can dazu veranlassen konnte, das fiir Vorschulkinder eher
nicht zum aktiven Sprachgebrauch gehérende Wort zu wiederholen®.
Dies wird besonders deutlich im Kontrast zum folgenden Ausschnitt.
Alle Kinder haben verschiedene Messgerite in der Hand, die jeweils
die typische Markierung fir Millimeter und Zentimeter aufweisen:
Volle Zentimeter werden mit einem langen Strich und einer Maf3zahl
gekennzeichnet, Millimeter werden durch kurze Striche markiert.
Diese kulturell geprigten Markierungen der Mafleinheiten auf den
Messgeriten thematisiert Berna und richtet dabei die Aufmerksamkeit
auf die Einheit Zentimeter; es geht also um die Deutung graphischer
Zeichen auf den Objekten, die dadurch zu Messgeriten werden. Berna
zeigt auf einem Maflband den Abschnitt zwischen zwei <langen Stri-
chen> (Beispiel und Transkriptausschnitt aus Brandt & Keuch, 2019,
p. 249):

& Damit entspricht sein Beitrag einem Interaktionsmuster aus dem Zweitsprach-
erwerb, in dem einzelne Vokabeln durch Nachsprechen eingelibt werden.
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Berna von einem langen / bis zu dem anderen langen Strich ist () ein
Friedel Meter

Berna nee / ein Zentimeter aber du warst schon richtig nah dran Friedel
\ sehr gut \

Aus mathematisch-inhaltlicher Perspektive irritiert dieses Lob in Ver-
bindung mit der Aussage <nah dran>, da der Zentimeter eine Verfei-
nerung der Einheit Meter um den Faktor 100 entspricht und somit der
Unterschied immerhin 99 Zentimeter betrigt. Flir Berna kénnte zu
diesem Zeitpunkt der konzeptionelle Unterschied zwischen einem
Meter und einem Zentimeter somit untergeordnet sein. Denkbar ist
aber auch, dass sie so positiv reagiert, weil sie den Fehler lexikalisch
bzw. morphologisch als ausgelassenes Prifix deutet und Friedel den
richtigen Begriff unterstellt. Sie kénnte vermuten, dass er ein Problem
mit der richtigen Verwendung hat und ihn daher gesichtswahrend
nach der expliziten sprachlichen Korrektur loben (und so implizit zu
weiteren Sprachproduktionen ermutigen). Allerdings wird gerade im
Kontrast zu der ebenfalls expliziten, aber wohl eher gesichtsverletzen-
den Korrektur der falschen Bezeichnung eines Messgerites deutlich,
dass ihr (sprachlicher) Fokus auf einer anderen Ebene liegt. Metermaf3
ist durchaus eine korrekte Bezeichnung fiir ein Messgerit, dennoch
wird dies nicht entsprechend gewtiirdigt. Durch diese Korrekturstrate-
gie wird der Fokus der Situation deutlich: Es geht ihr um die Messge-
rite und deren korrekte Bezeichnung, weniger um die Mafleinheiten
und deren Beziehung zueinander. Zugleich wird hier aus sprachdidak-
tischer Perspektive eine Lerngelegenheit zur Bedeutsamkeit von Priafi-
xen Uibergangen, also einem sprachlich oft unauffilligem Phinomen,
das jedoch auf semantischer Ebene sehr bedeutsam ist (s.a. Keuch &
Brandt, 2018).

Grundsitzlich sind die mathematischen Gespriche in den von uns un-
tersuchten Situationen im Elementarbereich immer in konkrete Hand-
lungsprozesse eingebunden und mit konkreten Objekten verbunden
(Brandt, Beck, & Keuch, im Druck); in der hier betrachteten Situation
in Messprozesse mit unterschiedlichen Messobjekten und -instrumen-
ten. Fiir die Partizipation der Kinder als Sprach- und Fachlernende an
diesem (handlungsbegleitenden) Gesprich bedeutet die oben darge-
legte Korrekturstrategie: Der Spielraum fiir eigene Sprachhandlungen
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ist mit Bezug auf Messinstrumente auf die korrekten Bezeichnungen
eingeschrinkt. In Bezug auf Mafleinheiten (und auch auf Messergeb-
nisse) besteht mehr Freiraum, sich aktiv-produktiv einzubringen und
kreativ Sprachproduktionen zu erproben. Somit wird die rezeptive Par-
tizipation eventuell auf die Bezeichnung der Messobjekte fokussiert
(z.B. bei Deny, der korrigierend einspringt) oder die aktiv-produktive
Partizipation wird in diesem Bereich im Laufe der Interaktion zuneh-
mend eingestellt (Friedel) bzw. durch Wortwiederholungen in Voka-
beltraining tiberfiihrt (Can).

4 Zusammenfassung

Dem Kommunizieren und dem Darstellen als allgemeine Kompeten-
zen der Bildungsstandards kommen in den letzten Jahren vermehrt
Aufmerksamkeit in der mathematikdidaktischen Forschung zu. In
dem Beitrag wurde aufgezeigt, dass diesen beiden 'Kompetenzen' un-
ter einer interaktionistisch-konstruktiven Perspektive auf mathemati-
sche Lern- und Entwicklungsprozesse seit jeher genuin bedeutsam
sind. Es wurden Beispiele der interpretativen Forschung vorgestellt,
die sich mit fachsprachlichen Aneignungsprozessen beschiftigen und
dabei Darstellungen in den Blick nehmen. Auch wenn gerade in Hin-
blick auf fachsprachliche Normierungen der Lehrperson bzw. der pi-
dagogischen Fachkraft eine besondere Rolle zukommt, so werden die
geltenden Normen in der Situation gemeinsam und immer wieder neu
ausgehandelt. Dabei wurde aufgezeigt, wie durch sprachliche Korrek-
turen der Blick auf Darstellungen bzw. Objekte eine Orientierung er-
hilt und so inhaltliche Lerngelegenheiten eréffnet bzw. verstellt wer-
den konnen: Die individuellen (sprachlichen) Partizipationsspiel-
rdume fiir die eigene actio werden in der und durch die gemeinsam
hervorgebrachte(n) interactio abgesteckt — die individuellen Konstruk-
tionen damit vororientiert, aber nicht determiniert.
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Peirce und Wittgenstein: Ideen fiir die Grundschule

von Willi Dorfler

Ein kurzer Blick in jedes (Schul-)Buch iiber Mathematik macht klar, dass die Mathematik
verschiedenste Zeichen verwendet: Symbole, Figuren, Formeln, Graphiken, etc. Jedoch die Form
und Funktion dieser Zeichenverwendung bedarf genauer Untersuchung. Die Logiker und Phi-
losophen Peirce und Wittgenstein haben die zentrale Rolle der Zeichen nicht nur fiir die Kom-
munikation in der Mathematik sondern auch fiir deren Konstruktion und Entwicklung analy-
siert. Diese semiotischen Sichtweisen auf mathematische Titigkeiten auf allen Stufen werden
skizziert und interpretiert.

Schliisselworter:  Zeichen, Diagramme, diagrammatisches Denken, Zeichenspiele, Re-
geln und Normen, Peirce, Wittgenstein

1 Einleitung

In diesem Beitrag mochte ich versuchen, Grundthesen und Grund-
ideen von zwei bedeutenden Philosophen vorzustellen, die im Allge-
meinen sowohl in der Philosophie wie auch in der Didaktik der Mathe-
matik bisher wenig Beachtung finden. Es handelt sich um den ameri-
kanischen Mathematiker, Logiker und Philosophen Charles Sanders
Peirce (1839-1914) und um den 6sterreichischen Philosophen Ludwig
Wittgenstein (1889-1951). Trotz unterschiedlicher Positionen etwa zur
Ontologie der Mathematik kann man interpretativ Gemeinsamkeiten
in ihrem Werk feststellen. Dazu gehoren unter anderem: Reflexion auf
die konkrete Praxis mathematischer Aktivititen auf jedem Niveau; Be-
tonung der Rolle mathematischer Zeichen, Symbole und Notationen;
Beachtung des denkenden und lernenden Subjekts; Verzicht auf me-
taphysische Spekulationen und Begriindungen; Einbeziehung sozialer
und kommunikativer Aspekte. Im Gegensatz zu groflen Teilen der
Philosophie der Mathematik geht es also bei beiden Autoren nicht um
die Frage, was ist die Mathematik oder was sind die mathematischen
Objekte, sondern um die Frage, was machen Menschen, wenn sie Ma-
thematik betreiben. Man kénnte nun der Meinung sein, dass hochge-
stochene Philosophien wenig mit dem Lernen von Mathematik in der
Grundschule zu tun haben. Jedoch beide Philosophen haben einen ex-
pliziten Bezug zur Grundschule. Peirce verfolgte einige Zeit das Pro-
jekt eines Schulbuches fiir die elementare Arithmetik, in dem er seine
Ideen umsetzen wollte. Leider gelangte der Entwurf nie zum druckrei-
fen Stadium, aber aus ihm lassen sich einige wichtige Aspekte der
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Sichtweisen von Peirce herauslesen. Siehe dazu die Arbeit von Radu
(2003). Wittgenstein hat 1921-23 nach einer Ausbildung zum Grund-
schullehrer kurze Zeit in mehreren Volksschulen in Niederosterreich
(stidlich von Wien) als Lehrer unterrichtet, allerdings ohne groflen Er-
folg. In dieser Zeit verfasste er auch ein Worterbuch fiir Volksschulen.
In seinen philosophischen Texten befasst sich Wittgenstein 6fters mit
Lernen, besonders von Sprache aber auch von Arithmetik, oft in Form
artifizieller Situationen zur Verdeutlichung seiner Sichtweise auf Spra-
che und Mathematik. Von Wittgenstein gibt es keinen zusammenhin-
genden Text zur Mathematik, sondern seine Thesen und Vorschlige
sind von Schiilern und Kollegen posthum teilweise sehr selektiv verof-
fentlicht worden unter dem Titel ,Bemerkungen zu den Grundlagen
der Mathematik®, wobei schon dieser Titel in die Irre fithrt (siehe dazu
Miihlhélzer, 2010). Auch schon in seinem ersten und wahrscheinlich
bekanntesten Werk ,Tractatus logico-philosophicus“ sowie in den
,Philosophischen Untersuchungen finden sich Anmerkungen zur
Mathematik, so dass insgesamt Wittgenstein zu den Philosophen ge-
hort, die sich am breitesten mit Mathematik auseinander setzten. Fiir
unser Thema hier ist nicht unwichtig, dass viele der von ihm verwen-
deten Beispiele elementare Mathematik betreffen.

Bei beiden Philosophen habe ich (zwangsweise) jeweils ein meines Er-
achtens zentrales und wichtiges Thema ausgewihlt, das auch und be-
sonders didaktische Aspekte aufweist. Bei Peirce sind dies die Kon-
zepte des Diagramms und des diagrammatischen Denkens. Bei Witt-
genstein konzentriere ich mich auf die Idee des Zeichenspieles (allge-
meiner des Sprachspieles) als dem Kontext, in dem Zeichen durch ihre
Verwendung lokale Bedeutungen erhalten. Dabei werde ich meine In-
terpretation dieser Konzepte darlegen spezifiziert auf das Lernen ele-
mentarer Mathematik, allerdings gestiitzt durch wichtige Zitate der
Autoren selbst. Dennoch konnte es durchaus sein, dass mein Text bei
ihnen nicht auf Zustimmung stofRen wiirde.

2 Diagramme und diagrammatisches Denken

Am besten wendet man sich natiirlich an Peirce selbst, um eine Orien-
tierung betreffend die Konzepte ,Diagramm* und ,diagrammatisches
Denken oder Schliefen“ zu gewinnen (Zitate nach Hoffmann, 2005,
S. 129, S. 137 bzw. S. 158):
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Mit diagrammatischem Schliefien meine ich SchliefSen, welches gemdf3
einer in allgemeinen Begriffen formulierten Vorschrift ein Diagramm
konstruiert, Experimente an diesem Diagramm durchfiihrt, deren Resul-
tate notiert, sich Gewissheit verschafft, dass dhnliche Experimente, die
an irgendeinem gemdfs der selben Vorschrift konstruierten Diagramm
durchgefiihrt werden, die selben Resultate haben wiirden, und dies in all-
gemeinen Begriffen zum Ausdruck bringt.

(Peirce, 1902, The New Elements of Mathematics IV, S. 47)

Der Geometer zeichnet ein Diagramm, und das ist —wenn nicht dasselbe
wie eine Fiktion — doch eine Schopfung; und mit Hilfe von Beobachtun-
gen an diesem Diagramm ist er in der Lage, zu synthetisieren und Rela-
tionen von Elementen aufzuzeigen, die vorher keine zwingende Verbin-
dung zu haben schienen. Die Realitdt zwingt uns, einige Dinge sehr eng
mit einander zu verbinden, andere weniger, und das auf héchst kompli-
zierte und fiir die Sinne selbst unverstehbare Weise.

(Peirce, Collected Papers 1.383)

In der Logik sind Diagramme seit Aristoteles Zeiten stindig verwendet
worden; und keine schwierige Schlussfolgerung kann ohne sie gezogen
werden. Die Algebra hat ihre Formeln, die eine Art von Diagramm sind.
Und wozu sind diese Diagramme gut? Um Experimente mit ihnen an-
zustellen. Die Ergebnisse dieser Experimente sind oft ganz iiberraschend.
Wiir hdtte vorher vermutet, dass das Quadrat iiber der Hypotenuse eines
rechtwinkeligen Dreiecks gleich der Summe der Quadrate iiber den
Schenkeln wire? Obwohl in den Axiomen der Geometrie und im Gesetz
des Geistes enthalten, ist diese Eigenschaft ebenso geheimnisvoll wie die
des Magneten.

(Peirce, 1890/1991)

In der Semiotik von Peirce sind also Diagramme eine spezielle Klasse
von Zeichen. Jedes solche Zeichen hat eine materielle und sinnlich
wahrnehmbare Basis. In der Mathematik sind das meistens Inskripti-
onen, also ,,Geschriebenes®, sei es auf Papier, am Computerschirm, im
Sand oder sonst wo. Aber es konnen auch Steinchen sein (Zihlsteine,
Cuisenaire Stibe). Wegen dieser Vielfalt entzieht sich das Konzept von
Diagramm einer einheitlichen Definition. Jedenfalls muss man sich
klar sein, dass einerseits vieles unter den Peirceschen Begriff fillt, was
uiblicherweise nicht als Diagramm bezeichnet wird, aber auch so man-
che ,Veranschaulichung® in der Mathematik sich nicht als Diagramm
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nach Peirce qualifiziert. Als wichtigstes Charakteristikum muss festge-
halten werden, dass auf Diagramme Handlungen angewandt werden
kénnen, dass sie transformiert, kombiniert, erweitert werden konnen,
dass man mit ihnen , Versuche“ durchfithren kann. Dabei machen die
moglichen oder besser die zulidssigen Handlungen genau genommen
erst aus der jeweiligen Inskription das Diagramm. Ich liste einige
Punkte auf, die wichtig sind fiir die Verwendung des Konzeptes von
Diagramm (ausfithrlich dazu in Dérfler, 2006):
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Diagramme werden in Systemen verwendet, die wiederum
durch Regeln fiir das Schreiben, Lesen, Bilden, Transformieren,
etc. der jeweiligen Inskriptionen erkennbar sind. Diese Regeln
bilden aber nur einen Rahmen fiir das Handeln an und mit den
Diagrammen. Auch Beziehungen zwischen verschiedenen Dia-
grammsystemen machen Sinn und sind regelbasiert. Die
Schreib- und Leseregeln machen Diagramme visuell erkennbar
und vor allem beobachtbar und miissen innerhalb eines gewis-
sen Spielraumes strikt eingehalten werden.

Diagramme haben (im Sinne von Peirce) ikonischen Charakter
und sind meist aus Indizes, Symbolen und Teildiagrammen
aufgebaut.

Als diagrammatisches Denken wird das Manipulieren von Dia-
grammen innerhalb des jeweiligen Systems verstanden. Dieses
kann nun mehr oder weniger durch die Regeln fixiert sein, er-
fordert aber im Allgemeinen Kreativitit und Flexibilitit, etwa bei
der Konstruktion neuer Diagramme oder der Transformation
vorliegender zu bestimmten Zielen und Zwecken.

Es geht also nicht blof$ um algorithmisches Arbeiten. Diagram-
matisches Denken ist somit eine Art von Experimentieren mit
Diagrammen, wobei durch Beobachten der Diagramme neue
Beziehungen entdeckt werden kénnen.

Diagrammatisches Denken erfordert Vertrautheit und Erfah-
rung mit den Diagrammen und mit den verschiedenen Trans-
formationen. Mit anderen Worten: diagrammatisches Denken
muss gelibt werden.
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e Diagramme werden fiir verschiedene Zwecke konstruiert und
erfunden, zum Teil etwa als Modelle fiir Situationen und Pro-
zesse, aber auch fiir Beweise und Begriindungen.

Peirce selbst sagt dazu u.a. das Folgende:

...The truth, however, appears to be that all deductive reasoning, even
simple syllogism, involves an element of observation; namely deduction
comsists in constructing an icon or diagram the relations of whose parts
shall present a complete analogy with those of the parts of the object of
reasoning, of experimenting upon this image in the imagination, and of
observing the result so as to discover unnoticed and hidden relations
among the parts. ... As for algebra, the very idea of the art is that it pre-
sents formulae, which can be manipulated and that by observing the ef-
fects of such manipulation to find properties not to be otherwise discerned.
In such manipulation, we are guided by previous discoveries, which are
embodied in general formulae. These are patterns, which we have the
right to imitate in our procedure, and are the icons par excellence of al-
gebra.

(Collected Papers 3.363)

Als Beispiele fiir Diagrammsysteme in der Mathematik kann man etwa
anfithren: Dezimalzahlen mit ihren Rechenregeln, allgemeiner jedes
System von Zahldarstellungen, die Terme der elementaren Algebra in-
klusive Gleichungen, die Figuren der elementaren Geometrie, Bruch-
zahlen, Dezimalbriiche. Oder etwas ferner von der Grundschule: Mat-
rizen, Funktionsterme, Funktionsgraphen, die Zeichen fiir komplexe
Zahlen. Man kann unschwer in allen diesen Beispielen die Relevanz
der angefiithrten Aspekte nachvollziehen. Immer gibt es ,mechani-
sche“ Operationen, also das einfache ,Rechnen®, jedoch auch Argu-
mentationen anhand der Diagramme. Bei Peirce sind die wichtigsten
Beispiele fiir diagrammatisches Denken Beweise, wie etwa der Winkel-
summensatz fiir das Dreieck oder der Satz des Pythagoras, die ganz
eindeutig auf der kreativen Manipulation von Diagrammen beruhen.
Fiir Peirce ist ganz wichtig, dass dabei eine Beobachtung ,materieller”,
sozusagen handwerklicher Handlungen und ihrer Auswirkungen ent-
scheidend ist, womit mathematisches Tun neben einer mentalen eine
ganz zentrale sinnliche Komponente erhilt. Dadurch werden mathe-
matisches Tun und Denken sozial, beobachtbar und nachmachbar und
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damit auch lernbar: Diagrammatisches Denken erfolgt quasi am Pa-
pier und ist somit vorzeigbar (im Gegensatz zu verborgenen geistigen
Prozessen). Ich mochte auch betonen, dass durch das Konzept der Di-
agramme keine neuen Inhalte in die Mathematik kommen, dass aber
die Sichtweise, der Fokus der Aufmerksambkeit und damit wohl auch
die Art der Tatigkeiten sich wesentlich dndern. Wichtig ist mir beson-
ders, dass die Diagramme selbst der Gegenstand mathematischer T&-
tigkeiten sind und nicht blofl Hilfsmittel zum Erlernen abstrakter also
unsinnlicher ,Objekte“. Nach Peirce ist mathematische Titigkeit dia-
grammatische Tatigkeit. Dafiir mochte ich nun noch Beispiele aus der
Grundschulmathematik anfithren.

Die Zihlreihe in welcher Form auch immer kann als Diagramm ange-
sehen werden, eventuell auch blof} akustisch. Handlungen daran sind
vielfiltig: Vorwirts- und Riickwirtszihlen mit verschiedenen ,Schritt-
lingen“, Addieren und Subtrahieren, Vielfache und Teiler, einfache
Gleichungen, etc. Interessant kénnen auch die Beziehungen zwischen
verschiedenen Zihlreihen sein, das ,Ubersetzen“ zwischen ihnen.
Eine besondere Rolle werden das Diagramm , Zahlenstrahl“ und spater
die Zahlengerade spielen. Wichtig ist, dass diese einfachen Formen ei-
nes diagrammatischen Denkens selbst als bedeutungsvoll und , mathe-
matisch aufgefasst werden und nicht als bloRe ,Veranschaulichun-
gen“ der Zahlen und ihrer Beziehungen. Denn genau besehen haben
wir nur die Diagramme und die Handlungen mit ihnen. Wir rechnen
nie mit (abstrakten) Zahlen sondern nur mit Diagrammen, also mit
Zeichen.

Schone Beispiele fiir diagrammatisches Denken sind das Arbeiten mit
Zahlenmauern oder Zahlendreiecken, siehe Wittmann/Miiller (2018)
oder auch die vielen operativen Beweise. Die bekannten Beweise iiber
Eigenschaften gerader/ungerader Zahlen haben diagrammatischen
Charakter wie auch die einfachen Summenformeln fiir Dreieckszahlen
oder ungerade Zahlen. Beziehungen bestehen auch zum Operativen
Prinzip, das Wittmann (1985, S. 9) wie folgt formuliert:

Objekte erfassen bedeutet, zu erforschen, wie sie konstruiert sind und wie

sie sich verhalten, wenn auf sie Operationen (Transformationen, Hand-

lungen,...) ausgetibt werden. Daher muss man ... (1) untersuchen, wel-
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che Operationen ausflihrbar sind ... ; (2) herausfinden, welche Eigen-
schafien und Beziehungen den Objekten ... aufgepragt werden; beobach-
ten, welche Wirkungen Operationen ... haben.

Zum Stellenwertsystem der Dezimalzahlen gibt es vielfiltige Dia-
gramme wie die verschiedenen Formen des Abakus und seiner didak-
tischen Varianten. Da kann man das Rechen mit Zihlsteinen einer-
seits als eigenstindiges Diagrammsystem werten oder als ,Begriin-
dung” fiir die Rechenregeln mit Dezimalzahlen verwenden, siehe dazu
wieder Wittmann/ Miiller (2018).

3 Zeichenspiele und Regeln

Am Anfang und als Motto fiir das Folgende ein Zitat von Wittgenstein:
Es ist sehr oft behauptet worden, die Mathematik sei ein Spiel, dem
Schach vergleichbar. In einem Sinne ist diese Behauptung offensichtlich
falsch: die Mathematik ist kein Spiel in der gewGhnlichen Bedeutung die-
ses Wortes. In einem anderen Sinn ist sie offensichtlich wahr: es gibt eine
gewisse Ahnlichkeit. Nun sollte man nicht Partei ergreifen, sondern viel-
mehr eine Untersuchung anstellen. Manchmal ist es eben niitzlich, die
Mathematik mit einem Spiel zu vergleichen, und manchmal ist es irre-

fiihrend.
(VGM, S. 171)

In diesem Teil werde ich einige zentrale Konzepte aus der Philosophie
von Wittgenstein vorstellen, die ich als besonders relevant auch fiir die
Didaktik der Mathematik erachte. Ausfiihrlicher habe ich das in Dorf-
ler (2014) dargelegt. Ich wihle als Ausgangspunkt die Idee des Sprach-
spieles oder Zeichenspieles, mit der Wittgenstein seine Vorstellungen
iber Sprache und Bedeutung von Zeichen strukturiert. Bedeutung von
Zeichen ganz allgemein ist darnach nicht verstehbar als eine univer-
selle und konstante Referenz auf Gegenstinde oder Vorstellungen,
sondern ist lokal und temporir durch die Art der Verwendung der Zei-
chen bzw. der Worter in sogenannten Sprachspielen/Zeichenspielen
aufzufassen. Dies ist ein Begriff von ,Bedeutung®, der sich radikal vom
klassisch-traditionellen unterscheidet, oft verkiirzt formuliert als
Schlagwort: Bedeutung als Gebrauch. Wittgenstein formuliert dies
etwa so:

Man kann fiir eine grofie Klasse von Fillen der Beniitzung des Wortes

Bedeutung — wenn auch nicht fiir alle Fille seiner Benutzung — dieses
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Wort so erkliren: Die Bedeutung eines Wortes ist sein Gebrauch in der
Sprache.

(PU § 43)

Was ist das Kriterium dafiir, wie die Formel gemeint ist? Doch wohl die
Art und Weise, wie wir sie stindig gebrauchen, wie uns gelehrt wurde,

sie zu gebrauchen.
(BGM 1.2. S. 36)

Entscheidend ist in dieser Sicht, was man mit den Zeichen und Wor-
tern macht, und nicht was sie bezeichnen. Auch das Bezeichnen ist in
voller Konsequenz eine Funktion des Gebrauchs. Der Gebrauch von
Zeichen, etwa von Wortern einer Sprache oder von Symbolen in der
Mathematik, ist aber in zahllosen Zeichenspielen organisiert, die wie-
derum nach Wittgenstein in eine jeweilige ,Lebenspraxis“ eingebettet
sind. Fiir solche Zeichenspiele gibt Wittgenstein viele Beispiele, zu de-
nen auch immer wieder das Rechnen gehort. Nach seinem Verstind-
nis haben also Zahlzeichen jeder Art nicht Bedeutung dadurch, dass
sie von ihnen unabhingige Gegenstinde, nimlich die Zahlen, bezeich-
nen und aus dieser Referenz sich dann erst die diversen Rechenregeln
ableiten. Die Zahlzeichen haben danach auch keine globale und abso-
lute Bedeutung, sondern teilweise wesentlich verschiedene Verwen-
dungsformen und damit auch ,Bedeutungen®. Das erinnert an die sub-
jektiven Erfahrungsbereiche bei Bauersfeld (1983), wo man auch em-
pirische Belege fiir diese Abhingigkeit der Bedeutung von den Sprach-
spielen findet.

Fiir die elementare Arithmetik konnte man daraus einige Folgerungen
ziehen. Kinder erlernen den Zahlbegriff danach in verschiedenen Zei-
chenspielen, die zwar in Form einer ,Familienihnlichkeit” vernetzt
sind, aber sich dennoch im Gebrauch der jeweiligen Zeichen unter-
scheiden. Zu diesen Zeichenspielen gehéren etwa das Manipulieren
von Plittchen oder dhnlichen Materialien, die Verwendung des Zah-
lenstrahles, Operationen mit kleinen Mengen, Dienes-Bléocke, Stellen-
tafeln (Wittmann/Miiller, 2018) u.v.a.m. Wichtig erscheint mir dabei,
dass man eben nicht davon ausgeht, dass in allen diesen Fillen ,blofR“
Darstellungen oder Veranschaulichungen eines einheitlichen Zahlbe-
griffs vorliegen. Jedes dieser Zeichenspiele hat lokale Regeln, die auch
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gelernt werden miissen: wir lernen in der Mathematik auf jedem Ni-
veau Zeichenspiele. Wittgenstein bringt dadurch seine strikt antimeta-
physische Grundhaltung zum Ausdruck: durch das ,Spielen der Zei-
chenspiele lernen wir nicht etwas tiber abstrakte Gegenstinde sondern
das Spielen des Zeichenspieles. Die Zeichenspiele sind daher nicht
bloR ein Mittel des Lernens iiber etwas von ihnen strikt Verschiedenes.
Beim Lernen einer Sprache sieht man dies vielleicht besser: wir lernen
den Gebrauch der Worter und Sitze, das Sprechen und Schreiben. Be-
griffe wie etwa Hoffnung, Treue, Gott, das Heilige, etc. erschopfen sich
einfach darin wie diese Worter verwendet werden. Dass sie auch dazu
verwendet werden, abstrakte Entititen zu bezeichnen, gehort zu ihrer
Verwendung, belegt aber nicht die , Existenz“ dieser Entititen. Dass es
sich hier um Sprachspiele handelt, sieht man gut daran, dass diese Be-
griffe ganz unterschiedlich in verschiedenen Sprachspielen verwendet
werden.

Mathematik tritt demgegeniiber sehr monolithisch auf. Aber schon ein
Blick in die Geschichte zeigt, welch unterschiedliche Zeichenspiele al-
lein schon in der Arithmetik gespielt wurden. Babylonier, Agypter, R6-
mer, Inder, Araber spielten sehr verschiedene ,Zahlenspiele, und so
kann man mit Recht sagen, dass deswegen die Zahlen als der Ge-
brauch der jeweiligen Zeichen in diesen Kulturen auch jeweils andere
waren. Diese hatten nicht blof verschiedene ,Darstellungen“ dersel-
ben Zahlen, wie man das heute gerne interpretiert. Das Dargestellte
entsteht erst im Gebrauch der Zeichen und ist wesentlich von diesem
abhingig. Dieser historische Vergleich sollte uns sensibel machen fiir
die Rolle, die verschiedene , Darstellungen“ beim Lernen von Mathe-
matik spielen und spielen kénnen. Fasst man ein solches Darstellungs-
system als ein Zeichenspiel auf, so ist dieses dann zunichst einmal in
gewisser Weise autonom und stellt fiir den Lernenden auch nichts dar,
was auflerhalb des Zeichenspieles liegen wiirde. Die Lernenden miis-
sen lernen, wie sie mit den Zeichen des Spieles, also etwa den Stibchen
oder Plittchen, handeln und operieren sollen/ miissen, sie miissen
eine Spielpraxis erwerben. Erst in dieser gewinnen die Zeichen Bedeu-
tung, aber immer nur im Kontext des Spieles. Die Zeichen beginnen
innerhalb des Zeichenspieles eine gewisse ,Rolle“ zu spielen, die
durch ihre Verwendung im Spiel festgelegt wird.
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Fiir das Spielen von Spielen jeder Art sind die jeweiligen Regeln fun-
damental. Man kann an einem Spiel nur teilnehmen, wenn man die
Regeln und ihre Anwendungen kennt und sich auch strikt darnach ver-
hilt. Fur die Mathematik verwendet Wittgenstein gerne die Analogie
zum Schachspiel:

Man hat mich in Cambridge gefragt, ob ich denn glaube, dass es die

Mathematik mit den Tintenstrichen auf dem Papier zu tun habe. Da-

rauf antworte ich: In genau demselben Sinn, wie es das Schachspiel mit

den Holzfiguren zu tun hat. Das Schachspiel besteht niamlich nicht da-

rin, dass ich Holzfiguren auf dem Brett herumschiebe. ... Es ist egal, wie

ein Bauer aussieht. Es ist vielmehr so, dass die Gesamtheit der Spielre-

geln den logischen Ort des Bauern ergibt.

(Zitiert nach Epple, 1994)
Es ist nun nicht so, dass Wittgenstein meint, die Mathematik ist ein
Spiel. So kann man in der Mathematik nicht gewinnen oder verlieren.
Aber er sieht hier ,Familiendhnlichkeiten®, insbesondere was den Re-
gelcharakter anbelangt und die Konstitution von Bedeutung durch die
Spielregeln/ Rechenregeln. So wie Regeln und Spiele im Allgemeinen
keine Sachverhalte beschreiben und somit nicht ,wahr“ oder ,falsch“
sein kénnen, so gilt dies auch fur die Zeichenspiele der Mathematik.
Arithmetische Beziehungen und Formeln sind in dieser Sicht nicht
Beschreibungen oder Ausdriicke von arithmetischen Sachverhalten,
sondern Regeln im arithmetischen Spiel, Regeln, die sich auf das Ope-
rieren mit den jeweiligen Zahlzeichen beziehen, also die Rechenre-
geln. Extrem formuliert:

Ist schon das die mathematische Alchemie, dass die mathematischen

Sitze als Aussagen tiber mathematische Gegenstinde betrachtet werden,

also die Mathematik als die Erforschung dieser Gegenstinde?

(BGM V.16b. S. 274)
Wittgenstein nennt das regelkonforme Rechnen als den relevanten In-
dikator dafiir, dass man die Arithmetik ,verstanden* hat. Etwa so, wie
man Schach verstanden hat, wenn man gut Schach spielt. Wobei das
Verstehen einer Regel auch immer die Komponente ihrer Akzeptanz
hat: man muss sich fiir die Einhaltung der Regel entscheiden. Das Be-
folgen einer Regel erfordert neben der Zustimmung aber auch Auf-
merksamkeit, Konsequenz, Ubung, Gedichtnis, etc., was ja schon bei
Verkehrsregeln einsichtig ist. Wie auch beim Schach einsichtig wird,
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ist das Handeln nach Regeln nur sehr teilweise automatisierbar, und
das gilt umso mehr fiir die Mathematik. Die Entscheidung, nach wel-
cher Regel gehandelt werden soll/ muss, ist oft schwierig und erfordert
Kreativitit und Erfahrung im jeweiligen Zeichenspiel. Aus diesem Re-
gelcharakter der Mathematik und ihrer ,Sitze“ ergibt sich auch der oft
zitierte ,Zwang“: Mathematik wird als unerbittlich erfahren. Aber die-
sen ,Zwang*“ gibt es auch beim Schachspielen und die Unerbittlichkeit
ist eher ein Aspekt im Verhalten der anderen Spieler, die ein Abwei-
chen von den Regeln nicht tolerieren, und das zu Recht. Im Mathema-
tikunterricht spielt der Lehrer diese unerbittliche Rolle. Jedoch, wenn
man die Regeln akzeptiert hat, liegt ihre Befolgung in der eigenen Ver-
antwortung der Lernenden. Wichtig ist mir in diesem Zusammenhang
die Einsicht, dass mich nicht ein abstrakter Gegenstandsbereich (etwa
die natiirlichen Zahlen) durch seine Eigenschaften zwingt, mich an ge-
wisse Regeln zu halten. Durch die Befolgung der Regeln gewinnt man
auch Vertrauen in deren Sinnhaftigkeit. In der Mathematik bilden hier
ganz sicher die verschiedenen Anwendungen ,vertrauensbildende
Mafnahmen®, worauf auch Wittgenstein hinweist:

Ich will sagen: Es ist der Mathematik wesentlich, dass ihre Zeichen auch

im Zivil gebraucht werden. Es ist der Gebrauch auflerhalb der Mathe-

matik, also die Bedeutung der Zeichen, was das Zeichenspiel zur Ma-

thematik macht.
(BGM V.2c. S. 257)

Ich denke, es ist besonders fiir die Grundschule wichtig, Wittgensteins
Hinweis auf die Einbettung von Sprach- und Zeichenspielen der Ma-
thematik in weitere Kontexte sehr ernst zu nehmen. Er spricht dabei
von ,Lebensformen®, innerhalb derer die Sprachspiele erst Sinn be-
kommen. Das wire auch wieder ein entscheidender Unterschied zu
Schach, das ja weitgehend isoliert und fur sich selbst gespielt werden
kann (etwas, das sehr wohl auch in der Mathematik beobachtet werden
kann). Es muss aber betont werden, dass die Zeichen der Mathematik
(also etwa die Zahlzeichen) ihre mathematische Bedeutung nicht aus
diesen ,Lebensformen” beziehen, also nicht aus den Anwendungen
abgeleitet werden konnen. Arithmetische Formeln sind keine Aussa-
gen iber endliche Mengen, sondern kénnen auf diese angewendet
werden. Diesem Verhiltnis von mathematischer Regel (Formel, Satz,
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etc.) und auflermathematischer Realitit widmet Wittgenstein differen-
zierte Uberlegungen. Dabei betont er einerseits die Autonomie der Ma-
thematik in dem Sinne, dass ihre Regeln und Sitze nicht durch die
Empirie und die Anwendungen begriindet werden kénnen und auch
durch diese nicht widerlegt werden kénnen. Aber andererseits betont
er die Brauchbarkeit auflerhalb der Mathematik, etwa im folgenden Zi-
tat:
So lernen ja die Kinder bei uns rechnen, denn man ldsst sie 3 Bohnen
hinlegen und noch 3 Bohnen und dann zihlen, was da liegt. Kime dabei
einmal 5, einmal 7 heraus, ..., so wiirden wir zundchst Bohnen als fiir
den Rechenunterricht ungeeignet erkliren. Geschihe das Gleiche aber
mit Stiben, Fingern, Strichen und den meisten Dingen, so hdtte das
Rechnen damit ein Ende. ,,Aber wire dann nicht doch noch 2+2=4?“ —
Dieses Sdtzchen wire damit unbrauchbar geworden.
(BGM 1.37. S. 51)

Im Prinzip konnte man das Zeichenspiel der Arithmetik (etwa in der
Form mit Dezimalzahlen) einfach zur ,Unterhaltung“ nach den gel-
tenden Regeln spielen, also einfach ,rechnen®, und in gewissem Um-
fang macht das auch Sinn, muss aber durch die Anwendungen Rele-
vanz bekommen. Worauf uns Wittgenstein hinweist, ist, dass das Zei-
chenspiel durch seine Regeln den Zeichen Bedeutung verleiht, wie das
Schachspiel seinen Figuren Bedeutung verleiht:
Fiir Frege stand die Alternative so: Entweder wir haben es mit Tinten-
strichen auf dem Papier zu tun, oder diese Tintenstriche sind Zeichen
von Etwas, und das, was sie vertreten, ist ihre Bedeutung. Dass diese Al-
ternative nicht richtig ist, zeigt gerade das Schachspiel. Hier haben wir
es nicht mit den Holzfiguren zu tun, und dennoch vertreten die Figuren
nichts, sie haben in Freges Sinn keine Bedeutung. Es gibt eben noch et-

was Drittes, die Zeichen konnen verwendet werden wie im Spiel.
(Zitiert nach Kienzler (1997), S. 201)

Als ein Beispiel mochte ich auf die Rolle der Null hinweisen. Da gibt
es ganz eigenartige ,Spekulationen dartiber, wofiir die Null als Zei-
chen stehen kénnte, also was im traditionellen Sinne ihre Bedeutung
sein konnte. Ohne Mystik jedoch geht es einfach um die Rolle, die das
Zeichen ,0“ in der Arithmetik spielt, und diese Rolle ist durch Rechen-
regeln festgelegt wie 0+n=n, 0-n=0, n-0=n usf. Diese Regeln kann man
schon veranschaulichen, aber sie sind im Prinzip ,nur“ Regeln fir den
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Umgang mit Zeichen, und mehr braucht man auch nicht fiir sinnvol-
les Rechnen. Ahnliches gilt fiir die negativen Zahlen und ihre Rechen-
regeln, die nur sehr teilweise iber Anwendungen motivierbar sind,
was ja auch fiir die Null gilt, die nur ,innermathematisch“ gebraucht
wird. Aber das wiirde uns zu weit iiber die Grundstufe hinausfiithren.
Da Kinder an das Spielen von Spielen gewohnt sind, denke ich, kann
die Betonung des Spielcharakters beim Lernen auch der Arithmetik
positive Auswirkungen haben. So fiirchtet man sich doch nicht vor
Spielen und es passiert nichts, solange man sich an die Regeln hilt.

4 Zeichenspiele auf Diagrammen

Eine Kombination aus den beiden Konzepten von Diagramm und Zei-
chenspiel erscheint mir fiir die Mathematik besonders ergiebig, auch
fiir den Entwurf von Lernumgebungen. Dabei haben dann die Dia-
gramme in Analogie zum Schachspiel die Rolle des Schachbrettes und
der Figuren und die Mathematik wird auf den Diagrammen , gespielt.
Dabei sind die Regeln des Zeichenspieles als Regeln fiir die Manipula-
tion der Diagramme von zentraler Bedeutung: Sie muss man lernen
und sich strikt an sie halten. Ein einfaches Beispiel sind etwa die posi-
tiven ganzen Dezimalzahlen und die Umformungen und Transforma-
tionen, die sich durch ,Verschieben“ von Einsen um eine Stelle nach
links oder rechts ergeben. Dafiir gelten dann die iiblichen , Wechselre-
geln“. Etwa: nach rechts werden aus einem Einser zehn oder ein Zeh-
ner. Damit kann das Borgen auch iiber mehrere Nullen hinweg nach-
gespielt und geiibt werden durch Umschreiben der Diagramme. Na-
tiirlich kann das auch mit Plitichen oder einer Stellenwerttafel ge-
macht werden. Aber letztlich sind die Dezimalzahlen ja das Ziel, und
es ist durchaus fraglich, ob die genannten Materialien oder Veran-
schaulichungen den Zugang erleichtern. Es sind diese genau genom-
men eigene Zeichenspiele, die gelernt werden miissen, und dann
muss auch noch der Modellcharakter fiir die Dezimalzahlen begriffen
werden. Dieser liegt nicht einer Bildbeziehung begriindet, sondern in
einer ,Isomorphie“ der diagrammatischen Spielregeln. Auch der
strukturelle Aufbau der Dezimalzahlen kann so in Spielform erfolgen:
als regelkonformes Zihlen mit entsprechenden Wechselregeln. Ganz
wichtig dabei ist die Grundidee, dass der ,Wert“ einer Ziffer von ihrem
Platz abhingt. Zum tieferen Verstindnis kann man verschiedene

35



Willi Dérfler

»Wechselregeln“ vereinbaren, die sogar je nach Stelle unterschiedlich
sein kénnen. So entsteht ein komplexes , Stellenwertspiel“.

5 Normen und Begriffe

Wittgenstein weist somit auf die zentrale Rolle der Zeichen fiir das ma-
thematische Tun hin, und auch darauf, dass dieses Tun in Zeichen-
spielen organisiert ist, die wiederum auf Regeln fiir das Manipulieren
der Zeichen beruhen. Er meint damit, dass wir Formeln und Sitze als
Regeln in Zeichenspielen gebrauchen, die erst in diesen Zeichenspie-
len Bedeutung erhalten. Das sieht man zum Beispiel daran, dass man
arithmetische Formeln als Rechenregeln in weiteren Rechnungen ver-
wendet. Der Regelcharakter zeigt sich nach Wittgenstein noch in einer
anderen wichtigen Rolle: Formeln und Sitze werden gebraucht als
Normen, als Paradigmen, als Standards, als Vorbilder, als Muster (im
Gegensatz zum Gebrauch als Beschreibung eines mathematischen
Sachverhaltes — eine Idee die Wittgenstein radikal ablehnt.) Siehe dazu
Krof (2008). Eine Formel wie 25x25=625 dient etwa zur Uberpriifung
der Korrektheit einer Rechnung, der Fairness einer Verteilung von
Geld, einer Anordnung von Dingen, etc. Wir orientieren uns an der
Formel, die nicht mehr weiter hinterfragt wird: so muss es gemacht
werden. Es geht auch um die Bewertung und Beurteilung von aufler-
mathematischen Sachverhalten, etwa im Vergleich mit einem idealen
Zustand. Hier besteht eine Analogie zur Verwendung von Begriffen,
die auch eher zur Beurteilung von (empirischen) Sachverhalten dienen
als blof zu deren Beschreibung. Begriffe erméglichen damit, , Urteile”
zu fillen, indem wir etwa aus dem Gebrauch (also der Bedeutung) von
Wortern wie Strom, Fluss, Bach unsere Erfahrungen, Beobachtungen
entsprechend beurteilen und einteilen. Begriffe legen damit Paradig-
men oder Normen fest. Wittgenstein meint nun, dass die Rolle mathe-
matischer Begriffe (zu denen er auch Formeln und Sitze zihlt) analog
dazu ist. Als ein Beispiel verwende ich den Begriff der mathematischen
Kugel. Diese ist in diesem Gebrauch kein Gegenstand sondern eine
Norm oder ein Standard zur Uberpriifung auf Kugelform. Das kann
man fiir viele geometrische Konzepte dhnlich sehen, womit sich dann
etwa die Frage nach der Existenz der idealen geometrischen Figuren
und Korper auflést. Sie sind einfach von den Menschen erfundene ide-
ale Regeln, Normen, eine Art von Maf3stiben. Aus diesen Regeln leiten
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die Mathematiker dann vielfiltige andere Regeln ab, etwa die tiber das
Volumen, die Fliche, den Umfang, etc., die dann natiirlich den Status
der Regel ,erben“. In diesem Sinne hat dann die mathematische Kugel
kein Volumen und auch keine Oberfliche. Wie sollte man sich denn
das auch fiir ein ,abstraktes“ Objekt vorstellen, welches es in Raum
und Zeit gar nicht geben kann? Wittgenstein befreit uns auf diese
Weise auch von metaphysischen Qualen, indem er uns immer wieder
darauf hinweist, auf den tatsichlichen Gebrauch der Zeichen zu ach-
ten und nicht auf das Narrativ, das diesen Gebrauch begleitet. Mathe-
matik jeder Art kommt dadurch zum Menschen zuriick, wo sie ja ei-
gentlich auch immer war. Es geht nicht um die ,Erkenntnis“ geheim-
nisvoller Dinge wie der Zahlen, sondern um die Eintibung in eine Pra-
xis des regelgeleiteten Gebrauchs von Zeichen in Zeichenspielen. Und
das ist schwierig genug!

6 Zum Schluss

Das Ziel dieses Beitrages ist es nicht, konkrete didaktische Vorschlige
zu machen, sondern durch die Skizzierung von semiotischen Konzep-
ten eine eher alternative Sichtweise auf Mathematik anzuregen. Diese
besteht im Wesentlichen im Fokus auf Zeichentitigkeiten, die als kon-
stitutiv fiir Mathematik gesehen werden. Dadurch zeigt sich Mathema-
tik als eine soziale, beobachtbare, an Regeln orientierte Titigkeit, bei
der metaphysische Spekulationen iiber abstrakte Objekte Uiberfliissig
sind. Mathematik wird ,humanisiert®.
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Darstellungen im Mathematikunterricht — real, mental, digital

von Axel Schulz und Daniel Walter

Mathematikunterricht ohne Darstellungen ist nicht denk- und nicht durchfiihrbar. Diese Dar-
stellungen konnen sehr konkret sein, aber auch sehr fliichtig. Sie kdnnen vorgestellt sein oder
auf der Oberfliche eines Tablets erscheinen oder in noch anderer Form vorliegen. Der Beitrag
versucht Impulse fiir das gemeinsame Nachdenken iiber Darstellungen zu geben: dariiber, in
welcher Form sie vorliegen und wahrgenommen werden kénnen, und dariiber, wie sie gedeutet
und genutzt werden konnen.

Schliisselwérter:  Darstellungen, Deutung gemeinsam aushandeln, Kommunikation,

Mehrdeutigkeit, Darstellungsformen, Darstellungen wahrnehmen

1 Ziel des Beitrags und Vorgehen

Wenn man einen sehr klugen Gedanken von Bauersfeld auf Darstel-
lungen (und nicht wie im Original auf Aufgaben) bezieht, konnte man
vielleicht Folgendes formulieren (angelehnt an Bauersfeld, 2003, 15):
Mal abgesehen davon, dass es den Universaltreffer ‘gute [...]
[Darstellung]’ nicht geben kann, weil das Sich-Einlassen und
der Losungsgang von der Situation und der Wahrnehmung der
beteiligten Personen abhingen, so gibt es doch Unterschiede
in der Qualitit des Ausgangsmaterials.
Ausgehend von diesem frei interpretierten Gedanken mochten wir ei-
nige Impulse in die Diskussion tiber den Einsatz von Darstellungen
im Mathematikunterricht einbringen und zum Nachdenken iiber die
folgenden Fragen anregen:

e  Was sind Darstellungen?

e Was wissen wir iiber das Wahrnehmen und vor allem iiber das
individuelle Deuten von Darstellungen?

e Wie konnen Darstellungen gemeinsam genutzt werden?

e  Welche Unterschiede kann es in der ,Qualitit des Ausgangs-
materials‘ geben?

Dabei fokussieren die Beispiele des vorliegenden Beitrags vor allem
den Inhaltsbereich Arithmetik.

Vorab eine Bemerkung zur Benennung von Darstellungen im Mathe-
matikunterricht: Immer wieder wird festgestellt — so auch hier von
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uns —, dass es keine eindeutige und einheitliche begriffliche Nutzung
gibt, sobald es um Veranschaulichungen, Arbeitsmittel, Anschauungs-
mittel, Lernmittel, Materialien etc. geht. Jeder dieser Begriffe legt
scheinbar implizit eine Schwerpunktsetzung nahe (vgl. z. B. Krauthau-
sen, 2018, 333 £; Schulz, 2014, 52). Im vorliegenden Beitrag versuchen
wir, den Begriff Darstellungen méglichst ,unscharf* zu nutzen (Bau-
ersfeld, 2002, 14) und die begriffliche Schirfung stattdessen durch das
Vorstellen von Beispielen vorzunehmen.

2 Was sind Darstellungen? Beispiele und Uberlegungen

Beispiel 1: Vivien streckt nacheinander sieben Finger aus: funf an der
linken Hand und zwei an der rechten.

Beispiel 2: Simon nutzt die Tablet-App Touch Times (vgl. Chorney et

al,, i. Dr.). Simon legt zunichst fiinf Finger auf die linke Seite der Ober-
fliche, dann zwei Finger auf die rechte Seite (vgl. Abb. 1).

Abb. 1 Funf und zwei Finger aufgelegt — bei der Tablet-App Touch Times
Beispiel 3: Ismahel zeichnet Folgendes (Abb. 2).

: 1
SRR

Abb. 2 Ismahels Darstellung am Rechenstrich (aus Kuhnke, 2013, 253)

Anhand dieser Beispiele konnen Impulsfragen entwickelt werden: Wo-
rum kann es bei diesen Darstellungen gehen? Was kann aus den Dar-
stellungen ,herausgelesen‘ werden? In welchen Situationen kénnten
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diese Darstellungen entstanden sein? Gibt es Adressaten, oder mit an-
deren Worten: Stellen Vivien, Simon, Ismahel etwas fiir jemanden dar
oder sind sie selbst ,Adressaten‘ ihrer eigenen Darstellungen? Was
wollen die drei darstellen: Zahlen, Operationen oder Rechenwege?

Diese Fragen und deren mégliche Antworten kénnen zu einigen Uber-
legungen zum Wesen von Darstellungen anregen, die wir im Folgen-
den stichwortartig zusammenstellen wollen:

Darstellungen sind Mittel des Denkens und Verstehens einerseits und
Mittel der Verstindigung andererseits (vgl. z. B. Verboom, 2014, 41);
manchmal sind sie beides gleichzeitig — und im besten Fall dienen sie
der Kommunikation mit dem wechselseitigen Bemiihen um ein ,Ver-
stehen und Verstanden werden“ (Bauersfeld, 2002, 12). So konnen alle
drei Einstiegsbeispiele Beispiele dafiir sein, dass sich jemand etwas selbst
zeigen, notieren, etwas ausprobieren will, oder dass jemand jemandem
etwas zeigen oder erkliren will.

Darstellungen koénnen in unterschiedlicher Form vorliegen: zum Bei-
spiel als konkreter Gegenstand, als Handlung (selbst ausgefithrt oder
zugeschaut), auch als Gesten, als Bild (ausgedruckt oder auf einem
Bildschirm), als Braille-Schrift oder -Ziffern, als Zahlwort oder Term
(geschrieben oder gesprochen), als Geschichte (geschrieben oder ge-
sprochen), als Tabelle, als Diagramm etc. (vgl. z. B. Kuhnke, 2013). Da-
bei gibt es verschiedene Kriterien, nach denen die vorliegenden Dar-
stellungen kategorisiert werden konnen, zum Beispiel: mit oder ohne
Text, mit oder ohne mathematische Symbole, gegenstindlich oder
schematisch, bildlich oder nicht, zwei- oder dreidimensional, dyna-
misch oder statisch!, durch eigenes Eingreifen zu verindern oder
nicht, etc.

Darstellungen kénnen auditiv, visuell und/oder haptisch wahrgenom-
men werden: So kann z. B. eine Rechengeschichte gehort, gelesen, be-
obachtet, in einem Film oder als Animation auf einem Tablet gesehen

T Wir méchten unterscheiden zwischen Darstellungen, die in ihrer Form statisch oder dy-
namisch sind (also zum Beispiel ein Bild oder ein Film), oder in ihrem Inhalt (also zum
Beispiel Rechengeschichten, die einen Zustand beschreiben oder eine Handlung, vgl. z. B.
Schipper, 2009, 99 ff.). Selbstverstandlich ist eine gedruckte Rechengeschichte in ihrer
Form statisch, die in ihr beschriebene Situation kann dennoch dynamisch sein.
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werden. Eine Menge von vier ,Objekten‘ kann angefasst oder gesehen
oder gehort werden (zum Beispiel, wenn vier Mal geklatscht wird oder
ein akustisches Signal vier Mal zu hoéren ist); derjenige, der klatscht,
fithlt vier Schlidge. Auch hier ergeben sich somit verschiedene Méglich-
keiten einer Sortierung bzw. Kategorisierung der Wahrnehmung.

Diese Unterscheidung in ,Formen des Vorliegens‘ und ,Formen des
Wahrnehmens kann zum Nachdenken anregen tiber die klassischen
drei Reprisentationsebenen von Wissen nach Bruner (1974): Welcher
dieser Ebenen wiirde das bewegte Bild zugeordnet? Welcher das ,enak-
tive* Zeigen eines Rechenwegs am Rechenstrich? Welcher das Zuse-
hen bei einer Handlung?).

3 Zur Wahrnehmung von Darstellungen

Darstellungen beim Mathematiklernen sind immer ,gemeinsam‘ und
,einsam zugleich (vgl. Abb. 3). Der gemeinsame Anteil ist zunichst
einmal der, der objektivimmer gleich bleibt — auditiv, haptisch, visuell
(vgl. aber auch Ende Abschnitt 3). Nun wissen wir aber, dass jede sinn-
liche Wahrnehmung selektiv ist und meist auch kognitiv gesteuert
wird — bewusst und/oder unbewusst — und dass somit eine objektive
Wahrnehmung von Darstellungen nicht moéglich ist (vgl. z. B. S6bbeke,
2005, 33 ff.; Leuders, 2012, 20 ff.). Somit ist jede Deutung von Darstel-
lungen zunichst ,einsam‘: Verschiedene Personen sehen in Ismahels
Zeichnung (Beispiel 3) Unterschiedliches.

einsame Darstellungen / gemeinsame einsame Darstellungen /
Vorstellungen Darstellungen Vorstellungen
(mental) (real/digital’) (mental)

@ hieriiber und hiermit ¢

kann man kommunizieren

Abb.3  Gemeinsame und einsame Darstellungen

Die Deutungen von Darstellungen sind immer kontext- und personen-
abhingig. Sie unterliegen dem Verstindnis, den Vorkenntnissen, der
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Intention, den Annahmen, den mentalen Modellen des Darstellenden
sowie dem Verstindnis, den Vorkenntnissen, der Intention, den An-
nahmen, den mentalen Modellen des Auffassenden — Deutende sind also

beide.

Somit konnen gleiche Darstellungen — abhingig von Kontext und Vor-
wissen — sehr unterschiedlich gedeutet werden; dies ist in vielen Verof-
fentlichungen und Befunden dokumentiert (vgl. z. B Sobbeke, 2005).
Erginzend mochten wir dies an drei weiteren Beispielen verdeutli-
chen:

(1) Kerstin bewegt ihre Hand auf Augenhshe von rechts nach links,
Sinan macht das auch. Erst der Kontext der jeweiligen Situationen
macht deutlich: Kerstin stellt sich vor, wie sie fiinf Kugeln auf dem Re-
chenrahmen verschiebt; Sinan stellt sich vor, dass er zehn Einerwiirfel
zu einer Zehnerstange biindelt und diese an einer vorgestellten Stel-
lenwerttafel von der Einer- in die Zehnerspalte zieht — beide begleiten
ihre jeweilige Vorstellung mit derselben ,ikonischen Geste“ (vgl. auch
Abschnitt 4.6).

(2) Vivien (Einstiegsbeispiel 1) streckt nacheinander sieben Finger aus.
Ohne Kontext wissen wir nicht, ob Vivien dies tut, um eine Menge von
sieben Objekten darzustellen, ob sie eine Additions- oder Subtraktions-
aufgabe tiber das Weiter- oder Riickwirtszihlen 16sen will oder ob sie
die Aufgabe 7 - 3 iiber das Durchgehen der Dreierreihe 16sen méchte.

(3) Beim Rechentablett (Urft, 0.].) wird das Auflegen von fiinf Fingern
in der linken und zwei Fingern in der rechten Bildschirmhilfte additiv
als 5+ 2 dargestellt. Dieselbe Positionierung der Finger bei der App
Touch Times (Chorney, Gunes & Sinclair, i. Dr.) erzeugt eine Darstel-
lung, die multiplikativ gedeutet werden kann: 2 - 5 (bzw. 5 - 2 im nord-
amerikanischen Sprachraum, in dem die Versprachlichung der Dar-
stellung als ,five multiplied by two*“ durchaus gebriuchlich ist (vgl.
Watanbe, 2003)). Eine wiederum andere Darstellung wird bei der App
Stellenwerttafel (Ladel & Kortenkamp, 2015) erzeugt, nimlich 5 Plitt-
chen in der Zehner- sowie zwei Plittchen in der Einerspalte — tiber-
setzt: 5 - 10 + 2 - 1. Die jeweiligen Handlungen und die jeweilige An-
zahl der Finger sind in allen drei Fillen gleich, und doch bedeutet die
Fingerdarstellung ,fiinf links und zwei rechts bei verschiedenen vir-
tuellen Arbeitsmitteln Unterschiedliches (vgl. Abb. 4).
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Rechentablett Touch Times Stellenwerttafel

5+2 2-5 5-10+2-1

Abb.4  Unterschiedliche Bedeutungen von Darstellungen bei verschiedenen Tablet-
Apps nach dem Auflegen von fiinf und zwei Fingern

Die Beispiele konnen erneut dafiir sensibilisieren, dass mit gleichen

Darstellungen je nach Kontext sehr Unterschiedliches gemeint sein

kann — und dass der Kontext deshalb im besten Fall expliziert wird.

Erfahrenen Deutenden kann es sogar gelingen, in gegebenen Darstel-
lungen Verschiedenes zu sehen, ihre eigene ,einsame’ Deutung zu va-
riieren und den Deutungen anderer zu folgen. Dies kann vor allem ge-
lingen, wenn eine reflektierte Grundhaltung zum eigenen Vorgehen
und zur eigenen Deutung angestrebt wird (vgl. Korten, i. Dr.; Bauers-
feld, 2002, 13; Schiilke, 2013).

Die sog. ,einsamen’ Darstellungen konnen sich weiterentwickeln zu
Vorstellungen, zu ,subjektiven Vorstellungsbildern“ (Lorenz, 1991, 65),
nimlich dann, wenn es dem oder der Einzelnen gelingt, die sinnlich
und selektiv wahrgenommene und kognitiv gedeutete Darstellung
mental zu nutzen, zu verdichten, weiterzuentwickeln und mit anderen
Vorstellungsbildern zu verkniipfen. Kennzeichnend fiir diese menta-
len Modelle ist — wenn sie tragfihig sein sollen — unter anderem, dass
sie nicht mehr den Beschrinkungen des Konkreten unterworfen sind
(Lorenz, 1992). Zudem sind es nicht nur die sinnlich wahrnehmbaren
Bestandteile der Darstellung, die bestenfalls mental verfiigbar sind,
sondern vor allem die Beziehungen zwischen diesen Bestandteilen (zu
diesen Beziehungen spiter mehr).

Diese mentalen Modelle ihrerseits sind wieder leitend fiir die Deutung
weiterer — dhnlicher oder eher undhnlicher — Darstellungen. Ziel von
Mathematikunterricht sollte daher sein, dass die individuellen Vorstel-
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lungen, die subjektiven mentalen Modelle nicht ,vereinsamen’, son-
dern dass sie anschlussfihig bleiben — sowohl bezogen auf das erfolg-
reiche Weiterlernen als auch bezogen auf den Austausch mit anderen.

Und so kommen wir zuriick zu den gemeinsamen Darstellungen: Ge-
meinsame Darstellungen sind selbstverstindlich mehr als das sinnlich
wahrnehmbare ,Objekt’ — egal, ob es visuell, haptisch oder/und auditiv
wahrgenommen werden kann. Gemeinsame Darstellungen sind im bes-
ten Fall Medien, die uns den Austausch und die Kommunikation erst
ermoglichen und an denen wir unsere ,einsamen‘ Darstellungen ab-
gleichen kénnen, um so zu einer (anniherungsweise) geteilten Deu-
tung zu kommen (Abb. 3; vgl. auch Tiedemann, 2019).

4 Kann man Deutungen steuern?
Bemerkungen zur Aufmerksamkeitsfokussierung

Damit es nicht zur Vereinsamung von Darstellungen kommt — damit
also Vorstellungen sich nicht komplett losgel6st von den Vorstellungen
anderer (weiter-) entwickeln, kann und sollte die Aufmerksamkeit der
Beteiligten beim Interagieren und Kommunizieren fokussiert werden.
Doch worauf? Offenbar sind es gerade nicht nur die empirischen Ge-
gebenheiten, auf die wir unsere Aufmerksamkeit richten. Vielmehr
sind es die Zusammenhinge, die Beziehungen, die Strukturen, die in
den Blick genommen werden sollten (vgl. z. B. S6bbeke, 2005). Lorenz
(1991, 61) fasst diesbeziiglich zusammen: ,Mathematiklernen ist [...]
in weiten Bereichen das Erfassen von Beziehungen. (vgl. auch Dorf-
ler, 1988). Das ,Sichtbarmachen‘ dieser eigentlich unsichtbaren Bezie-
hungen ist somit die Herausforderung jeder Interaktion und Kommu-
nikation, die die Mathematik zum Thema haben. Im Folgenden stellen
wir verschiedene ausgewihlte Méglichkeiten vor, wie Aufmerksambkeit
fokussiert und Kommunikation u. E. unterstiitzt werden kann.

4.1 Gemeinsamkeiten und Unterschiede

Um Beziehungen in den Blick nehmen zu kdnnen, scheint es sinnvoll,
Darstellungen zu vergleichen (Lorenz, 1991, 68, mit Verweis auf Steiner,
1973). Durch das Vergleichen konkreter Darstellungen kann die kog-
nitive Aktivitit von den Gestaltmerkmalen und Wahrnehmungsdaten
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weg und auf die Relationen gerichtet werden (ebd.). Leitimpulse kon-
nen hier sein: Was ist/bleibt gleich? Was ist/wird anders? Erklire. Be-
griinde. Verglichen werden kénnen zum Beispiel:

e Zahldarstellungen der 57 mit Plittchen, am Rechenrahmen,
mit dem Zehnersystem-Material, am Punktefeld, an der Hun-
dertertafel, am Zahlenstrahl, etc.

e Verschiedene Rechengeschichten mit dem gleichen Zahlen-
material, der gleichen zugrundeliegenden Operation, aber un-
terschiedlichen Kontexten.

e Die automatische Verinderung der verschiedenen Darstellun-
gen der Tablet-App Zahlen bis 100 beim Hinzufligen eines
Zehners (vgl. Abschnitt 4.5, vgl. hierzu auch Duval, 2006, 125).

4.2 Uberspringen und Innehalten

Viele Darstellungen des gemeinsamen Kommunizierens tiber mathe-
matische Inhalte sind prozesshafi — zum Beispiel Handlungen, aber
auch Erklirungen, das Bedienen von Schiebereglern entsprechender
Software. Um Beziehungen herauszustellen, kann die Aufmerksam-
keit der Beteiligten durch das Uberspringen oder Innehalten im Rah-
men dieser Prozesse auf besondere ,Punkte der Aufmerksamkeit” ge-
lenkt werden (Tiedemann, i. V. mit Verweis auf Dérfler, 1988): Irrele-
vantes kann tibersprungen werden, bei Relevantem kann innegehalten
werden. Ein Beispiel fiir das Innehalten ist das Besprechen des Re-
chenwegs ,schrittweise iiber den Zehner am Rechenrahmen (vgl.
ebd.). Bei der Arbeit am Rechenrahmen wird eine Entschleunigung
des Rechenwegs qua Medium mitgeliefert. Ist ein Kind aufgefordert
28 + 7 zeilenfiillend darzustellen, muss der zweite Summand zerlegt
werden und es ergibt sich automatisch eine Zisur in der Handlung,
nimlich beim vollen Zehner: Beides — das passende Zerlegen des zwei-
ten Summanden und das Innehalten beim vollen Zehner — kann durch
sprachliche Begleitung bzw. Intervention und durch Interpunktion der
Handlung deutlich fokussiert werden (vgl. ebd.).

4.3 Wiederholen und Umkehren

Neben dem Uberspringen und Innehalten besteht auch die Méglich-
keit, bestimmte Prozesse gezielt zu wiederholen bzw. riickgingig zu
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machen. Auch hierbei geht es darum, durch das wiederholte Ausfiih-
ren und Umkehren bestimmter (Handlungs-) Prozesse den Fokus auf
interessierende Aspekte mathematischen Tuns und somit auf deren
Beziehungen zu lenken. Huhmann (2013) bemerkt hierzu (im Rah-
men von Aktivititen zur Entwicklung von Raumvorstellung), dass das
computergestiitzte und selbstgesteuerte Wiederholen und Umkehren
von Prozessen der Fliichtigkeit von (animierten) Darstellungen entge-
genwirken kann. Zudem konnen vor allem leistungsschwichere Schii-
lerinnen und Schiiler durch das Nachverfolgen dynamischer Visuali-
sierungen ihre Aufmerksambkeit besser auf diese ,Ideengeber“ kon-
zentrieren (vgl. ebd.).

Ein arithmetisches Beispiel, bei dem das Wiederholen und Riickgin-
gigmachen besonders relevant sein kann, ist das Biindeln und Entbiin-
deln von Einern, Zehnern, Hundertern etc.. Diese Prozesse kénnen
,hindisch’ durchgefithrt werden. Den Befunden Huhmanns folgend,
konnen diese konkreten Biindelungs- und Entbiindelungsprozesse je-
doch eine kognitive Uberforderung und Ablenkung vom eigentlich Re-
levanten darstellen (vgl. Huhmann, 2013, 157 {f.) — in diesem Fall dem
fortgesetzten Biindeln und Entbiindeln als grundlegendem Konzept
(und nicht als Handlung).

4.4 Rein- und Rauszoomen

Eine weitere Moglichkeit der Aufmerksamkeitsfokussierung kann das
Zoomen sein, besonders beim gemeinsamen Sprechen tiber sehr grof3e
oder sehr kleine Zahlen — zum Beispiel am Zahlenstrahl. Tatsichlich
ist das Betrachten ausgewihlter Ausschnitte am Zahlenstrahl bereits
eine etablierte unterrichtspraktische Umsetzung in Printmedien (vgl.
z. B. Krauthausen, 2018, 323). Durch das Verfeinern oder Vergrébern
der Skalierung bzw. von Zahlenstrahlausschnitten kénnen Beziehun-
gen zwischen Zahlen besonders in den Blick genommen, Analogien
konstruiert und Zusammenhinge hergestellt werden. Digitale Medien
konnten dieses Zoomen méoglicherweise nachvollziehbarer und viel-
leicht auch ,intuitiver’ machen, als dies bei gedruckten Zahlenstrahl-
ausschnitten der Fall ist, doch dies ist u. W. noch nicht hinreichend
empirisch iberpriift.
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4.5 Synchronitit von Darstellungen

Eine weitere und vielleicht die am hiufigsten genutzte und wichtigste
Moglichkeit der Aufmerksamkeitsfokussierung ist das gleichzeitige
Nutzen von Darstellungen: z. B. wenn Vivien im Einstiegsbeispiel
nicht nur ihre Finger ausstreckt, sondern dabei horbar die Dreierreihe
aufsagt; wenn Simon sieben Finger auf das Tablet legt und dabei sagt:
,Hier unter meinen rechten beiden Fingern, da sind dann immer die
Funf, also zwei Mal die Fiinf von hier“ und dabei wiederholt die Finger
der linken Hand auf dem Bildschirm auftippt: Dann nutzen sie ver-
schiedene Darstellungen synchron.

Eine Moglichkeit, die vor allem digitale Medien bereitstellen, ist das
automatische Synchronisieren von Darstellungen — von Rauh (2015, 15)
als ,Alleinstellungsmerkmal“ dieser Medien bezeichnet. Entspre-
chende Programmierungen machen es moglich, dass sich verschie-
dene Darstellungen (zum Beispiel Abbildungen, Zahlzeichen, Zahl-
worte, etc.) gleichzeitig und automatisch verindern, wenn an nur einer
Darstellung vom Nutzer, von der Nutzerin Verinderungen vorgenom-
men werden. Ein Beispiel hierfiir ist die Tablet-App Zahlen bis 100
(Urff, 0. J.). Werden zum Beispiel zehn Plittchen virtuell hinzugefiigt,
so dndert sich nicht nur die bildliche Darstellung, sondern gleichzeitig
erfolgt auch eine Verinderung der nonverbal-symbolischen Darstel-
lung; in diesem Fall erhoht sich die Zehnerziffer um Eins. Umgekehrt
kann eine Verdnderung des Zahlsymbols durch eine Touchbedienung
der entsprechenden Schaltfliche ,+10° vorgenommen werden. Nicht
nur das Zahlsymbol wird daraufhin verindert — synchron erscheinen
zudem zehn Plittchen (vgl. Abb. 5).

Ob und wie das selbststindige Ubersetzen zwischen Darstellungen — als
eine der wichtigsten Kompetenzen beim Mathematiklernen — durch
dieses automatische Synchronisieren unterstiitzt werden kann, gilt es
noch zu untersuchen (vgl. u. a. Walter, 2018).
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Abb.5  Automatische Synchronitit von Darstellungen in Zahlen bis 100

4.6 Hervorhebungen

Hervorhebungen kénnen in besonderer Weise die Aufmerksamkeit
auf Beziehungen lenken. Eine Art dieser Aufmerksambkeitsfokussie-
rung konnen grafische Hervorhebungen sein wie z. B. Pfeile, Einkrei-
sungen, farblichen Markierungen, Unterstreichungen (vgl. hierzu
auch die sog. ,Forschermittel“, pikas.dzlm.de/227). Tatsichlich gibt es
in der mathematikdidaktischen Forschung bisher kaum gezielte Un-
tersuchungen zum Einsatz, zur Verwendung sowie zur Deutung die-
ser Hervorhebungen (vgl. aber z. B. Link, 2012). Eine weitere Art der
Aufmerksamkeitsfokussierung koénnen Gesten sein (Huth, 2010).
Diese kénnen — dhnlich wie die grafischen Hervorhebungen — auf be-
stimmte Ausschnitte einer visuell vorliegenden Darstellung verweisen
(deiktische Gesten). Als ikonische Gesten konnen sie die Form oder Be-
wegung einer vorgestellten Handlung oder eines subjektiven Vorstel-
lungsbildes widerspiegeln (vgl. ebd.): z. B. eine Handbewegung zum
Auffiillen des Zehners oder zum Springen am mentalen Zahlenstrahl.
Dabei sind Gesten hiufig sprachbegleitend und somit synchron zu
(mindestens) einer weiteren Darstellung (siehe Abschnitt 4.5).
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5 Zur ,Qualitit des Ausgangsmaterials’

Es gibt verschiedene ,Kriterienkataloge* fiir konkret-gegenstindliche
Darstellungen, die Orientierung bei der Auswahl von Materialien fiir
den Unterricht, aber auch Orientierung bei der didaktischen Analyse
dieser Materialien bieten kénnen (vgl. z. B. Krauthausen, 2018, 334 f;
Schipper, 2009, 294; pikas.dzlm.de/252). Die dort genannten Kriterien
sind teilweise sehr speziell, teilweise sehr allgemein und teilweise wi-
dersprechen sie einander (vgl. z. B. Schulz, 2014, 79 f.). Das bedeutet,
dass auch die dort angefithrten Kriterien notwendigerweise schwer-
punktsetzend gedeutet werden miissen: Der Schwerpunkt unserer
Deutung liegt im Folgenden auf der Passung zwischen der Struktur
der Darstellung und der Struktur des Inhalts, zu dem subjektive Vor-
stellungsbilder entstehen sollen (hier beispielhaft erliutert an den In-
halten Stellenwerte und Multiplikation).

5.1 Stellenwerte

Das von uns genutzte Stellenwertsystem griindet auf der fortgesetzten
Biindelung zur Basis 10. Diese Biindelung ist ein Grund fiir die Struk-
turierung vieler Darstellungen in Zehner, Hunderter, Tausender (aber
auch in Hilften dieser Zahlen). All diese Darstellungen transportieren
implizit oder explizit die besondere Bedeutung der Zehn bzw. der Zeh-
nerpotenzen. Wiirden wir Zahlen zum Beispiel in einem Stellenwert-
system zur Basis 6 oder 12 darstellen (und denken), sihen diese Dar-
stellungen anders aus — und auch unsere Zahlwérter wiirden anders
lauten. Doch gerade die Zahlwortbildung im Deutschen kann ein Bei-
spiel dafiir sein, dass eine Darstellung — die sogar von allen gemeinsam
und auch einsam genutzt wird — nicht immer besonders gut ,passen’
muss. Empirische Befunde kénnen sogar zeigen, dass die Zahlwortbil-
dung im Deutschen zahlverarbeitende Prozesse negativ beeinflussen
kann (vgl. z. B. Fromme, 2017, 36 ft.).

5.2 Multiplikation

Es gibt eine Vielzahl an Darstellungen zur Thematisierung der Multi-
plikation: Manche betonen das riumlich-simultane Zusammenfassen,
andere das zeitlich-sukzessive Hinzufiigen gleichmichtiger Mengen.
Manche sind linear angeordnet, manche im Rechteck, manche eher
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unstrukturiert. Theoretische Uberlegungen legen nahe, dass vor allem
statische Rechtecksanordnungen geeignet scheinen, um ein fortsetz-
bares und tragfihiges mentales Modell zur Operation Multiplikation
zu entwickeln (vgl. Padberg & Wartha, 2017, 233) — wobei mit diesen
die Idee des Streckens und Stauchens gerade nicht gut geklirt werden
kann. Empirisch kann jedoch gezeigt werden, dass diese theoretisch
sehr gut nachvollziehbaren Uberlegungen fiir das Nutzen von Recht-
ecksdarstellungen im Denken und Deuten der Kinder nicht immer
wiederzufinden sind: So kann gezeigt werden, dass Rechtecksanord-
nungen gerade nicht immer so gedeutet werden, wie dies theoretisch
giinstig wire (Kuhnke, 2013), und dass selbst das glinstige Deuten von
Rechtecksanordnungen nicht zwangsliufig zu einem tragfihigen Mo-
dell der Multiplikation beim Rechnen fithren muss (Bayer, i. V.).

Theoretische Uberlegungen und empirische Befunde kénnen uns Hin-
weise darauf geben, welche Darstellungen fiir das Lernen von Mathe-
matik besonders tragfihig sein kénnen — und welche es tatsichlich
sind.

6 AbschlieRende Uberlegungen

Die Annahme, dass Darstellungen immer einen gemeinsamen und ei-
nen einsamen Anteil haben, war leitend fiir die Uberlegungen in die-
sem Beitrag. Mit anderen Worten: Wenn tiber Darstellungen geschrie-
ben und gesprochen wird, sollten u. E. alle Deutenden immer mitge-
dacht werden — gerne explizit. Damit sind Schiilerinnen und Schiiler
gemeint, Lehrerinnen und Lehrer, Mathematikdidaktikerinnen und -
didaktiker, Entwickler und Hersteller von didaktisch orientierten Dar-
stellungen, die Autorinnen und Autoren von Diagnose- und Ver-
gleichstests, vielleicht auch Eltern etc. All diese Personen haben ihre
jeweils eigenen ,einsamen‘ Darstellungen und diese individuellen
Deutungen beeinflussen die gemeinsame Kommunikation iiber den
,mathematischen Gehalt‘ der Darstellungen.

Die unterschiedlichen Deutungsweisen verschiedener Personen oder
Personengruppen sollten u. E. in Theorie und vor allem Forschung im-
mer wieder mit bedacht werden. Dies gilt u. E. vor allem dann, wenn
neue Darstellungen entwickelt und genutzt werden. Dies bedeutet aber
auch, theoretische Uberlegungen zur erfolgreichen Deutung und zur

51



Axel Schulz und Daniel Walter

Fehldeutung bereits existierender Darstellungen immer wieder zu prii-
fen. Ein Beispiel hierzu: Ist die Kraft der 5 wirklich so stark? Wem hilft
sie, wem nicht? Warum, warum nicht? Wie wird sie tatsichlich ge-
nutzt? (vgl. z. B. Rottmann & Schipper, 2002).

Ebenso sollte dieser Aspekt charakteristischer Bestandteil in der Un-
terrichtspraxis sein, denn erst das Reflektieren eigener und das Ken-
nenlernen anderer Deutungen erméglicht eine Kommunikation, in
der alle kognitiv beteiligt werden kénnen (vgl. z. B. Schiilke, 2013; Kor-
ten, i. Dr.).
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Produktive Kommunikationsanlisse
im Mathematikunterricht der Grundschule:
Zur lerntheoretischen Funktion des Argumentierens

von Ralph Schwarzkopf

In diesem Beitrag werden Argumentationen aus einer lerntheoretischen Perspektive beleuchtet:
Es wird davon ausgegangen, dass substantielle mathematische Lernprozesse nur dann realisiert
werden kénnen, wenn sich die Kinder mit mathematischen Zusammenhdngen in kollektiven
Argumentationen auseinandersetzen. Hierzu werden theoretische Grundlagen entwickelt und
an einem Beispiel aus dem Mathematikunterricht der Grundschule illustriert.

Schliisselworter:  Argumentation, Interaktion, produktive Irritation, substantielle
Lernchance

0 Einleitung: Zur Beziehung zwischen Prozessen und Inhalten

In der konstruktiven Mathematikdidaktik versteht man unter dem Dar-
stellen und dem Kommunizieren bekanntlich zwei unterschiedliche
Kompetenzen, von denen bereits Winter (1975) betont hat, dass sie im
Sinne von allgemeinen Lernzielen eine zentrale Rolle im Mathematik-
unterricht spielen sollten. Entsprechend werden sie unter den heute
als ,prozessbezogene Kompetenzen“ bezeichneten Fahigkeiten gegen-
iber den inhaltsbezogenen Kompetenzen abgegrenzt und in den Lehr-
plinen in ihrer Wichtigkeit betont — und das ist natiirlich gut so.

In der Praxis des Mathematikunterrichts, so erscheint es zumindest
dem Autor des vorliegenden Beitrags, fithrt diese Unterscheidung zwi-
schen inhalts- und prozessbezogenen Kompetenzen allerdings oftmals
zu der Vorstellung, man konne das eine ohne das andere unterrichten,
man konne also die Forderung der prozessbezogenen Kompetenzen in
extra dafiir vorgesehenen Lehreinheiten isolieren und notfalls weglas-
sen — zumindest fiir diejenigen Kinder, denen schon die Entwicklung
der inhaltsbezogenen Kompetenzen grofle Schwierigkeiten bereitet.
Diese Vorstellung ist nicht nur aus pidagogischer Perspektive proble-
matisch, weil man den vermeintlich schwicheren Kindern hier eine
Chance zur Ausprigung ihrer Miindigkeit verwehrt. Sie ist auch aus
der in diesem Beitrag vertretenen interaktionstheoretischen Perspek-
tive auf die Funktionsweise von Lernprozessen hinderlich fiir die Ent-
wicklung des mathematischen Wissens der Kinder. Das liegt daran,
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dass in dieser Theorie das individuelle Verstehen von fachlichen Inhal-
ten nur in Verbindung mit dem interaktiven Verstindigen tiber die
Lerngegenstinde stattfinden kann. Beim Verstindigen iber Mathema-
tik ist das Darstellen mathematischer Objekte und Operationen aber
grundlegender Bedeutung: Da sich die mathematischen Gegenstinde
selbst einer konkreten Handhabung entziehen, kann man sich ihnen
nur vermittelt iiber der Interaktion zugingliche Darstellungen nihern
(Steinbring, 2000; Wittmann, 2014). Es ist also notwendig fiir das in-
haltliche Lernen, dass sich die Kinder mit dem Darstellen mathemati-
scher Objekte und Operationen auseinandersetzen.

In diesem Beitrag soll aber nicht das Darstellen im Vordergrund ste-
hen, sondern das Argumentieren, dem man im obigen Sinne sicher
auch unterstellen kann, dass seine Bedeutung im alltiglichen Mathe-
matikunterricht verstirkt werden konnte. Hierzu wird im Folgenden
diskutiert, welche Rolle dem Argumentieren fiir das inhaltliche Mathe-
matiklernen zugeschrieben werden kann. Anschlielend wird ein Bei-
spiel aus dem Mathematikunterricht vorgestellt, in dem eine substan-
tielle Lernchance durch eine argumentative Auseinandersetzung er6ff-
net wird.

1 Lerntheoretische Grundlagen

Die lerntheoretischen Grundlagen dieses Beitrags schlieffen an die
epistemologischen Ansitze von Steinbring (z.B. 2000; 2005) an. Im
Wesentlichen geht es dabei darum, dass sich substantielle Lernchan-
cen in einer Spanne zwischen zwei Polen entwickelt, zwischen der
sempirischen Situiertheit“ und der ,relationalen Allgemeinheit“. Da-
bei ist die Entwicklung von neuem Faktenwissen im Sinne der empiri-
schen Situiertheit recht problemlos: Im Mathematikunterricht wird
etwa ein standardisierter Rechenweg iibernommen, das kleine Einmal-
eins wird automatisiert, eine Rechenvorschrift fiir ein neues Aufgaben-
format wird gelernt 0.A. So wichtig solche Lernprozesse sind, sie rei-
chen nicht aus, um die Mathematik strukturell zu durchdringen, da die
mathematischen Objekte zu eng mit ihren lebensweltlichen, konkre-
ten Reprisentanten verbunden und voneinander isolierten Wissensin-
seln verhaftet bleiben.
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Die relationale Allgemeinheit, der andere Pol dieser epistemologischen
Spanne, besteht dagegen nur noch aus Strukturen zwischen Objekten,
die losgelost von ihren fassbaren Reprisentanten in ihrem eigenen the-
oretischen System dargestellt und verstanden werden. Eine Themati-
sierung von mathematischen Strukturen in diesem Sinne wire nicht
zuginglich fiir Kinder der (Grund)Schule, so dass Lernprozesse hier
sicher gar nicht angesiedelt werden kénnen. So macht es bekanntlich
wenig Sinn, Erstklisslern zunichst der abstrakten Mengentheorie aus-
zusetzen, um erst nach der Durchdringung ihrer abstrakten Struktu-
ren darauf aufbauend ein Zahlverstindnis zu entwickeln oder den Be-
griff der Halbgruppe zu thematisieren, bevor das Addieren in den na-
tirlichen Zahlen eingefiihrt werden konnte.

Offenbar kénnen sich also substantielle Lernchancen — also solche, in
denen das vorhandene mathematische Verstindnis durch neue struk-
turelle Beziehungen vertieft werden kann — nicht an diesen epistemo-
logischen Polen der Wissenskonstruktion realisieren. In einem pro-
duktiven Mathematikunterricht miissen stattdessen mathematische
Sachverhalte in einer Balance zwischen einer ,empirischen Faktenan-
reicherung” und einer ,relationalen Strukturierung” thematisiert wer-
den, damit die Kinder einen Zugang zu mathematischen Mustern und
Strukturen erlangen konnen (vgl. Schwarzkopf, 2003).

Die Herstellung einer solchen Balance ist naturgemifd schwierig und
wird in der sozialen Lerntheorie von Miller (1986) sogar als Paradoxon
verstanden: ,Das neue Wissen muss das alte Wissen systematisch
uiberschreiten, darf vom alten aber auch nicht vollig losgeldst sein®
(Miller, 1986). Entsprechende Lernprozesse sind gleichwohl oder ge-
rade deswegen in der Mathematikdidaktik von groflem Interesse, sie
werden in unterschiedlichen theoretischen Zugingen unter verschie-
denen Bezeichnungen diskutiert. So spricht Hefendehl-Hebeker
(1998) von einem ,shift of view* von der Arithmetik zur Algebra,
Krummheuer (1995) analysiert das Zustandekommen von ,Rah-
mungsmodulationen®, van den Heuvel-Panhuizen (2003) spricht gar
von einem ,miracle of learning” usw. Der vorliegende Beitrag hilt sich
allerdings an die lerntheoretischen Grundlagen von Miller (1985), der
hierbei von ,fundamentalen Lernprozessen spricht.
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In der konstruktiven Mathematikdidaktik versucht man, diese Balance
u.A. dadurch herzustellen, dass man die mathematischen Objekte und
Operationen zugleich strukturell reichhaltig und konkret zuginglich
darstellt. Mit Steinbring (1994) formuliert versucht man, in bewusster
Weise die prinzipiell vorhandene theoretische Mehrdeutigkeit struktu-
rierter Diagramme so zu beriicksichtigen, dass die Spanne zwischen
empirischem Faktenwissen und relational allgemeinem Wissen ein
Stiick weit tiberbriickt werden kann.

Prominente Beispiele dafiir werden durch das grofle und fruchtbare
Feld der figurierten Zahlen geliefert, in dem sich die Kinder angekop-
pelt an ihre arithmetischen Kenntnisse durchaus mit algebraischen
Strukturen auseinandersetzen konnen, die ihnen bei einer Thematisie-
rung der ,reinen Struktur“ sicher versperrt blieben. In Abbildung 1
wird aus diesem Themenbereich zur Illustration dieser Vorgehens-
weise der bekannte Zusammenhang zwischen den Dreieckszahlen
(der Summe der ersten natiirlichen Zahlen) und den Rechteckzahlen
(dem Produkt aus zwei aufeinander folgenden natiirlichen Zahlen)
dargestellt.

Dabei bedient man sich der konkreten Zahlsymbole und ihrer figurier-
ten Reprisentanten, um die Beziehungen zwischen den Objekten dar-
stellen zu konnen: Da man zwei Versionen der vierten Dreieckszahl
als rechteckiges Punktefeld mit 4 - (4 + 1) Plittchen legen kann, kann
man durch einfache Halbierung eines Produkts die umstindliche Be-
rechnung der Summe umgehen (Hintergrund der Uberlegung sind
natiirlich operative Beweise, s. Wittmann 2014).

Im Grunde genommen wird hierbei thematisiert, dass die bislang als
Rechenoperationen verstandenen Additionen ebenso wie die ausge-
rechneten Multiplikationen im algebraischen Sinne gleich sind, dass
sie also verschiedene Darstellungen derselben mathematischen Ob-
jekte sind (vgl. Winter, 1982). Dabei werden die Rechenoperationen
also selbst zu mathematischen Objekten des Denkens (s. Steinweg,
2013, S. 123) — zwei zentrale Merkmale dafiir, dass die arithmetischen
Kenntnisse durch algebraische Perspektiven bereichert werden, dass
hier also fundamentale Lernprozesse in Gang gesetzt werden kénnen.
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Substantielle Lernchancen, in denen fundamentale Lernprozesse be-
glinstigt werden konnen, miissen also die Moglichkeit bieten, dass die
Kinder bestehende Wissensnetze umzustrukturieren konnen, ohne
dass sie von deren Grundlagen ginzlich abgekoppelt werden kénnten,
so dass sie besonders schwierig zu initiieren sind.

Relational allgemeines Wissen: ”(” T ])

oy Sk="00D e
Strukturen zwischen Termen = 2
Balance: ®0000
Mehrdeutige Interpretati 2(1+2+3+4) 2980090
ehrdeutige Interpretation < &+ 'YX XeRe)
strukturierter Darstellungen [ XXX Yol
4-(4+1)
142+3+4 = 10

Empirisches Faktenwissen:
Isolierte Fakten, z.B. iiber 4-5=20
Rechenergebnisse

Abb. 1 Darstellungen fiir substantielle Lernchancen am Bsp. der Dreieckszahlen

Das Zustandekommen solcher Umstrukturierungen setzt voraus, dass
ein Individuum Widerspriiche in den bestehenden Denkstrukturen
aufdecken und dadurch den Bedarf zu einem Umdenken einsehen
kann - eine Fihigkeit, die nach Miller (1986; 2006) bei Kindern der
Grundschule noch nicht ausgeprigt ist, wenn sie sich nur individuell
und losgekoppelt von der sozialen Gruppe des Unterrichts mit einem
Lerngegenstand auseinandersetzen. Nach Miller ist aus diesem
Grunde fiir Grundschulkinder ein sozialer Anreiz zur Aufdeckung von
widerspriichlichen Wissensstrukturen notwendig (natiirlich nicht hin-
reichend), um bei ihnen fundamentale Lernprozesse zu initiieren:
Nur in der sozialen Gruppe und aufgrund der sozialen Interakti-
onsprozesse zwischen den Mitgliedern einer Gruppe kann das ein-
zelne Individuum jene Erfahrungen machen, die fundamentale
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Lernschritte ermdoglichen. (Miller, 1986, S.20; vgl. Steinbring,
2005, S. 193)

Natiirlich kénnen nicht durch alle Arten von Interaktionen solche Er-
fahrungen entstehen. Aus interaktionstheoretischer Perspektive kann
man etwa sagen, dass hochgradig routinierte Interaktionsprozesse po-
tenzielle Lernchancen geradezu verdecken (vgl. Voigt, 1984): Die Kin-
der konnen an solchen Interaktionen durch das Befolgen von sozial
ausgehandelten Regeln besonders erfolgreich teilnehmen, indem sie
gerade nicht alt bekannte Fakten und Strukturen hinterfragen.

Vielmehr braucht es zur Erméglichung von fundamentalen Lernschrit-
ten eine Interaktion, in der die Beteiligten ein bestimmtes Ziel verfol-
gen, das iiber die Aufrechterhaltung einer routinierten Bedeutungs-
aushandlung hinausgeht:
Nur von solchen sozialen bzw. kommunikativen Handlungen, de-
ren primires Handlungsziel und deren Funktionsweise genau da-
rin besteht, kollektive Losungen fiir interindividuelle Koordinati-
onsprobleme zu entwickeln, kann (wenn tberhaupt) sinnvoller-
weise angenommen werden, dass durch sie grundlegende Lernpro-
zesse ausgelost werden kénnen. Nur ein sozialer bzw. kommunika-
tiver Handlungstyp scheint diese Bedingung zu erfiillen, und dies
ist der kollektive Diskurs oder, um einen etwas genaueren Termi-
nus zu verwenden, die kollektive Argumentation. (Miller, 1986,
S. 23)

In diesem Beitrag werden Interaktionen nicht schon dann als kollek-
tive Argumentationen bezeichnet, wenn sich die Beteiligten die Ratio-
nalitit ihrer Handlungen im Zuge der interaktiven Herstellung und
Aushandlung von Bedeutungen gegenseitig anzeigen (wie in einer re-
flexiven Rationalisierungspraxis, vgl. Krummheuer & Fetzer 2004, S.
29ff). Unter kollektiven Argumentationen werden vielmehr diskursive
Prozesse verstanden, in denen die Beteiligten explizit einen Begriin-
dungsbedarf anzeigen und gemeinsam zu befriedigen versuchen
(Schwarzkopf, 2003). Diese Prozesse spielen in der eingenommenen
Perspektive eine zentrale Rolle, wenn man die interaktiven Bedingun-
gen fiir die Realisierung substantieller Lernchancen verstehen will. Sie
sollen im folgenden Abschnitt genauer beleuchtet werden.
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2 Argumentationen und substantielle Lernchancen

In diesem Beitrag werden fiir die argumentationstheoretischen Grund-
lagen u.A. Perspektiven aus der Pragmalinguistik eingenommen (ins-
besondere Klein, 1980), in denen man Argumentationen verbreitet als
spezielle sozial-interaktive Prozesse versteht. Ihr Charakteristikum ge-
geniiber anderen Interaktionsprozessen besteht darin, dass sie nur bei
einer massiven Stérung von routinierten Kooperationen in einer sozi-
alen Gruppe entsteht: Es tritt eine Strittigkeit, eine ungeklirte Frage in
der Gruppe auf, so dass die Beteiligten sich nicht mehr dazu in der
Lage sehen, die Kooperation fortzusetzen. Solche Stérungen konnen
auf unterschiedliche Weisen bereinigt werden, nicht zuletzt dadurch,
dass das gemeinsame Handeln (implizit oder explizit) fiir unméglich
erklirt wird und die Kooperation zerbricht. Im giinstigen Fall aber ent-
steht das, was man nach Klein (1980) als ,kollektive Argumentation” be-
zeichnet: Die Beteiligten suchen gemeinsam nach einer Antwort auf
die strittige Frage und konnen sich nach einiger Zeit und nach dem
Austausch und der Diskussion unterschiedlicher inhaltlicher Argu-
mente auf eine allgemein akzeptable Antwort einigen.

Wenn etwa eine Gruppe von Teenagern einen neuen Film mit threm
Lieblingsstar sehen will, dann handeln die Beteiligten kooperativ und
treffen sich gemif ihrer Gewohnheiten routiniert vor dem Kino. Eine
Stérung dieser Routine tritt zum Beispiel dann ein, wenn es nicht
mehr genug Eintrittskarten fiir den gewihlten Film gibt — eine weitere
routinierte Kooperation ist versperrt und es muss zunichst die strittige
Frage geklirt werden, wie denn nun gehandelt werden kénnte. Wenn
die Kooperation daraufhin nicht zusammenbricht, suchen die Teena-
ger in kooperativer Weise nach einer Antwort auf diese Frage, die all-
gemein akzeptiert werden kann. Man konnte etwa einen anderen Film
wihlen, die Gruppe konnte sich auch spalten und einen Teil ihrer Mit-
glieder nach Hause schicken, so dass die Karten fiir den Rest ausrei-
chen oder aber Karten fiir die nichste Vorstellung des gewihlten Films
kaufen.

Im gelingenden Fall schaffen es die Beteiligten beim Auftreten einer
Strittigkeit, die Kooperation nach der Entwicklung tiberzeugender Ar-
gumente fortzufithren.
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Fiir die Initiierung substantieller Lernchancen in der Primarstufe sind
also solche Interaktionsprozesse notwendig, in denen Kinder (ggf. ge-
meinsam mit der Lehrkraft) Strittigkeiten durch eine kollektive Argu-
mentation versuchen auszurdumen. Diese Grundbedingung zur Initi-
ierung fundamentaler Lernprozesse wird oftmals nicht hergestellt (fiir
ein Beispiel s. Nithrenbérger & Schwarzkopf, 2019). Ein Grund dafiir
liegt in der Macht der Routine im sozialen Interaktionsprozess: Es ist
eine implizite Grundregel von Interaktionen, dass die daran Beteilig-
ten ein moglichst reibungsloses Miteinander pflegen, indem sie in den
stabilen Routinen des Unterrichtsalltags verharren und sich entspre-
chend der implizit bleibenden Regeln von Interaktionsmustern verhal-
ten, wobei die Interaktionslogik tiber der Sachlogik stehen kann (s.
Voigt, 1984). Aus der Perspektive Millers ergibt sich eine ganz dhnliche
Beobachtung auf soziale Prozesse auflerhalb des Unterrichts:

Das argumentative [...] Austragen zwischenmenschlicher Konflikte
gleich welcher Art erzeugt fiir die meisten der daran Beteiligten ei-
nen erheblichen Stress, dem sich offenbar niemand ohne wirklich
zwingende Griinde unterwerfen mag (Miller 1986, 152).

Millers Beobachtung passt durchaus zu Erkenntnissen aus empiri-
schen Untersuchungen in der Mathematikdidaktik. Zum Beispiel stellt
Krummbheuer bei der Beobachtung von Schiilerinnen und Schilern
beim Aufgabenldsen fest, dass ,auf der kommunikativen Oberfliche
derartiger Bearbeitungsprozesse im Grunde nur tiber Rechnungen ge-
sprochen wird.“ (Krummheuer, 1997, S. 29) — eine Hinterfragung von
mathematischen Strukturen zwischen den Rechnungen oder den Er-
gebnissen bleibt dagegen ebenso wie eine Diskussion verschiedener
Rechenwege aus.

Der Fokus auf mathematische Inhalte reicht allein offenbar nicht aus,
um kollektive Argumentationen und mit ihnen substantielle Lernchan-
cen fiir fundamentale Lernprozesse zu initiieren. Wesentlich ist es da-
gegen, dass die sozialen Bedingungen im Interaktionsprozess das Auf-
kommen einer Strittigkeit unter den Kindern férdern und ins Bewusst-
sein riicken, dass diese Storung der Kooperation durch eine Argumen-
tation beigelegt werden muss.
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Im Projekt PEnDEL M (Ntithrenbérger & Schwarzkopf, 2016, Schwarz-
kopf 2016) versuchen wir aus konstruktiver Perspektive, solche Bedin-
gungen durch ,produktive Irritationen“ herzustellen. Im Grunde geht
es bei produktiven Irritationen darum, dass Abweichungen von einge-
nommenen Erwartungen als klirungsbediirftig thematisiert werden
und dass die Beteiligten dann — im gelingenden Fall — zur Klirung
neue strukturelle Zusammenhinge zwischen mathematischen Objek-
ten generieren miissen. Diese Idee ist natiirlich nicht neu, zum Bei-
spiel fordert schon Winter (1976) dazu auf, den Kindern Situationen
anzubieten, die ,zum Fragen, Beobachten, Nachdenken anreizen, also
eine Liicke, eine Stérung, eben etwas Fragwiirdiges enthalten.” (Win-
ter, 1976, S. 349) und nach Piaget (z.B. 1985) kann man Lernprozesse
generell als Ausrdiumen kognitiver Widerspriiche verstehen. Anders
als bei Piagets Konzept der kognitiven Widerspriiche wird allerdings
hier angenommen, dass die Strittigkeiten nicht zwingend individuell
wahrgenommen, sondern zunichst einmal zwischenmenschlich kon-
statiert werden miissen, insbesondere bedarf es u.U. der Lehrperson,
die im Interaktionsprozess auftretenden Widerspriiche — die oft nur
aus der fachlichen Sicht des Experten und nicht immer aus Sicht der
Kinder deutlich sind - explizit zu machen und darauf zu bestehen, dass
sie ausgeriumt werden miissen. Gleichwohl gibt es auch Situationen,
in denen die Kinder von sich aus die Argumentation suchen, etwa
wenn fiir eine Rechenaufgabe unterschiedliche Ergebnisse produziert
werden. Zu substantiellen Lernchancen kénnen solche Anlisse vor al-
lem dann fiithren, wenn die im Unterricht behandelten Lerngegen-
stinde ausreichend komplex sind, so dass den Kindern nicht sofort
und selbstverstindlich klar ist, welches der Ergebnisse korrekt sein
muss. Hierfir wird im folgenden Abschnitt ein Beispiel vorgestellt.

3 Ein Beispiel aus dem Unterricht einer vierten Klasse

Im Unterricht einer vierten Klasse geht es um Dreieckszahlen. Linger-
fristiges Ziel der Lehrerin war es, dass die Kinder durch einen Ver-
gleich von figurierten Darstellungen der Dreiecks- und zugehorigen
Rechteckzahlen (vgl. Abb. 1) auf die bekannte Formel zur verkiirzten
Berechnung der Summe aus den ersten natiirlichen Zahlen kommen
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(ein genauer Bericht zum Unterrichtsvorhaben findet sich in Nithren-
borger & Schwarzkopf, 2010). In der hier beschriebenen anfinglichen
Unterrichtssequenz sollten sich die Kinder mit dem rekursiven Bil-
dungsgesetz der Dreieckszahlen vertraut machen, wobei ihnen be-
wusst werden sollte, dass deren konventionelle Berechnung recht
mithsam ist. Hierdurch sollten sie dazu motiviert werden, nach ver-
kiirzten Berechnungsmoglichkeiten zu suchen.

Dazu wurden zunichst gemeinsam die ersten zehn Dreieckszahlen be-
rechnet. Anschliefend haben sich die Kinder in Einzelarbeit damit be-
schiftigt, die zwanzigste Summe auszurechnen. Schliellich werden
die Ergebnisse und die Rechenwege vorgestellt, wobei David mit der
Darstellung seiner Rechnung startet:

David also dhm ich hab einfach dhm weitergerechnet, hier un-
ten in der Tabelle hab ich einfach plus sieben plus acht
plus erstmal plus zehn, dann war’s da 55 und dann
hatte ich da weitergerechnet und dann bin ich irgend-
wann dann bei zwanzig gewesen bei 210.

David hat genauso gehandelt, wie es die Lehrerin geplant hatte: Er hat
aus einer Dreieckszahl die jeweils folgende berechnet und dabei gleich-
ermaflen die rekursive Bildungsvorschrift durchblickt, wie er vermut-
lich festgestellt hat, dass hier ein recht hoher Rechenaufwand betrie-
ben werden muss. Letzteres wurde von anderen Schiilern offenbar
schon vorher bemerkt. So hat Malte zum Beispiel den Versuch gestar-
tet, die Rechnungen abzukiirzen. Er stellt seinen Losungsweg folgen-
dermafien dar:

Malte [...] Hab ich mir im Kopf gemacht, ich hab zwar nich auf-
gemalt, aber ich hab im Kopf gemacht. Und da hab ich ja
das Doppelte rausgekriegt. Weil von dhm von zehn das
Doppelte is ja das Doppelte is zwanzig, also muss ja das
Ergebnis auch das Doppelte ergeben — von zwanzig, von
zehn.

Anders als von der Lehrerin geplant sieht Malte offenbar das Zeichnen
der Dreieckszahl nicht als Erkenntnismittel, sondern als listiges Bei-
werk fiir die Rechnungen — jedenfalls betont er, dass er das zwanzigste
Muster nicht gezeichnet, sondern nur berechnet hat. In dieser Phase
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des Unterrichts hat er auch nicht Unrecht — fiir die blofse Bestimmung
der Summe ist das Zeichnen der Plittchen nur dann wesentlich, wenn
die Rechnungen nicht bewerkstelligt werden konnen und alle Plitt-
chen einzeln gezihlt werden miissten, was hier sicher nicht der Fall
ist. Zusitzlich stellt Malte klar, dass auch die Rechnungen zu umstind-
lich sind, weil strukturelle Zusammenhinge zwischen den gewihlten
Beispielen ausgenutzt werden konnen — vermutlich aufgrund seiner
Erfahrungen mit proportionalen Zusammenhingen im Mathematik-
unterricht stellt er die Hypothese auf, dass das Muster mit dem dop-
pelten Index auch aus doppelt so vielen Plittchen bestehen miisste: 2 -
10 = 20, also besteht die zwanzigste Dreieckszahl auch aus 2 - 55 =
110 Plittchen.

An dieser Stelle ist den Kindern schon klar, dass nicht beide Ergebnisse
zugleich stimmen konnen. Da aber beide Herangehensweisen stim-
mig erscheinen und die Aufgabe hinreichend komplex ist, kénnen sie
nicht spontan kliren, welches Ergebnis stimmt. Hier schaltet sich Mi-
chael ein:

Michael ich glaub 210 ist richtig weil wie der Malte gerade schon
gesagt hat

Michael wird durch Zwischenrufe seiner Mitschiilerinnen und Mit-
schiiler unterbrochen — schlieflich scheint er sich hier selbst zu wider-
sprechen, indem er zunichst die Lésung von David bestitigt und dann
Malte Recht zu geben scheint, der ja aber ein anderes Ergebnis vorge-
schlagen hatte. Im Klassenlirm werden die Lésungen 110 und 210 wild
durcheinander gerufen.

Zur Beendigung des Streits schaltet sich die Lehrerin ein und berech-
net gemeinsam mit den Kindern der Klasse die zwanzigste Dreiecks-
zahl noch einmal rekursiv, wie es David bereits vorgeschlagen hatte.
Hiermit wird das Argument von Malte weniger strukturell, sondern
vielmehr ergebnisorientiert widerlegt. Mit Miller und Steinbring ge-
sprochen entschliefit sich die Lehrerin dazu, den Stress einer struktu-
rellen Auseinandersetzung mit Maltes Argument hier zu umgehen,
um auf empirisch situierter Ebene mit einer einfachen Ergebnisermitt-
lung die Richtigkeit von Maltes Vorschlag zu sichern.
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Gleichwohl meldet sich der Schiiler Michael noch einmal zu Wort — zu
einem Zeitpunkt an dem die Strittigkeit eigentlich bereits beigelegt
wurde:

Michael Also ich hab erst von 55 das Doppelte genommen, weil
die Elf hat ja ne Eins, die Zwolf ne Zwei, die Dreizehn
auch ne Drei und dann war das ja logischerweise, dass
das dann genauso is, bis auf die Zehner. Und dann,
weil “s zehn davon sind, kann man das dann mal Zehn
nehmen, Zehn mal Zehn sind 100 und dann weif man
auch dass es 210 sind.

Hierbei kann Michael kliren, dass er zunichst einmal der Verdopp-
lung von Malte zustimmt — in der zwanzigsten Dreieckszahl ist die
zehnte tatsichlich zweimal enthalten. Allerdings fehlt zur kompletten
Summe noch gewissermaflen der Unterbau, d.h. unter zur zweiten
Version der zehnten Dreieckszahl miissen noch die zugehérigen Zeh-
ner addiert werden:

1+24 ..420=2-(1+2+-+10)+10- 10

Michael entwickelt hier ein Argument in der Balance zwischen empi-
rischer Situiertheit und relationaler Allgemeinheit: Mit den Darstellun-
gen der konkreten Rechnung driickt er die strukturellen Zusammen-
hinge zwischen den arithmetischen Objekten aus — ein operativer Be-
weis fiir den Zusammenhang zwischen einer Dreieckszahl und der
Dreieckszahl mit dem doppelten Index, exemplarisch an der 20-ten
Dreieckszahl: D,,, = 2 - D,, + n?.

4 Schlussbemerkung

In diesem Beitrag wurde versucht, die lerntheoretische Dimension des
Argumentierens aus einer grundlegenden Perspektive zu beleuchten.
Wesentliches Anliegen war dabei, die Untrennbarkeit zwischen der
Entwicklung inhaltlichen Wissens und Kénnens und der Aktivierung
prozessbezogener Kompetenzen speziell am Beispiel der Argumenta-
tion zu betonen. Dabei sind natiirlich Anlisse fiir eine Argumentation,
wie sie im obigen Beispiel beschrieben wurde, eher selten im alltigli-
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chen Unterricht — wann streiten sich die Kinder schon iiber das rich-
tige Ergebnis. Umso wichtiger scheint es zu sein, Argumentationsan-
lisse zu initiieren, also Strittigkeiten gewissermaflen kiinstlich und re-
gelmiflig herbeizufithren. Eine solche Kinstlichkeit ist keine Schwi-
che, sondern eine Stirke des Mathematikunterrichts, in dem die Kin-
der gemeinsam mit der Lehrkraft im geschiitzten Raum die Mdglich-
keiten kennenlernen kénnen, sich argumentativ mit einem Lerngegen-
stand auseinander zu setzen.
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Entwicklungen von Grundvorstellungen zur Division

1 Das Divisionsverstindnis— viele offene Fragen

Studien zur Division aus der Schweiz und aus Deutschland (Royar,
2013; Bonig, 1995) zeigen bei Schiilerinnen und Schiilern der Grund-
stufe deutliche Defizite auf. Diese sind bedenklich, ist doch ein tragfi-
higes Operationsverstindnis (Gerster & Schultz, 2004) der Division
weit iiber die Grundschule hinaus fiir den weiterfithrenden Mathema-
tikunterricht von grundlegender Bedeutung.

Die Division erweist sich fiir Lernende vor allem deshalb als schwierig,
weil fiir einen verstindigen Umgang mit Divisionen zwei unterschied-
liche, in der traditionellen Rechendidaktik als Verteilen (Teilen) und
Aufteilen (Messen) bezeichnete Aspekte entwickelt und dauerhaft abge-
sichert werden miissen. Es ist, damit zusammenhingen notwendig,
dass Kinder die Division als Umkehroperation der Multiplikation ver-
stehen und anwenden. Auf Grund dieser Komplexitit ergeben sich fiir
die Erarbeitung und die Absicherung tragfihiger Grundvorstellungen
zur Division im Unterricht zahlreiche Fragen:

In welchem zeitlichen Verhiltnis zur Multiplikation soll die Division
erarbeitet werden? Sollen ,Verteilen“ und , Aufteilen” zeitlich getrennt
unterrichtet werden? Wenn ja, in welcher Reihenfolge soll dies gesche-
hen? Ist es a) grundsitzlich sinnvoll und b) aussichtsreich, anzustre-
ben, dass Kinder bewusst und dauerhaft zwischen den beiden Aspek-
ten Verteilen und Aufteilen unterscheiden kénnen? In der aktuellen
fachdidaktischen Literatur zum Mathematikunterricht an Grundschu-
len fallen Antworten auf diese Fragen, teils einander widersprechend,
teils wenig differenziert aus oder werden erst gar nicht gegeben. Em-
pirische Forschung zu diesem Thema ist, auch international betrach-
tet, nur spirlich vorhanden.
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2 Studie zur Entwicklung des Divisionsverstindnisses

Aus den oben dargelegten Fragen ergab sich die Notwendigkeit, zu-
nichst mehr iiber mogliche Entwicklungsverldufe des Divisionsver-
stindnisses zu erfahren. Dafiir wurde, ausgehend von bereits verof-
fentlichten Arbeiten (Huinker, 1993, Bonig, 1995; Gerster & Schultz,
2004), ein Leitfaden fiir ein qualitatives Interview entwickelt und pilo-
tiert. AnschliefRend wurden die Entwicklungsverliufe des Divisionsver-
stindnisses bei elf Kindern aus zwei verschiedenen Klassen vom Ende
des 1. bis zum Ende des 3. Schuljahres erhoben und analysiert. Die
Interviews wurden videografiert und transkribiert. Die Kategorienbil-
dung erfolgte deduktiv auf Basis des Modells von Gerster & Schulz
(2004, S.387-389). Untersucht wurde, ob und wie den Kindern , Uber-
setzungen“ zwischen folgenden , Reprisentationsebenen” gelingen:

e Sachsituation (Textaufgabe) — Symbolische Darstellung (Term)
e Symbol. Darstellung (Term) — Sachsituation (Rechengeschichte)
e  Symbol. Darstellung (Term) — Handlung mit Material

e  Bildhafte Darstellung (Bild) — Symbol. Darstellung (Term)

Fiir die Rekonstruktion der Vorstellungen und Denkweisen der Kinder
erwiesen sich einige dieser Ubersetzungen als wenig ergiebig. Dariiber
hinaus zeigte sich die Notwendigkeit, zwischen formalen und inhaltli-
chen Argumentationen der Kinder zu unterscheiden, insbesondere
mit Blick auf die Frage, welche Bedeutung die beiden Aspekte Auftei-
len und Verteilen einnehmen. Fiir die Gesamtauswertung der Ergeb-
nisse waren drei Fragestellungen handlungsleitend:

e Wie stellt sich der Entwicklungsverlauf des Divisionsverstindnis-
ses jedes einzelnen Kindes tiber den gesamten Erhebungszeit-
raum dar?

e Zeigen sich in den untersuchten Ubersetzungen besondere Auf-
falligkeiten, Schwierigkeiten oder Priferenzen mit Blick auf die
beiden Divisionsaspekte?

e Lassen sich hinsichtlich der Vorgehensweisen der Kinder, ihrer
Schwierigkeiten und jeweiligen Priferenzen mit Blick auf die bei-
den Aspekte der Division empirisch begriindete Typenbildungen
vornehmen?
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3 Empirische Beispiele

Eine erste Analyse der Ergebnisse zeigt, dass die beiden Aspekte der
Division besonders bei den vom Term ausgehenden Ubersetzungen
eine Rolle spielen und zu ganz unterschiedlichen Schwierigkeiten fith-
ren kénnen. Hierzu werden zwei typische Beispiele herausgegriffen
fiir Kinder, bei denen es zu Uberlagerungen der beiden Aspekte der
Division kommt. Im ersten Beispiel (Ende 2. Klasse) wurde der Term
12:3 vorgelegt mit der Bitte, die Rechnung mit Klétzchen darzustellen
und zu erkliren.

Petra:  Man hat 12 Wiirfel [zdhlt in 2er Schritten 12 Wiirfel heraus). )etzt
habe ich 10 Wiirfel, und die musst du immer auf 3 Kinder zum
Beispiel aufteilen. Dann gibst du jedem Kind 3 Wiirfel, der
kriegt 3 Wirfel, der 3 Wurfel, der 3 Wiirfel [gibt an 3 Plitze je 3
Wiirfel] und der 3 Wiirfel [gibt an einen 4. Platz 3 Wiirfel]. Und
jetzt siehst du — weil, dividiert heifdt: Das sollst du aufteilen auf
so viele Kin..., also auf Kinder oder halt auf Erwachsene auch,
und dann, also jetzt haben wir da, 4 Kinder bekommen 3 Steine.

Bevor Petra die Handlung zum Term vollzieht, versprachlicht sie eine
Verteilhandlung (Divisor = Anzahl der Teile): ,Jetzt habe ich 10 Wiirfel,
und die musst du immer auf 3 Kinder zum Beispiel aufteilen“. Die un-
mittelbar anschliefende Handlung entspricht allerdings dem Aufiei-
len: Petra nimmt jeweils 3 Objekte und ordnet diese reihum vier Plit-
zen zu. Fiir sie kommt es dabei zu keiner sichtbaren Irritation. Aufge-
fordert, einen Term mit Material darzustellen, gehen die interviewten
Kinder iiberwiegend im Sinne des Aufteilens vor. Von 37 zuordenba-
ren Losungen entsprechen 31 dem Aufteilen und nur 6 dem Verteilen.

Im zweiten Beispiel (Ende 3.Klasse) soll zum vorgelegten Term 21:3
eine Rechengeschichte erzihlt werden. Marcus formuliert: ,Ich habe
21 Apfel, und dann mache ich immer 3 in ein Sackerl.“ Auf Aufforde-
rung hin kann er eine dazu passende Frage formulieren, diese aller-
dings rechnerisch nicht l6sen. Deshalb zeichnet er 21 Punkte, dazu 3
Quasi-Ellipsen (,Sackerl“), denen er reihum die 21 Punkte zuzuordnen
versucht (Abb. 1). In der zeichnerischen Losung kommt Marcus von
seiner urspriinglichen Idee des Aufteilens in Dreiergruppen ab und
landet beim Verteilen in drei gleich grole Gruppen.
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Abb. 1 Zeichnung von Marcus zu 21:3

Dabei verliert er den Uberblick, sodass er letztlich meint, dass es zwei
Gruppen zu je 7 und eine Gruppe zu 6 Apfel sein miissten. Die Auf-
gabe, zu einem vorgegebenen Term eine passende Sachsituation zu
erzihlen, erweist sich insgesamt als besonders schwierig: Nur zweien
der elf Kinder gelingt dies tiber den ganzen Erhebungszeitraum ohne
Probleme.

Die vielfiltigen Schwierigkeiten der Kinder werfen die Frage auf, ob
fiir ein solides Operationsverstindnis nicht doch eine griindlichere Be-
handlung der beiden Divisionsaspekte im Unterricht zielfithrend wire,
als es viele Schulbiicher, aber auch verbreitete Didaktik-Handbiicher
nahezulegen scheinen (vgl. etwa Schipper, Droge & Ebeling, 2015, 108-
109). Auch dariiber sollte nach Ansicht der Autorin im Arbeitskreis dis-
kutiert werden.
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Beitrag II: Anna Korner
anna.koerner@uni-bremen.de

Flexibles Rechnen im Zahlenraum bis 1000

Die Entwicklung flexibler Rechenkompetenzen ist ein zentrales Ziel
des Arithmetikunterrichts der Grundschule; empirischen Ergebnissen
zufolge zeigen Grundschiiler*innen ohne gezielte Férderung aber
kaum aufgabenadiquate Vorgehensweisen (z. B. Selter, 2000). Im Rah-
men einer qualitativen Lingsschnittuntersuchung soll deshalb der
Frage nachgegangen werden, wie sich die Rechenkompetenzen von
Schiiler*innen im Verlauf der Grundschulzeit auf der Basis einer kon-
tinuierlichen Zahlenblickschulung (z. B. Rathgeb-Schnierer & Recht-
steiner, 2018) entwickeln. In diesem Beitrag werden erste Ergebnisse
von drei schriftlichen Erhebungen zu Vorgehensweisen bei der Addi-
tion und Subtraktion im Zahlenraum bis 1000 vorgestellt.

1 Theoretische und empirische Ankniipfungspunkte

Mafinahmen zur Entwicklung und Foérderung flexiblen Rechnens las-
sen sich idealtypisch zwei verschiedenen theoretischen Ansitzen (Stra-
tegiewahl- und Emergenzansatz) und darauf aufbauenden Unterrichts-
konzeptionen (explizierender und problemldseorientierter Unterricht) zu-
ordnen (Heinze, Arend, Grifling & Lipowsky, 2018; Rathgeb-Schnie-
rer & Rechtsteiner, 2018). Wihrend im explizierenden Unterricht ver-
schiedene Strategien erarbeitet und die adaptive Strategiewahl thema-
tisiert werden, liegt der Fokus im problemléseorientierten Unterricht
auf individuell entwickelten Vorgehensweisen, die durch Aktivititen
zur Zahlenblickschulung (weiter-)entwickelt werden (ebd.). Qualitative
Untersuchungen in den ersten beiden Schuljahren belegen den positi-
ven Einfluss der Zahlenblickschulung auf die Entwicklung der Flexibi-
litdt der Schiiler*innen (Rathgeb-Schnierer, 2006; Rechtsteiner-Merz,
2013), bislang fehlen jedoch lingsschnittliche Untersuchungen im
Verlauf der gesamten Grundschulzeit.

2 Untersuchung zum flexiblen Rechnen

Vor dem Hintergrund der positiven empirischen Ergebnisse zur Zah-
lenblickschulung wurde in einer Projektklasse eine qualitative Lings-
schnittuntersuchung durchgefiihrt, in der kontinuierlich vom 1. bis
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zum 4. Schuljahr Aktivititen zur Zahlenblickschulung in den Arith-
metikunterricht eingebunden worden sind. Um die Entwicklung der
Schiiler*innen zu erfassen, wurden regelmiflig (jeweils in der Mitte
und am Ende des Schuljahres) leitfadengestiitzte Einzelinterviews
durchgefiihrt.

Zudem wurden den Schiiler*innen in der Mitte und am Ende des
3. Schuljahres sowie zu Beginn des 4. Schuljahres die Aufgaben aus
der Untersuchung von Selter (2000) vorgelegt (vgl. Tab. 1).

199+198 | 119+120+121 | 250+279+250 | 527+399 | 345+634 | 286+437
701-698 | 610-590 845-399 649-347 | 758-515 | 836-567

Tab. 1 Aufgaben der schriftlichen Erhebung (Selter, 2000)

Zentrale Ergebnisse von Selter (2000) sollen als Referenz dienen: Ins-
besondere zum zweiten und dritten Untersuchungszeitpunkt (t2 und
t3) wurde kaum halbschriftlich gerechnet, wihrend die schriftlichen
Verfahren nach deren Einfithrung stark priferiert wurden. Insgesamt
zeigte sich sowohl beim halbschriftlichen Rechnen (zu t1) als auch bei
der Verwendung schriftlicher Verfahren (zu t2 und t3) kaum aufgaben-
adiquates Handeln, da die Schiiler*innen bevorzugt eine Vorgehens-
weise (v.a. Strategien Stellenweise bzw. Schrittweise oder die schriftli-
chen Verfahren) zur Lésung aller Aufgaben verwendeten. Dies ldsst
vermuten, dass diese halbschriftlich und schriftlich rechnenden Kin-
der die besonderen Merkmale einiger Aufgaben (graue Markierung in
Tab. 1) nicht erkannt bzw. nicht genutzt haben (Selter, 2000).

3 Erste Ergebnisse

Die nachfolgenden Darstellungen beziehen sich auf die Vorgehenswei-
sen von 22 Kindern der Projektklasse mit kontinuierlicher Zahlenblick-
schulung.

3.1 Rechenmethoden und Strategien

Anders als bei Selter (2000) dominiert in der Projektklasse das halb-
schriftliche Rechnen zu allen drei Untersuchungszeitpunkten. Das
schriftliche Rechnen wird nur sehr selten verwendet. Bezliglich der
verwendeten Strategien lassen sich schon zum ersten, vor allem aber
zum zweiten und dritten Untersuchungszeitpunkt operations- und
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aufgabenbezogene Unterschiede beobachten: Beispielsweise wird die
Strategie Stellenweise zu t3 bevorzugt fiir die drei Aufgaben ohne Uber-
trige verwendet, wihrend fiir die Aufgaben mit besonderen Merkma-
len (graue Markierung in Tab. 1) vermehrt Strategien wie Vereinfa-
chen und Erginzen genutzt werden.

Beziiglich der Losungsquoten lisst sich ein positiver Trend im Unter-
suchungsverlauf beobachten, wobei zu t1 und t2 noch operationsbezo-
gene Unterschiede (zugunsten der Addition) zu beobachten sind, wih-
rend dies zu t3 nicht mehr gilt.

3.2 Flexibilitit und Adaptivitit

Der in der englischsprachigen Literatur tiblichen Unterscheidung zwi-
schen Flexibilitit (im Sinne der Verwendung verschiedener Strategien)
und Adaptivitit (im Sinne der Verwendung passender Strategien) fol-
gend (Verschaffel, Torbeyns & van Dooren, 2009), sollen die Vorge-
hensweisen mit Blick auf diese Aspekte genauer analysiert werden.

Wie auch bei Selter (2000) gibt es in der Projektklasse Kinder, die be-
vorzugt eine Strategie zum Losen aller Aufgaben nutzen. Es kristalli-
siert sich aber auch eine — im Untersuchungsverlauf immer grofer
werdende — Gruppe von Kindern heraus, die (bis zu 6) verschiedene
Strategien zur Losung der 12 Aufgaben verwenden.

Beziiglich der Adaptivitit sind nur vorsichtige Aussagen mdglich, da
aufgrund der Form der Datenerhebung keine Angaben zum Referenz-
rahmen gemacht werden kénnen (Rathgeb-Schnierer & Rechtsteiner,
2018, S. 41ff). Fur die sieben Aufgaben mit besonderen Merkmalen
(graue Markierung in Tab. 1) werden aufgabenadiquate Strategien be-
stimmt (z. B. Ergdnzen bei 701-698) und die Vorgehensweisen der Kin-
der entsprechend gruppiert (die Aufgabe 649-347 wird aufgrund der
besonderen Merkmale, fiir die prinzipiell alle Strategien addquat sind,
nicht berticksichtigt). Es zeigt sich, dass bereits zu t1 aufgabenadiquate
Strategien verwendet werden und dass der Anteil solcher Strategien im
Untersuchungsverlauf steigt, sodass zu t3 die Hilfte der Schiiler*innen
fiir sechs oder alle sieben Aufgaben adiquate Strategien verwendet.

Aufgrund erster explorativer Clusteranalysen beztiglich der Flexibilitit,
der Adaptivitit und des Erfolgs lassen sich verschiedene Gruppen bil-
den: z. B. Kinder, die verschiedene, adiquate Strategien nutzen und
damit hiufig richtige Losungen erzielen, aber auch solche, die mit der
Verwendung einer dominanten Vorgehensweise sehr erfolgreich sind.

75



Arbeitsgruppe Arithmetik

4 Ausblick

Die ersten Ergebnisse der schriftlichen Erhebungen sollen die noch
andauernden Analysen der Interviewergebnisse anreichern, um typi-
sche Entwicklungsverliufe im Verlauf der Grundschulzeit rekonstru-
ieren zu kénnen.
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Beitrag III: Henning Sievert, Ann-Katrin van den Ham,
Aiso Heinze
sievert@leibniz-ipn.de

Schulbucheffekte auf das Arithmetiklernen von Grundschulkindern

Das Schulbuch stellt die wichtigste Lernressource fiir Mathematiklehr-
krifte und deren Unterricht dar (Mullis et al., 2012). Trotz eines wach-
senden Forschungsinteresses an Schulbiichern und deren Nutzung ist
der Forschungsstand zur Wirkung dieser auf das Lernen von SuS noch
begrenzt (Fan, 2013). Existierende Studien zu Schulbucheffekten sind
zum einen iiberwiegend auf kleine und querschnittliche Stichproben
beschrinkt, zum anderen sind sie inkonsistent in ihren Ergebnissen
(van den Ham & Heinze, 2018).

In zwei Untersuchungen, die auf Sekundiranalysen eines gréfleren
Lingsschnittdatensatzes aus Schleswig-Holstein beruhen, konnten wir
Effekte der Schulbuchqualitit auf das Strategielernen der SuS fiir die
Nutzung operativer Grundaufgaben in Klasse 1 sowie die adaptive Stra-
tegienutzung bei der Addition und Subtraktion in Klasse 3 zeigen (Sie-
vert etal., 2019; Sievert et al., eing.). In einer weiteren geplanten Studie
ist die Untersuchung von Schulbucheffekten auf das Operationsver-
stindnis der SuS geplant, Ideen dafiir sollen im Rahmen der Arbeits-
gruppe Arithmetik diskutiert werden.

1 Operative Grundaufgaben

Das Ablésen vom zidhlenden Rechnen zugunsten von Rechenstrate-
gien und Faktenwissen der Zahlensitze des kleinen Einspluseins ist
zum einen ein zentrales Lernziel der ersten Schuljahre, zum anderen
ein meist langwieriger und durch Beziehungsorientierung bedingter
Prozess (Rechtsteiner-Merz, 2013). Obwohl eine Verfestigung von
Zihlstrategien problematisch fiir den weiteren Lernprozess ist, stellen
diese den Hauptlosungsweg vieler SuS tber die erste Klasse hinaus
dar. In unserer ersten Studie fokussieren wir die Nutzung operativer
Grundaufgaben nach Schipper (2009) in Klasse 1, welche die Aufga-
benfamilie und die Nachbaraufgaben umfassen.

2 Adaptive Strategienutzung bei Addition und Subtraktion

Die Bedeutung der adaptiven Strategienutzung — und damit die Beto-
nung halbschriftlicher Rechenwege — im Zahlenraum bis 1000 hat in
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den letzten zwei Jahrzehnten breite Zustimmung erlangt (Verschaffel
et al., 2007). Adaptivitit beschreibt in diesem Zusammenhang die be-
wusste oder unbewusste Wahl bzw. die Entwicklung einer adiquaten
Losungsstrategie (Selter, 2009). Addquatheit kann sich dabei auf das zu
lsende Problem, das 16sende Individuum oder den soziomathemati-
schen Kontext beziehen. Trotz des Konsens‘ iiber Relevanz und Vor-
teile haben empirische Studien wiederholt gezeigt, dass die Strategie-
nutzung der meisten SuS wenig adaptiv erfolgt (Torbeyns & Verschat-
fel, 2016).

3 Methode

Zur Untersuchung der Effekte der Schulbuchqualitit auf die Lernent-
wicklung der SuS wurden die Lingsschnittdaten von 1664 SuS von
Klasse 1-3 reanalysiert. Basierend auf dem Siegler-Modell zur Entwick-
lung von Strategiekompetenz (Lemaire & Siegler, 1995) wurden Krite-
rien zur Bewertung der Lerngelegenheiten in den vier genutzten
Schulbiichern fiir die Bereiche operative Grundaufgaben und adaptive
Strategienutzung abgeleitet, um bereichsspezifisch die Schulbuchqua-
litat zu bestimmen. Mithilfe von Mehrebenenmodellen wurden die Ef-
fekte dieser Qualitit auf die Strategienutzung der SuS am Ende der
ersten bzw. dritten Klasse unter Kontrolle unterrichtlicher sowie indi-
vidueller Kovariaten untersucht.

4 Ergebnisse

Sowohl fiir den Bereich der operativen Beziehungen als auch fiir den
Bereich des adaptiven Rechnens zeigten die Analysen der Schulbiicher
deutliche Unterschiede in der Qualitit der Lerngelegenheiten. Wih-
rend beim ersteren ein Schulbuch eine relativ schwache und die tibri-
gen drei eine deutlich hohere Qualitit auf einem dhnlichen Niveau auf-
weisen, zeigte sich beim zweiten Bereich jeweils eine Schulbuchreihe
mit durchweg relativ hoher bzw. relativ niedriger Qualitit der Lernge-
legenheiten. Die anderen beiden Schulbuchreihen wurden im Ver-
gleich dazu mit einer mittleren Qualitit bewertet.

In beiden Studien zeigten die Analysen signifikante Effekte der jewei-
ligen Schulbuchqualitit auf das Lernen der Kinder. Die Effektstirken
entsprechen sowohl fiir die Nutzung operativer Strategien als auch fiir
das adaptive Rechnen 0.3-0.4 Standardabweichungen zwischen den
Klassen, welche auf die Nutzung des Schulbuchs zurtickzufithren
sind. Auch der Anteil der aufgeklirten Varianz der Unterschiede zwi-
schen Schulklassen steigt substantiell (AR2 = 11.7-23.3 %), durch die
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Aufnahme der Schulbuchqualitit ins Modell. Fiir den Bereich des
adaptiven Rechnens ist zudem die Interaktion zwischen arithmeti-
schem Vorwissen und Schulbuchqualitit signifikant. Das heif3t leis-
tungsstarke SuS profitieren besonders von Schulbiichern mit hoher
Qualitit, wihrend leistungsschwache SuS besonders unter Schulbii-
chern mit geringer Qualitit leiden.

5 Diskussion und Ausblick

Die Ergebnisse der beiden Studien unterstreichen die Bedeutung von
Schulbuchqualitit gemif fachdidaktischer Kriterien fuir das Lernen
der SuS sowie die Bedeutung von Studien zu Effekten der Schulbuch-
qualitit. Die Ergebnisse liefern zum einen Argumente fiir eine Regu-
lierung der Schulbuchzulassung anhand von theoriebasierten und em-
pirisch gestiitzten Qualititskriterien. Zum anderen lisst sich daraus
schliefen, dass auch Lehrkrifte im Umgang mit Schulbiichern ge-
schult und fiur Qualititsunterschiede sensibilisiert sein sollten. Ent-
sprechend sollten sie in der Lage sein, ungeeignete Lerngelegenheiten
in den Schulbiichern zu kompensieren.

Fiir ein breiteres Verstindnis der Zusammenhinge zwischen Schul-
buchqualitit und dem Lernen der SuS soll in einer weiteren Studie der
Bereich des Operationsverstindnis‘ u.a. mit Fokus auf die Grundvor-
stellung des statischen Vergleichens untersucht werden. Dafiir sollen
im Anschluss an den Vortrag Ideen fiir die Bewertung der Lerngele-
genheiten in den Schulbtichern diskutiert werden, welche aus der Li-
teratur sowie in einer Befragung von Studienleitenden und Lehrkrifte-
fortbildenden gesammelt worden sind.
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Koordination: Grit Kurtzmann
kurtzmann@schule-franzburg.de

Beitrag: Nina Sturm & Tobias Rolfes
nina.sturm@ph-ludwigsburg.de rolfes@leibniz-ipn.de

Vergleich von Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen
in Zufallsexperimenten

Gemifl den Bildungsstandards sollen Kinder am Ende der Primarstufe
Eintrittswahrscheinlichkeiten von Ereignissen einschitzen und mitei-
nander vergleichen kénnen (KMK, 2005). Zentral ist dabei, dass der
Prozess des Abwigens und des Vergleichens auf objektiven und nicht
auf subjektiven oder intuitiven Kriterien basiert. Hiufig finden Wahr-
scheinlichkeitsvergleiche anhand von Urnen- und Gliicksradaufgaben
statt. Die Kinder wihlen aus zwei Zufallsgeneratoren denjenigen aus,
der die groflere Gewinnchance hat bzw. identifizieren, dass beide Zu-
fallsgeneratoren die gleiche Gewinnchance besitzen.

1 Strategien beim Vergleichen von Wahrscheinlichkeiten

Empirischen Befunden zufolge verwenden Grundschulkinder hiufig
einfache Losungsstrategien, indem sie sich fiir den Zufallsgenerator,
mit 1) mehr glinstigen Ergebnissen, 2) mit weniger ungiinstigen Er-
gebnissen oder 3) einer grofleren Differenz von glinstigen und un-
giinstigen Ergebnissen entscheiden (Watson, Collis, & Moritz, 1997).

In Folgestudien konnten diese Befunde jedoch nicht repliziert werden
(Sturm & Rolfes, 2019). Schiilerinnen und Schiiler der dritten und vier-
ten Jahrgangsstufe folgten weder bei den Urnen- noch bei den Gliicks-
radvergleichen konsistent einer der drei Losungsstrategien. Dieses Er-
gebnis lisst vermuten, dass den Entscheidungen fiir oder gegen einen
Zufallsgenerator andere oder komplexere Gedankenginge zugrunde
liegen wie beispielsweise:
« Farbpriferenzen wie die Lieblingsfarbe (Jones, Long, & Finlay,
2007; Neubert, 2016)
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. geometrische Interpretationen der Anordnung wie die Lage der
gefirbten Flichen (zusammenhingend versus nicht zusammen-
hingend) bzw. der Kugeln (Sturm & Rolfes, 2018)

« Vergleich der Gesamtzahl der moglichen Ergebnisse (Sturm &
Rolfes, 2018)

« Bilden von Chancenverhiltnissen (Odds) (Sturm & Rolfes, 2018)

Offen bleibt, welche Strategien die Grundschulkinder unter welchen
Bedingungen fiir ihre Entscheidung heranziehen. Um sich einer Ant-
wort dieser Frage anzunihern, wurde empirisch mittels Dimensions-
und Clusteranalysen untersucht, inwiefern Ahnlichkeiten zwischen
den Aufgaben zum Wahrscheinlichkeitsvergleich bestehen und ob
sich Aufgaben zu homogenen Gruppen zusammenfassen lassen.

1.1 Methode

An der Untersuchung nahmen 149 Viertkldsslerinnen und Viertkliss-
ler (74 Midchen und 75 Jungen) aus rheinland-pfilzischen Grund-
schulen teil. Thre Vorkenntnisse zum Wahrscheinlichkeitsbegriff wa-
ren gering. Alle Kinder bearbeiteten 16 Items zum Wahrscheinlich-
keitsvergleich, davon verwendete ein Drittel aller Items Urnen und
zwei Drittel Gliicksrider. Bei der Itemkonstruktion wurden jedem Ur-
nenitem strukturgleiche Gliicksraditems zugeordnet.

Die psychometrische Dimensionalitit der dichotom kodierten Test-
Items wurde mithilfe einer konfirmatorischen Faktorenanalyse iber-
prift. Dazu wurden auf der Grundlage der Item-Response-Theorie ein-
und mehrdimensionale Modelle (Adams, Wilson, & Wu, 1997) ge-
schitzt. Ausgangspunkt war ein eindimensionales Modell, bei dem an-
genommen wird, dass alle Items ein latentes Konstrukt messen. Ver-
glichen wurde das eindimensionale Modell mit einem zweidimensio-
nalen Modell, das Urnen-Items und Gliicksrad-Items als zwei unter-
schiedliche, aber korrelierte Faktoren postuliert. Auflerdem wurde ein
zweidimensionales Modell, bei dem Items, in denen die beiden Zu-
fallsgeneratoren gleiche Gewinnwahrscheinlichkeiten darstellten, von
den Items, bei denen die Zufallszahlengeneratoren unterschiedliche
Gewinnwahrscheinlichkeiten reprisentieren, in zwei psychometrische
Dimensionen getrennt. Die Passung der Modellgiite wurde mit Hilfe
der Informationskriterien (AIC, BIC) beurteilt. Je niedriger der Wert
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eines Informationskriteriums, desto besser entsprechen die empiri-
schen Daten dem theoretisch angenommenen Modell. Differenzen in
den Informationskriterien von mehr als 10 werden im Allgemeinen als
ein starkes Indiz fiir den besseren Fit des Modells mit dem kleineren
Wert angesehen (Burnham & Anderson, 2010). Zusitzlich wurde mit
allen 16 Items eine hierarchische Clusteranalyse (Average Linkage, Jac-
card) gerechnet. Die Bestimmung der Clusterzahl erfolgte mittels des
inversen Scree-Tests. Zur Stabilititspriifung wurden fir die ausge-
wihlte Clusterzahl noch zwei weitere Analysen mit dem Complete-
und Single-Linkage gerechnet.

1.2 Ergebnisse

Die Priifung der psychometrischen Dimensionen ergab, dass das ein-
dimensionale Modell (AIC: 3123; BIC: 3180) den schlechtesten Modell-
fit aufwies. Die Trennung in die beiden Dimensionen Urnen-Items
und Gliicksrad-Items erhshte den Modellfit (AIC: 3103; BIC: 3166).
Die latente Korrelation zwischen den Urnen-Items und den Gliicksrad-
Items betrug .89 und war damit als hoch anzusehen. Den besten Fit
zeigte aber das zweidimensionale Modell, bei dem unterschieden
wurde, ob die Zufallsgeneratoren der Items beide die gleichen Erfolgs-
wahrscheinlichkeiten darstellten oder nicht. In diesem zweidimensio-
nalen Modell (AIC: 2914; BIC: 2977) wiesen die Informationskriterien
deutlich geringere Werte auf als bei den anderen beiden Modellen. Die
latente Korrelation zwischen den beiden Dimensionen (gleichwahr-
scheinlich versus nicht gleich-wahrscheinlich) betrug .04 und war so-
mit sehr gering.

Die Ergebnisse der hierarchischen Clusteranalyse bestitigen dieses
zweidimensionale Modell. Alle Items, bei denen die Erfolgs-wahr-
scheinlichkeit beider Zufallsgeneratoren gleich ist, bildeten ein Clus-
ter, alle anderen Items, das zweite Cluster.

1.3 Diskussion

Zusammenfassend bleibt festzuhalten, dass sich Items, bei denen die
Zufallsgeneratoren unterschiedliche Gewinnwahrscheinlichkeiten re-
prisentieren von Items, bei denen die Zufallsgeneratoren gleiche Ge-
winnwahrscheinlichkeiten reprisentieren, unterscheiden. Dies geht
konform mit dem Befund, dass sich die Itemgruppen signifikant in

83



Arbeitsgruppe Daten, Zufall und Wahrscheinlichkeit

ihrer Schwierigkeit unterscheiden zugunsten der Items mit unter-
schiedlichen Gewinnwahrscheinlichkeiten (Sturm & Rolfes, 2018). Es
ist daher zu priifen, ob Schiilerinnen und Schiiler bei beiden Itemgrup-
pen unterschiedliche Strategien anwenden und wenn ja, welche sich
identifizieren lassen.
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Grundschulkinder bauen Wiirfelgebiude nach Seitenansichten und
Schatten - eine Interviewstudie

Riumliche Fihigkeiten und deren Entwicklung im Vorschul- und
Schulalter sind ein wichtiger mathematikdidaktischer Forschungsge-
genstand, der gerade in letzter Zeit auch international verstirkt Beach-
tung findet (z. B. Sinclair, Bartolini Bussi, Villiers, & Jones, 2016 mit
vielen Literaturhinweisen). Dies scheint gut begriindet, unter anderem
weil in zahlreichen Studien ein enger Zusammenhang zwischen schu-
lischen bzw. akademischen Leistungen im mathematischen und na-
turwissenschaftlich-technischen Bereich und riumlichen Fihigkeiten
nachgewiesen werden konnte (z. B. Wai, Lubinski, & Benbow, 2009).
Dariiber hinaus kommt diesen eine grofe lebenspraktische Bedeutung
zu. Dies gilt wohl insbesondere fiir das Verstehen von und den Um-
gang mit zweidimensionalen Darstellungen dreidimensionaler Ob-
jekte oder Konfigurationen. Im Folgenden werden Teilergebnisse ei-
ner Interviewstudie vorgestellt, mit der dieser Inhaltsbereich hand-
lungs- und unterrichtsorientiert in den Blick genommen wird.

1 Die Interviewstudie

Im Rahmen der Studie wurden bislang 26 Zweit- und Viertklissler in
jeweils zwei halbstandardisierten Interviews gebeten, Wiirfelgebiude
aus Einheitswiirfeln nach jeweils zwei vorgegebenen Schatten oder
zwei Seitenansichten nachzubauen. Die Projektionen wurden dabei in
aufrecht stehenden Stindern, auf einzelnen Karten oder auf einer Dop-
pelkarte je Aufgabe prisentiert. Wir interessieren uns insbesondere da-
fur, wie Grundschulkinder beim Bauen der Wiirfelbauwerke vorgehen
und inwieweit die Art der Projektion (Schatten vs. Seitenansicht), die
Art der Vorgabe (Stinder vs. Karte vs. Doppelkarte) oder spezifische
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Merkmale der vorgegebenen Projektionen die Bauprozesse und
-produkte der Kinder beeinflussen.

Fiir die Interviews wurden Aufgabenreihen aus jeweils 9 bis 13 Aufga-
ben (zuziiglich Einfithrungsaufgaben) entwickelt, bei denen einerseits
vermutete Schwierigkeitsfaktoren systematisch variiert und mit denen
andererseits Projektions- und Vorgabearten vergleichbar werden; fiir
Details sei auf ABmus und Fritzlar (2019a) verwiesen. Die Interviews
wurden videografiert und u. a. hinsichtlich beobachtbarer Bauprozesse
und -produkte protokolliert.

2 Wie werden Wiirfelgebiude gebaut?

In diesem Beitrag stehen die verwendeten Vorgehensweisen beim Er-
richten der Wiirfelgebiude im Vordergrund. Weitere Ergebnisse sind
in ABmus und Fritzlar (2019a, b) zu finden.

Identifizieren konnten wir hauptsichlich die folgenden Vorgehenswei-
sen (In Klammern wird jeweils die Haufigkeit des Auftretens angege-

ben.):

V1: Bauen einer Figur, die der linken oder rechten vorgegebenen Sil-
houette entspricht, an korrekter Position; Anbauen fehlender
Wiirfel der zweiten Silhouette (152).

V2: Bauen einer Figur, die der linken oder rechten vorgegebenen Sil-
houette entspricht, an noch nicht passender Position; Verschie-
ben der Figur auf eine korrekte Position; Anbauen fehlender Wiir-
tel der zweiten Silhouette (71).

V3: Bauen einer Figur, die der linken oder rechten vorgegebenen Sil-
houette entspricht, an noch nicht passender Position; Anbauen
fehlender Wiirfel der zweiten Silhouette mit gleichzeitigen Kor-
rekturen der bislang errichteten Figur (z. B. Versetzen einzelner
Wiirfel) (31).

V4: Schichtweiser Aufbau der Figur: Zuerst werden alle notwendigen
Wiirfel der unteren Schicht, dann der zweiten und ggf. der dritten
Schicht positioniert (46).

V5: Ebenenweiser Aufbau der Figur: Nacheinander werden vertikale
Ebenen errichtet, durch die gleichzeitig die Vorgaben der linken
und der rechten Silhouette erfiillt werden (38).
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Die folgende Vorgehensweise fithrt zu einem korrekten Gebiude, das
jedoch nicht korrekt platziert ist:

V6: Bauen einer Figur, die der linken oder rechten vorgegebenen Sil-
houette entspricht, an nicht passender Position; Anbauen fehlen-
der Wiirfel der zweiten Silhouette (30).

Fehlerhafte Ergebnisse entstehen u. a. bei folgendem Vorgehen:

V7: Bauen einer Figur, die der linken oder rechten vorgegebenen Sil-
houette entspricht, an nicht passender Position. Anbauen der
zweiten Silhouette einschlieRlich oder abziiglich der Schnittsiule
(55).

Dariiber hinaus zeigten sich vereinzelt weitere Strategien,! Variationen

der beschriebenen Vorgehensweisen sowie Kombinationen davon. 437

Bauprozesse lieflen sich klassifizieren, bei 123 Aufgabenbearbeitun-

gen war dies nicht der Fall.

Auffallend hiufig tritt V1 auf. Dies betrifft jedoch nicht alle Aufgaben
gleichermaflen. So werden Aufgaben, die sich auf Grundlage der Lo-
sungsraten als besonders schwierig erwiesen haben (komplexe drei-
schichtige Figuren auf Einzelkarten sowie einfache Figuren auf Dop-
pelkarten, bei denen der hochste Turm nicht nahe der Projektionsfla-
chen steht; s. ARmus & Fritzlar (2009a, b)), nur sehr selten durch die
erste Vorgehensweise bearbeitet. Fiir fehlerhafte Bauten ergibt sich
dies zwangsldufig, da V1 immer zum korrekten Ergebnis fithren muss.
Allerdings werden bei solchen Aufgaben auch korrekte Gebidude kaum
tuber Nutzung dieser Vorgehensweise errichtet. Moglicherweise er-
scheint dieses Verfahren durch die Komplexitit der vorgegebenen Pro-
jektionen wenig vielversprechend bzw. wird es aus Unsicherheiten
wihrend des Bauprozesses wieder verlassen.

Betrachtet man Strategien individuumsbezogen, so zeigt sich, dass die
meisten Kinder verschiedene Vorgehensweisen zum Einsatz bringen.
Dennoch kristallisieren sich unterschiedliche Typen der Strategienut-
zung heraus: Wihrend Kinder mit vorwiegend silhouettenorientiertem

! Aus stilistischen Griinden verwenden wir hier die Begriffe ,Vorgehensweisen*
und ,Strategien“ synonym.
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Vorgehen grofstenteils V1 und V2, V1 und V6 oder V1 und V7 verwen-
den, gibt es andere Kinder, die starke Priferenzen fiir schichtweises Vor-
gehen zeigen (V4). Kinder mit flexiblem Vorgehen verwenden zu hn-
lichen Anteilen V1, V4 und V5 sowie teilweise weitere andere Strate-
gien. Einzelne Kinder scheinen demgegentiber eher unstrukturiert vor-
zugehen in dem Sinne, dass ihre Bauprozesse tiberwiegend nicht ein-
geordnet werden konnen. Dieses Phinomen zeigt sich in der hier vor-
gestellten Studie ausschlieRlich in der Gruppe der Zweitklissler.

Grundsitzlich lisst sich festhalten, dass es fiir die ersten drei Typen in
jeder Gruppe Kinder gibt, die nahezu alle Aufgaben korrekt 16sen. Fiir
alle drei Typen ist somit eine erfolgreiche Bearbeitung der Aufgaben
moglich. Betrachtet man allerdings jeweils die vollstindigen Gruppen,
so erweisen sich der flexible (5 Kinder) sowie der schichtorientierte Typ
(3 Kinder) als konstant erfolgreich, wihrend in den beiden anderen
Gruppen auch Kinder mit vergleichsweise geringen Losungsraten zu
finden sind. Fiir das silhouettenorientierte Vorgehen lisst sich dies in-
sofern erkliren, als dass die Silhouetten teilweise als zwei eigenstin-
dige Gebiude wahrgenommen werden (s. V7), deren Zusammenfiih-
rung zu einem Bauwerk schwer fillt.
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Wie kénnen lernwirksame Kommunikationsprozesse aussehen?
Den Blick schirfen fiir die Prozessqualitit mathematischer
Unterrichtsgespriche

Kommunizieren Grundschulkinder — verbal und nonverbal — beim Lo-
sen von Aufgaben tiber ihre mathematischen Handlungen, Darstellun-
gen und Vorstellungen, kann dieser Austausch dazu beitragen, dass sie
gemeinsam eine Losung finden, auf die sie alleine nicht gekommen
wiren. Es gibt wenig Zweifel an dem Wert, den ein wechselseitiges Er-
klaren, Begriinden, Zeigen, Zuhoren, Aushandeln und Nachfragen fur
das Lernen von Mathematik haben. Dieser Wert wurde bereits vor tiber
20 Jahren ausfiihrlich diskutiert (z. B. Mercer 1996). Er konnte in qua-
litativen Studien mit verschiedenen Perspektiven und Methoden besti-
tigt werden (Erath & Prediger 2018). In den Bildungsstandards mani-
festiert ihr Wert sich in den allgemeinen mathematischen Kompeten-
zen ,Kommunizieren“ und ,Argumentieren” (KMK 2005).

Ziel dieses kurzen Beitrags ist es zu skizzieren, wie sich Merkmale fiir
die Qualitit mathematischer Unterrichtsgespriche direkt ausgehend
von den KMK-Beschreibungen zur Kompetenz ,Kommunizieren® ent-
wickeln lassen und wie gelungene Kommunikationsprozesse iiber eine
Kategorisierung von Transkriptausschnitten sichtbar gemacht werden
koénnen. Dabei werden entsprechend des verwendeten Kategoriensys-
tems! (Cohors-Fresenborg 2012, S. 151) Beitrige im Transkript griin
gefirbt, die die Kommunikationsqualitit positiv beeinflussen. Und Re-
debeitrige, die sich storend darauf auswirken, werden gefarbt.

! Fiir weitere Informationen zu den genauen Kategorisierungen und sowie fiir
das vollstindig kategorisierte Transkript der Unterrichtsszene sei auf Winkel
2012 (S. 174 ff.) verwiesen.
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Entsprechend der Systematik von Erath & Prediger (2015) fokussiert
mein Beitrag damit auf die diskursive Dimension der Qualitit von un-
terrichtlichen Interaktionen.

1 Kommunizieren mit einer gewissen Genauigkeit

In den Bildungsstandards wird gefordert, dass Kinder ,eigene Vorge-
hensweisen beschreiben, Losungswege anderer verstehen und gemeinsam
dariiber reflektieren (KMK 2005, S. 8, Beziige dazu kursiv) kénnen.
Doch was kann ein Maf} dafiir sein, die Qualitit dieser kommunikati-
ven Kompetenzen in Unterrichtsgesprichen zu erfassen? Bzw. in den
Worten der Bildungsstandards ausgedriickt: Was zeichnet

(1) eine gelungene Beschreibung der eigenen Vorgehensweise,
(2) ein gelungenes Verstehen der Losungswege anderer und
(3) eine gelungene gemeinsame Reflexion dariiber aus?

Nehmen wir die Perspektive einer zuhdrenden MitschiilerIn ein, wird
schnell klar, dass (1) und (2) eng miteinander zusammenhingen. Eine
Beschreibung der eigenen Vorgehensweise ist dann gelungen, wenn Mit-
schiilerInnen den Lésungsweg gut verstehen oder nachvollziehen kon-
nen. Und Voraussetzung fir (1) und (2) ist, dass sich ein Beitrag
sprachlich oder durch Zeigen mit einer gewissen Genauigkeit auf die
Sache bezieht. Als Voraussetzung spitestens fiir (3) kommen Querbe-
zlige zwischen Schiilerbeitrigen hinzu. Sobald ein oder mehrere Lo-
sungswege von Mitschiilerlnnen im Raum stehen, wird dabei wichtig,
dass ein neuer Losungsweg nicht nur als alternativer Vorschlag dane-
ben gestellt wird . Damit
ein Klassengesprich zu einer gelungenen gemeinsamen Reflexion (3)
wird, muss ein neuer Beitrag verdeutlichen, auf welchen Beitrag, wel-
ches Argument oder welchen Gedanken er sich bezieht oder wie er sich
von vorherigen absetzt - wiederum mit dem Zweck, MitschiilerInnen
das Verstehen der Losungswege (2) zu erleichtern.

Markieren wir einzelne Beitridge in Unterrichtstranskripten, in denen
die Kinder beginnen, sich mit einer gewissen Genauigkeit auf den ma-
thematischen Gegenstand oder sogar schon aufeinander zu beziehen,
erfassen wir mit dieser — griin markierten — Kategorie eine erste wich-
tige Dimension der Qualitit mathematischer Kommunikationspro-
zesse.
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Jana Meinst du, weil hier wieder 10 rauskommt [zeigt Zehner]
die 1 dann hier hin? [zeigt Ubertrag fiir den Hunderter]

In diesem kurzen Ausschnitt aus der 2. Stunde einer Unterrichtsein-
heit zur schriftlichen Multiplikation in Klasse 3 (Winkel 2012, S. 190)
stellt Jana einen Bezug zur Begriindung eines Mitschiilers (,Meinst
du, weil ...“) und gleichzeitig iiber ihr Zeigen einen prizisen Bezug zur
Sache her. Das aktive Nachvollziehen der genauen Beziige hilft ihr,
eine eigene Fehlvorstellung, die sie zuvor geiuflert hat, zu beheben.

2 Die Rolle verabredeter Gesprichsregeln

Als weiterer Aspekt wird in den Bildungsstandards zur Kompetenz
,Kommunizieren“ gefordert, dass Kinder , Aufgaben gemeinsam bearbei-
ten, dabei Verabredungen treffen und einhalten. Dieser Aspekt misst der
Kooperation beim Kommunizieren eine grofle Bedeutung zu. Jedoch
sind verabredete Gesprichsregeln in Transkripten nur selten explizit
zu finden. Und um sie aufzuspiiren, ist manchmal mehr Kontextwis-
sen zur Klasse notwendig als ein Transkript tiblicherweise hergibt.
Dennoch hat es sich in der Versuchsklasse als sehr aufschlussreich er-
wiesen, diese sehr entscheidende Dimension der Prozessqualitit von
Kommunikationsprozessen genauer in den Blick zu nehmen:

David Einwdnde? [schaut zur Klasse, Jonas meldet sich]
Hast du was dagegen? [zu Jonas]

Jonas

David Und wieso hast du dich dann gemeldet?

Nachdem David die aktuell diskutierte Aufgabe fiir erledigt hilt, erkun-
digt er sich — wie in der Klasse verabredet — bei seinen MitschiilerIn-
nen, ob jemand Einwinde zur aktuellen Aufgabe hat (siche Winkel
2012, S. 191). Jonas meldet sich, hat aber keinen Gesprichsbedarf zur
aktuellen, sondern zu einer anderen Aufgabe. Mit dem Hintergrund-
wissen, dass es in dieser Klasse eine Verabredung gibt, dass sich Wort-
meldungen nur auf die Aufgabe beziehen sollen, die gerade zur De-
batte steht, miissen wir seinen Beitrag markieren, weil Jonas hier
die in der Klasse . Bemerkens-
wert ist gleichzeitig, dass David den verabredeten ,didaktisch-sozialen
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Vertrag“ (vgl. Sjuts 2003) soweit verinnerlicht hat, dass er die Einhal-
tung der verabredeten Gesprichsregel bei Nichteinhalten selbst einfor-
dert.

Mittels weiterer griiner und Kategorisierungen in den Tran-
skripten kann gezeigt werden, wie einige der Gesprichsregeln bewirkt
haben, dass sich in der Versuchsklasse eine Unterrichtskultur entwi-
ckelt und etabliert, in der die eingangs genannten wechselseitigen
kommunikativen Aktivititen zunehmend zur Gewohnheit werden und
schlieflich wie selbstverstindlich zum Mathematiklernen dazugeho-
ren.
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Friithe mathematische Bildung in einer digitalisierten Welt

,Die frihkindliche Bildung in einer digitalisierten Welt ist bislang we-
der national noch international Gegenstand umfassender empirischer
Forschung. Dies zu dndern, wird in den kommenden Jahren eine zent-
rale Aufgabe all jener Wissenschaftsdisziplinen sein, die sich aus ihrer
spezifischen Perspektive heraus dem Thema nidhern kénnen“ (En-
quete-Kommission des Deutschen Bundestages fiir Internet und digi-
tale Gesellschaft, 2013, S. 10).

Das in diesem Beitrag vorgestellte Dissertationsprojekt mochte diesem
Desiderat, das durchaus bis heute Giiltigkeit besitzt, aus mathematik-
didaktischer Perspektive begegnen. In einer Evaluationsstudie werden
Effekte des Einsatzes einer App zur frithen mathematischen Bildung
auf die mathematische Kompetenzentwicklung der Kinder untersucht.
Der Blick auf unterschiedliche Bedingungsfaktoren beriicksichtigt da-
bei — stirker als eine reine Wirkungsstudie — auch kognitive und inter-
aktive Prozesse im Zusammenspiel zwischen digitalem Medium und
Kind.

1 Digitale Medien und frithe mathematische Bildung

Wihrend tiber die Bedeutung frither mathematischer Bildung weitge-
hend Konsens herrscht, wird der Einsatz digitaler Medien im Elemen-
tarbereich noch kontrovers diskutiert (vgl. z. B. Neuf, 2017). Einigkeit
besteht jedoch darin, dass Potenziale und Wirkungen digitaler Ler-
numgebungen nur unter bestimmten Bedingungen zum Tragen kom-
men. Ein fachdidaktisch fundiertes Konzept, eine sinnvolle pidagogi-
sche Einbindung und die Interaktion mit einer Lernbegleitung sind ei-
nige Aspekte von wesentlicher Relevanz. Die in den letzten Jahren er-
kennbar verstirkten (mathematikdidaktischen) Forschungsbemiihun-
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gen lassen immer fundiertere Aussagen zu (vgl. z. B. Moyer-Packen-
ham, Litster, Bullock & Shumway, 2018; Papadakis, Kalogiannakis &
Zaranis, 2018; Schacter & Booil, 2016). Auch die im Folgenden vorge-
stellte Studie soll die Erkenntnisbasis diesbeziiglich erginzen und er-
weitern.

2 Evaluationsstudie

In den teilnehmenden Kindergirten wird die App MaiKe [Mathematik
im Kindergarten entdecken] eingesetzt, die sich an ,anschlussfihigen,
mathematischen Grundideen und wesentlichen (pradikativen) Kompe-
tenzen“ orientiert (Steinweg & Weth, 2014, S. 1168). Die Inhalte wer-
den im Sinne des Spiralprinzips in sechs Welten mit je zehn Spielen
angeboten und im Spielverlauf in einer vorgegebenen Reihenfolge frei-
gegeben.

Die Untersuchung ist in einem Mixed-Method-Design angelegt, das
quantitative und qualitative Zuginge kombiniert, um verschiedene
Forschungsschwerpunkte methodisch zu erfassen.

Der Forschungsschwerpunkt 1 liegt auf einer Nutzungsanalyse im Ver-
gleich zweier unterschiedlicher Implementationsformen. Im Setting A
stehen die Tablets und die App den Kindern in der Freispielzeit jeder-
zeit zur Verfiigung, sodass sie eigenverantwortlich darauf zugreifen
kénnen. Im Setting B finden regelmifiig organisierte Spielsitzungen
in Begleitung der Untersuchungsleitung statt. Die leitende For-
schungsfrage lautet:

Welche Unterschiede zeigen sich bei der Nutzung des Tablets und der App
unter den gegebenen Rahmenbedingungen der beiden Interventionssettings?

Diese Ergebnisse stehen zusitzlich als Datengrundlage und Interpre-
tationsbasis fiir den Forschungsschwerpunkt 2 zur Verfiigung. Durch ein
Pre- und Posttest Design wird die mathematische Kompetenzentwick-
lung der beiden Interventionssettings und einer Kontrollgruppe vergli-
chen:

Zeigen sich kontrollierte Effekte der beiden Interventionssettings auf die Ent-
wicklung mathematischer Kompetenzen?

Um konkrete Aufgabenformate und deren Einfluss auf Lésungsstrate-
gien, Denkwege und individuelle Lernprozesse der Kinder genauer zu
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untersuchen, wird im Forschungsschwerpunkt 3 der mathematische In-
haltsbereich der (strukturierten) Anzahlerfassung herausgegriffen:

Welche Lern- und Entwicklungsprozesse lassen sich exemplarisch beziiglich
digitaler Aufgabenformate zur Anzahlerfassung nachvollziehen?

Zu jedem der drei Forschungsschwerpunkte werden im folgenden Ab-
schnitt ausgewihlte Ergebnisse prisentiert.

3 Ausgewibhlte Ergebnisse

Im Forschungsschwerpunkt 11dsst sich (unter anderem) durch eine Log-
file-Analyse feststellen, dass die Kinder im begleiteten Setting B wih-
rend des Interventionszeitraums hohere Spielstinde erreichen, dabei
jedoch weniger Spiele wiederholen und so insgesamt etwas weniger
Zeit mit dem Tablet und der App verbringen als die Kinder des freien
Settings A. Die gesamten Nutzungszeiten unterscheiden sich zwi-
schen den beiden Settings jedoch nicht wesentlich und sind weder aus
medienpiddagogischer noch aus fachdidaktischer Sicht als bedenklich
einzustufen.

Um im Forschungsschwerpunkt 2 die Entwicklung der mathematischen
Kompetenzen im Vergleich der beiden Settings und der Kontroll-
gruppe statistisch zu tiberpriifen, werden geeignete (95%-)Konfidenz-
intervalle konstruiert. Die Ergebnisse zeigen keinen signifikanten Un-
terschied zwischen den beiden unterschiedlichen Implementationsfor-
men A und B, stiitzen jedoch die vorab aufgestellte Hypothese, die be-
sagt, dass sich bei den Kindern beider Interventionssettings eine ho-
here mathematische Kompetenzentwicklung zeigt als fiir die Kinder
der Kontrollgruppe.

Im Forschungsschwerpunkt 3 werden die Losungsstrategien der Kinder
bei den Spielen zur (strukturierten) Anzahlerfassung zunichst durch
Videoanalyse identifiziert und in einem Kategoriensystem gefasst. Die
entstandenen Daten zeigen einerseits, dass verschiedene Charakteris-
tika der digitalen Aufgabenformate (Darstellungsarten, Animation,
etc.) die Wahl von Losungsstrategien beeinflussen. Andererseits lassen
sich iiber den gesamten Spielverlauf betrachtet, Anderungen in den
Losungsstrategien feststellen, die auf stattgefundene Lernprozesse der
Kinder hindeuten. Insbesondere lisst sich eine Entwicklung weg von
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einem einzelnen Abzihlen von Elementen einer Menge, hin zur ver-
mehrten Nutzung von Strukturen in den Darstellungen feststellen.
Diese Tendenz ist im Hinblick auf die Ausbildung eines Teile-Ganzes-
Konzepts und eines ersten Operationsverstindnisses duflerst wiin-
schenswert (vgl. z. B. Benz, 2010; Gaidoschik, 2013). Ausgehend von
den quantifizierten Daten und Entwicklungspfaden findet eine be-
grindete Auswahl illustrierender Fallbeispiele statt. Diese bieten
durch ausfiihrliche, qualitative Analyse abschlieRend einen vertieften
Einblick in individuelle Lern- und Entwicklungsprozesse einzelner
Kinder.

Literatur

Benz, Ch. (2010). Zihlen ist nicht alles, was zihlt. Zur Férderung der struktu-
rierten Mengenwahrnehmung vor und zu Beginn der Schulzeit. MNU Pri-
mar, 2 (4), 52-57.

Enquete-Kommission des Deutschen Bundestages (2013). Sechster Zwischenbe-
richt der Enquete-Kommission "Internet und digitale Gesellschaft". Abgerufen
von http://dipbt.bundestag.de/doc/btd/17/120/1712029.pdf

Gaidoschik, M. (2013). Rechenschwiche vorbeugen. 1. Schuljahr: Vom Zihlen
zum Rechnen. Wien: G&G Kinder- und Jugendbuch.

Moyer-Packenham, P. S., Litster, K, Bullock, E. P. & Shumway, J. F. (2018).
Using video analysis to explain how virtual manipulative app alignment af-
fects children’s mathematical learning. In L. Ball, P. Drijvers, S. Ladel, H.-
S. Siller, M. Tabach, C. Vale (Hrsg.), Uses of Technology in Primary and Sec-
ondary Mathematics Education (S. 9-34). Cham: Springer.

Neufl, N. (2017). Tablets in Kinderhdnden? Digitale Medienbildung in Kitas.
Friihe Bildung, 6, 228-230.

Papadakis, S., Kalogiannakis, M. & Zaranis, N. (2018). The effectiveness of
computer and tablet assisted intervention in early childhood students’ un-
derstanding of numbers. An empirical study conducted in Greece. Educa-
tion and Information Technologies, 62 (4), 1-23.

Schacter, J. & Booil, J. (2016). Improving low-income preschoolers mathemat-
ics achievement with Math Schelf, a preschool tablet computer curriculum.
Computers in Human Behavior, 55, 223-229.

Steinweg, A. S. & Weth, T. (2014). Auch das noch? Tablets im Kindergarten. In
J. Roth & J. Ames (Hrsg.), Beitrige zum Mathematikunterricht 2014 (S. 1167-
1170). Miinster: WTM.

96



Arbeitsgruppe Sachrechnen

Koordination: Dagmar Bonig

dboenig@uni-bremen.de

Beitrag: Elke Mirwald & Roland Rink

egmirwald@t-online.de r.rink@tu-braunschweig.de

Das Experimentieren als Zugang zum Aufbau von GréRenvorstellungen

Der Begriff des Experimentes wird in vielen Kontexten verwendet. Ab-
hingig von der wissenschaftlichen Disziplin wird auch das Experimen-
tieren anders ausgelegt.

Seinen Ursprung hat das Wort im Lateinischen experimentum und
kann sowohl mit , Versuch, Probe“ als auch mit , Erfahrung” oder , Be-
weismittel“ iibersetzt werden. Generell verstehen die meisten wohl un-
ter einem Experiment eine wissenschaftliche Methode, durch die etwas
entdeckt, bestitigt oder gezeigt werden soll. So beschreiben Beck &
Clausen das Experimentieren als ,eine hochkomplexe Methode, die die
Fihigkeit zum Beobachten, zum Klassifizieren, zur Identifikation von
Variablen, zur Bildung von Hypothesen, zur Planung, Durchfithrung
und Kontrolle von Experimenten, zur Dokumentation und Analyse der
Ergebnisse einschliefst.“ (vgl. Beck & Clausen 2000, S.10).

Im unterrichtlichen Kontext wird aber weniger das (natur-) wissen-
schaftliche Experimentieren als vielmehr das Unterrichtsexperiment
als Methode eingesetzt.

Im Mittelpunkt sollte dabei der Lernprozess des Kindes stehen. ,Wih-
rend Experimente in den Naturwissenschaften in erster Linie der Er-
kenntnisgewinnung dienen, werden im [...] Unterricht auch andere di-
daktische Absichten wie z. B. die Veranschaulichung naturwissen-
schaftlicher oder technischer Zusammenhinge, das Vertrautmachen
mit physikalischen Phinomenen und die Motivation von Schiilerinnen
und Schiilern verfolgt [...]“ (Engeln 2004, S. 23).

In Bezug auf den Mathematikunterricht beschreiben Goy & Kleine
(2015, S. 2) Experimentieren als ,eine Titigkeit, mit deren Hilfe Schii-
lerinnen und Schiler mathematische Zusammenhinge erforschen
koénnen*.
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1 Experimentieren im Mathematikunterricht der Grundschule

Da das Experimentieren aber eine sehr komplexe Methode ist, ist es
legitim, die Methode in der Grundschule auf das Laborieren zu redu-
zieren. (vgl. Wiebel 2000; Grygier & Hartinger 2009) Das bedeutet, dass
Schiilerinnen und Schiiler Vorgaben zu der Vorgehensweise des Expe-
rimentes erhalten, anstatt ginzlich auf sich alleine gestellt zu sein.
Dennoch kann in der Kommunikation mit den Schiilerinnen und
Schiilern der Begrift des Experimentes verwendet werden, da dieser
den Kindern aus dem Alltag geldufiger als das Laborieren ist. (vgl. Mir-
wald & Nitsch 2013) Auch in diesem Beitrag sprechen wir im Weiteren
vom Experimentieren und orientieren uns jedoch am Begriff des Labo-
rierens.

Dabei ist das ein wesentliches Ziel das gemeinsame Analysieren und
Diskutieren der Kinder zum Experiment.

Die Aufgabenstellungen und der Umgang mit den zur Verfiigung ge-
stellten Materialien sollten fiir Kinder verbal und technisch verstind-
lich sein. Auch kreative Vorgehensweisen von Kindern sollten zugelas-
sen und anschlieffend gemeinsam allen Kindern prisentiert und be-
sprochen werden.

1.1 Zu den Potentialen von Experimenten im Mathematikunterricht

Das Experimentieren im Mathematikunterricht kann sich positiv auf
verschiedenste Aspekte auswirken. Neben solchen, welche die Person-
lichkeit und das Interesse der Schiilerinnen und Schiiler betreffen,
spricht das Experimentieren auch die Mathematik im fachwissen-
schaftlichen Sinne an und unterstiitzt die Durchdringung mathemati-
scher Inhalte. (vgl. Hartinger 2007, S. 70) Positive Aspekte hinsichtlich
der Kompetenzentwicklung der Kinder fiir den Mathematikunterricht
der Grundschule ergeben sich u.a. sowohl fiir fachliche als auch fiir
allgemeine Lernziele.

Neben der Arbeit an inhaltlichen Kompetenzen wie z. B. fiir das Mes-
sen, Schitzen, die Entwicklung von Gréflenvorstellungen sowie auch
fiir das Rechnen mit Gréf3en kénnen die Kinder beim Experimentieren
ihre Fahigkeiten allgemeiner mathematischer Kompetenzen ebenso
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weiter entwickeln. So ergibt sich bei jedem Experiment eine Kommu-
nikation zwischen den Kindern zu eigenen Vorgehensweisen (z. B.:
zur Nutzung eines passenden Messgerites oder zur Reihenfolge des
Vorgehens, zur Abstimmung hinsichtlich der Ubernahme einzelner
Teilaufgaben) von selbst. Besonders gefordert werden die Kinder,
wenn sie Vermutungen zum Ausgang des Experimentes formulieren
und begriinden miissen, dann die Vermutungen mit dem tatsichlich
eingetretenen Ergebnis vergleichen und vor allem auch Begriindungen
geben miissen, warum die geduflerte Vermutung zutraf oder nicht zu-
treffen konnte. Unsere Beobachtungen zu den Experimenten zeigten
immer wieder, wie vollig natiirlich und motiviert an dieser Stelle Kin-
der zum Kommunizieren und Argumentieren bereit waren. Schwie-
rigkeiten konnten eher beim Protokollieren der Vermutungen und Er-
gebnisse beobachtet werden (z. B.: Ist eine Tabelle sinnvoll? Ist der vor-
gegebene Liickentext hilfreich? Kann ich eine Skizze zu meinen Ideen
angeben?) Auch hier sehen wir eine weitere Moglichkeit, geeignete
Darstellungen zu finden, zu vergleichen und zu bewerten.

Nicht selten stellt das entsprechende Experiment die Kinder vor einen
kognitiven Konflikt (Was kann dabei passieren? Habe ich so etwas
schon einmal durchgefithrt? Was hat mir dabei geholfen?). Und nur
mit abrufbaren heuristischen Strategien kann dieser dann gelost oder
nicht gelost werden. Eine Moglichkeit, das Problemlésen zu fordern,
wird hier deutlich

1.2 Zur Konkretisierung des Experimentierens am ausgewihlten
Beispiel

Das nachfolgende Beispiel soll das Einbeziehen von Experimenten im

Mathematikunterricht der Grundschule verdeutlichen.
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EXPERIMENTIERKARTE |
Arbeitsaufirag

#  Faltet ein quer liegendes DIN-A4-Papier zu einer Rechtecksiule mit quadratischer
Grundflache. Faltet ein hochkant liegendes DINA4- Papier zu einer Rechiecksiiule mit

quadratischer Grundfliche '

*  Stellt Vermutungen an, ob in eine der beiden Siulen mehr oder ob in beide Siulen gleich viel
Erbsen hineinpassen? Notiert eure Vermutung auf dem Protokollbogen und begriindet sie.

l 2

*  Fithnt das Experiment durch und vergleicht es mit eurer Vermutung.

Abb. 1 Experimentierkarte

Das folgende Video zeigt eine Schiilergruppe, die das Experiment be-
arbeitet. Im Verlauf des Videos wird sehr schon deutlich, wie die Kin-
der herausgefordert und die o.g. Kompetenzen geférdert werden:
https://youtu.be/9DWnnlLA2UVg .
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Mathematische Aktivitaten von Kindergartenkindern
beim Spielen mathematischer Spiele

Spiele mit mathematischem Potenzial kénnen bereits im Kindergarten
eingesetzt werden, um mathematische Lerngelegenheiten zum Erwerb
des Zahlbegriffs zu initiieren. Welche Rolle dabei die verbale Unter-
stiitzung spielt und welche Aktivititen angeregt werden koénnen, wird
in der vorgestellten Studie untersucht. Dazu wurden zwei Unterstiit-
zungsmafinahmen implementiert: Die indirekte Unterstiitzung, wel-
che sich durch das Bereitstellen von anregendem Material sowie durch
die Prisenz der Fachkraft auszeichnet, und die direkte Unterstiitzung,
welche Techniken der Lernbegleitung mit dem Ziel der kognitiven Ak-
tivierung und der adaptiven Forderung fokussiert.

1 Direkte und indirekte Formen der Unterstiitzung

Grundsitzlich wird davon ausgegangen, dass das frithkindliche Lernen
unterstiitzt werden muss (z.B. Schuler, 2013). In Bezug auf die Form
der Unterstiitzung gibt es jedoch noch kaum empirisch belastbare Be-
funde. Hauser et al. (2014) konnten in ihrer Studie bereits bei einem
weitgehend unbegleiteten Spiel signifikante Lernzuwichse beim Ein-
satz von Spielen mit mathematischem Potenzial beobachten. Schuler
(2013) konnte in ihrer Studie zeigen, dass die auftretenden Lerngele-
genheiten jedoch nicht nur vom mathematischen Potenzial des Spiels
abhingen, sondern dass sich durch eine direkte Unterstiitzung das
Spektrum der mathematischen Lerngelegenheiten deutlich erweitert.
Auch in anderen Studien sind positive Wirkungen des Spielens ver-
kniipft mit der Verbalisierung der Spielziige oder mit dem engagierten
Spielen der Spielleiterin (z.B. Gasteiger et al., 2015). Interessant ist da-
her, zu untersuchen, welche mathematischen Lerngelegenheiten sich
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beim Einsatz von Spielen mit mathematischem Potenzial zu verschie-
denen Aspekten des Zahlbegriffs zeigen, wenn die Kinder direkt bzw.
indirekt unterstiitzt werden.

2 Untersuchungsdesign und methodische Uberlegungen

Mit Kindergartenkindern wurden verschiedene Spiele in zwei unter-
schiedlichen Varianten (direkte vs. indirekte Unterstiitzung) gespielt.
Die Spiele wurden so ausgewihlt, dass sie in ihren Schwerpunkten auf
zentrale Konzepte des Zahlbegriffs fokussieren.

In Spielsituationen mit indirekter Unterstiitzung fithrte die Spiellei-
tung die Regeln ein. Fehler wurden nur auf Nachfrage korrigiert und
die verbale Kommunikation beschrinkte sich auf Anweisungen zum
Spielablauf. Auf Fragen der Kinder wurde jedoch eingegangen. In
Spielsituationen mit direkter Unterstiitzung wurden in Anlehnung an
Tournier (2017) Impulsfragen entwickelt, die sich auf die verschiede-
nen Techniken der Lernbegleitung beziehen: Aktivierung von Vorwis-
sen, Einfordern von Beschreibungen und Begriindungen, Mitspielen
der Spielleiter/in, Modellieren der eigenen Handlungen und Denkpro-
zesse, offene Fragen, Fehler als Lerngelegenheit und diagnostisches
Moment (s. Schuler & Sturm, 2019).

Die mathematischen Lerngelegenheiten wurden an den beobachteten
mathematischen Aktivititen der mitspielenden Kinder festgemacht.
Die Art und die zeitlichen Anteile der mathematischen Lerngelegen-
heiten wurden mit MAXQDA ausgewertet. Inferenzstatistisch wurde
untersucht, ob sich die zeitlichen Anteile in den beiden Settings unter-
scheiden (s. Schuler & Sturm, 2019). Die Voraussetzungen fiir die
Durchfiithrung inferenzstatistischer Analysen waren erfiillt.

3 Ergebnisse

Die Ergebnisse werden exemplarisch fiir eines der eingesetzten Spiele,
das Spiel Einser raus, berichtet.! In beiden Settings traten folgende ma-
thematische Aktivititen (verbal und nonverbal) auf:

! Die Regeln stellen eine Variation des Spiels Elfer raus (Ravensburger) dar.
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. Zahldarstellung einer Menge von Spielkarten (MA2)?

. Zahlauffassung einer Menge von Spielkarten (MA3)

. Nachfolger/Vorginger suchen, erkennen, anlegen und/oder be-
nennen (MA10)

. Zahlzeichen suchen, erkennen und / oder benennen (MA11)

. Zahlwortreihe aufsagen (MA12)

Prozessbezogene Kompetenzen wie Begriindungen, warum eine Karte
passt bzw. angelegt werden kann, sowie die Korrektur von Fehlern
(MAS) konnten nur bei direkter Unterstiitzung beobachtet werden. In
beiden Settings haben die Kinder ihre Spielziige kommentiert (MA9).

Exemplarisch sollen die mathematischen Aktivititen fiir beide Grup-
pen an einem typischen Spielzug verdeutlicht werden:

Bei indirekter Unterstiitzung schaut das Kind, ob es eine passende Karte
hat, die es an die bereits ausgelegten Karten anlegen kann und legt die
Karte aus (MA10). Beim Auslegen wird teilweise das Zahlzeichen auf
der Karte benannt (MA11). Kann es keine Karte legen, muss es eine
Karte ziehen. Da eine gezogene Karte sofort ausgelegt werden kann,
muss entschieden werden, ob sie angelegt werde kann (MA10, MA11).

Bei direkter Unterstiitzung schaut das Kind ebenfalls, ob es eine pas-
sende Karte hat, die es an die bereits ausgelegten Karten anlegen kann
und legt die Karte aus (MA10). Beim Auslegen wird nachgefragt, wa-
rum es diese Karte legen kann (MAS). In diesem Zug werden Zahlzei-
chen auf bereits ausgelegten und der gelegten Karte benannt (MA11).
Anschliefend wird das Kind stets gefragt, ob es noch weitere Karten
legen kann (MA10). In diesem Zuge kommentiert das Kind seine
Spielziige: z.B. Ich kann keine Karte mehr legen (MA9). Kann es keine
Karte legen, muss eine Karte gezogen werden und es ergeben sich wie
bei der indirekten Unterstiitzung die mathematischen Lerngelegenhei-
ten MA10 und MA 11. Um herauszufinden, ob die Karte passt, wird
manchmal die Zahlwortreihe aufgesagt (MA12).

2 Da in anderen Spielen weitere Aktivititen auftraten, ist die Nummerierung fur
dieses Spiel nicht durchgingig.
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4 Zusammenfassung und Diskussion

Das Spektrum der mathematischen Aktivititen unterschied sich beim
Spiel Einser raus deutlich zwischen den beiden Settings. Prozessbezo-
gene mathematische Aktivititen waren nahezu ausschlieflich bei di-
rekter Unterstiitzung zu beobachten, insbesondere Begriindungen
(vgl. Schuler, 2013). Es zeigten sich signifikante Unterschiede zwi-
schen direkter und indirekter Unterstiitzung in den Anteilen verbaler
mathematischer Aktivititen sowie nonverbaler mathematischer Aktivi-
titen. Insgesamt sprechen die bisherigen Ergebnisse nicht fiir eine
Uberlegenheit eines der beiden Settings. Es gibt jedoch Hinweise da-
rauf, dass Spielsituationen mit direkter Unterstiitzung die Kinder in
besonderem Mafle zur Verbalisierung ihrer mathematischen Aktiviti-
ten anregen sowie kognitiv herausfordernder sind und sich damit
Techniken der Lernbegleitung auch als wirksam im Hinblick auf den
Erwerb des Zahlbegriffs erweisen konnten.

Zu Kldren ist, wie die beiden Settings gestaltet werden kénnen, dass
ein Spielen ohne Mitspielen initiiert werden kann. Eine zweite Pilotie-
rung soll aufdecken, ob die Verbalisierung mathematischer Aktivititen
sich tatsichlich auf den Lernerfolg der Kinder auswirkt.
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Beitrag II: Aileen Steffen

aileen.steffen@uni-vechta.de

Wie Kindergartenkinder eine digitale Lernbegleitung fiir die Bearbeitung
von Tangram-Aufgaben nutzen

Das vorgestellte Dissertationsprojekt untersucht Nutzungsweisen ver-
schiedener Funktionen der Osmo Tangram-App, die als potenzielle
Lernbegleitung bei der Bearbeitung von Tangram-Aufgaben mit physi-
schen Tangram-Formen agieren. Durch die Wechselwirkung der rea-
len Handlungen mit simultanen, digitalen Lernbegleitungen stellt das
Spielsystem eine Besonderheit dar. Neben den Nutzungsweisen wer-
den auch deren Auswirkungen auf die Kompetenz- und Strategieent-
wicklung bei der Bearbeitung von Aufgaben mit raumlichen Anforde-
rungen untersucht. In der Vorstellung wird auszugsweise eine ausge-
wihlte Funktion des digitalen Spielsystems fokussiert.

1 Theoretische Verortung

Lernbegleitungen gelten in der Theorie als essenziell fiir die Entwick-
lung mathematischer Fihigkeiten. Dabei kommt der Fachkraft in den
Bildungsbereichen die tragende Rolle zu, Spiel- und Lernsituationen
adaptiv zu begleiten. Dieses setzt wiederum fachdidaktisches Wissen
voraus (vgl. u.a. Schuler 2013; Wullschleger 2017).

In Bezug auf die Entwicklung des riumlichen Vorstellungsvermégens
wird einer Lernbegleitung in Form von Riickmeldungen ebenfalls ein
hoher Stellenwert beigemessen (vgl. Frostig & und Maslow 1978). Sou-
vignier (2001) sieht ein Feedback, ob eine Aufgabe richtig oder falsch
bearbeitet wurde, als wesentliches Merkmal wirksamer Trainingsmaf3-
nahmen, welches zu einer Steigerung von Trainingseffekten fithren
kann.

Theoretisch bilden sich Potenziale digitaler Medien ab, eine solche
Lernbegleitung zu verwirklichen (vgl. Krauthausen 2012). Unmittel-
bare Rickmeldungen kénnen als potenzielle Chance angesehen wer-
den, jedem Lernenden zum passenden Zeitpunkt im Lernprozess ein
Feedback zu geben. Zugleich sind jedoch die Wirkungen einer solchen
Funktion zu betrachten, da Riickmeldefunktionen Einfluss auf die Lo-
sungsstrategie der Lernenden nehmen kénnen (vgl. Hiigel et al. 2017).
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An dieser Stelle setzt die Ausgangsfrage des vorgestellten Forschungs-
projektes an, inwieweit eine digitale Lernbegleitung die Entwicklung
des raumlichen Vorstellungsvermégens begiinstigen und damit auch
die pidagogische Arbeit der Fachkrifte unterstiitzen kann. Hierfiir
wurde die nachfolgend vorgestellte Osmo Tangram-App ausgewihlt.

2 Die Osmo Tangram-App

Die Osmo Tangram-App ist mit einem wechselseitigen Bezug aus
Handlungen mit physischen Tangram-Formen und digitalen Riick-
meldeprozessen ein auRergewthnliches Spielsystem. Uber einen klei-
nen Spiegel auf der Frontkamera des iPads werden die Handlungen
der Kinder erfasst und situative Riickmeldungen geboten. Diese Riick-
meldungen reichen von Simulationen der Positionierung einzelner
Formen bis hin zu Tipps in Form von farbigen Kennzeichnungen von
Formen, bei denen die Umrisse der einzelnen Formen in der Zielfigur
nicht zu erkennen sind. Dartiber hinaus gibt die App Riickmeldung zu
bereits korrekt positionierten Formen, indem diese farbig ausgestaltet
werden (siehe Abb.1).

Abb. 1 Feedbackfunktion der Osmo Tangram-App zu bereits korrekt
positionierten Formen.

3 Untersuchungsdesign

Fir die Datengewinnung wurden in acht Kindergirten im norddeut-
schen Raum mit ca. 150 Kindern jeweils fiinf-wochige Interventions-
studien durchgefithrt. Die Stichprobenzuteilung erfolgte zufillig in
drei Gruppen: Zwei Interventionsgruppen und einer Kontrollgruppe.
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In einem Pre-Post-Post-Test wurden die Kompetenzen der Kinder im
raumlichen Vorstellungsvermogen iiberpriift. Wihrend die Kontroll-
gruppe lediglich an den Testungen in den Wochen 1, 3 und 5 teilnahm,
erhielten die Interventionsgruppen in den Wochen 2 und 4 Interven-
tionen mit der Osmo Tangram-App und ihrer physischen Entspre-
chung. Dabei unterscheiden sich die beiden Interventionsgruppen le-
diglich in der Reihenfolge der Interventionen mit den beiden Medien-
formen.

Woche 1 Woche 2 Woche 3 Woche 4 Woche 5
Intervention .
. Intervention
Interventions- Osmo .
ruppe 1 Tangram- physisches
grupp A Pendant
Pretest BP - Posttest - Posttest
. Intervention Intervention
Interventions- .
oD 2 physisches Osmo
grupp Pendant Tangram-App
Kontrollgruppe

Tab. 1 Design der Studie

Den Kindern wurden bei den Interventionen mit beiden Medienfor-
men Tangram-Aufgaben auf unterschiedlichen Niveaustufen prisen-
tiert, die nach festgelegten Auf- und Abstiegskriterien in Bezug auf die
Niveaustufen aus einem Aufgabenleitfaden ausgewihlt wurden, um
den Kindern Aufgaben auf ihrem Leistungsniveau zuordnen und den-
noch eine Vergleichbarkeit herstellen zu konnen. Dieses ermdglicht
zugleich eine Gegeniiberstellung der Aufgabenbearbeitungen und
Strategienutzungen im intra- und interindividuellen Vergleich der In-
terventionen.

Die gesamte Studie wurde mit Videos aufgezeichnet und wird mit
Hilfe eines Kodierleitfadens ausgewertet.

3 Ausgewibhlte Erkenntnisse

Nachfolgend werden erste Erkenntnisse der unterschiedlichen Nut-
zungsweisen der Feedbackfunktion, also der Riickmeldung der korrekt
positionierten Formen durch die App, dargestellt.

Wihrend die Funktion viele Kinder dazu anregt, ihre Ergebnisse zu
uberpriifen und inkorrekt positionierte Formen zu identifizieren sowie
zu korrigieren, gibt es einige wenige Kinder, die die Funktion nicht
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wahrnehmen. Diese Kinder handeln nicht entsprechend der Kenn-
zeichnung und manipulieren teilweise bereits gekennzeichnete For-
men erneut oder kdnnen inkorrekt positionierte Formen nicht mit
Hilfe der digitalen Funktion identifizieren. Dariiber hinaus nutzen ei-
nige Kinder die Feedbackfunktion gezielt zur Enkodierung einzelner
Formen oder ihrer Lageposition, indem sie an einer Position verschie-
dene Formen testen oder Formen mit dem Blick zum Tablet soweit
verschieben, bis die App diese als korrekt kennzeichnet. Es zeichnet
sich ab, dass die Kinder, die die Feedbackfunktion nutzen, Aufgaben
sicherer und auf einer héheren Niveaustufe bearbeiten.
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